Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

V. A. Egorov

OCENKA POSTO˚NNYH V VERHNIH NERAVENSTVAH MARCINKEVIQA I ROZENTAL˚

Ocenivaniem hvostov raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin zanimalis~ na protØßenii vsego razvitiØ teorii veroØtnosteæ. Dostatoqno otmetit~ pokazatel~nye ocenki A. N. Kolmogorova [1] i S. N. Bernxteæna [2], raboty Hefdinga [3], Benneta [4], neravenstva D. H. Fuka i S. V. Nagaeva [5]. Obxirnu¸ bibliografi¸ na fftu temu moßno naæti v monografiØh V. V. Petrova [6], [7].

Ispol~zuØ ffti ocenki, moßno poluqit~ toqnu¸ asimptotiku povedeniØ summ sluqaænyh veliqin kak s toqki zreniØ slaboæ, tak i s toqki zreniØ sil~noæ shodimosti. Koneqno, ffto moßno sdelat~ tol~ko s pomow~¸ optimal~nyh ocenok hvostov. OkazyvaetsØ, qto ispol~zovanie neravenstv Qebyxevskogo tipa dlØ momentov summ, porØdok kotoryh rastet s rostom n, privodit k optimal~nym sil~nym verhnim ocenkam, pri fftom, oqevidno, dolßna byt~ naædena toqnaØ asimptotika rosta postoØnnyh v sootvetstvu¸wih neravenstvah. �tim voprosam posvØwena nastoØwaØ rabota.

Pust~ {X_k}^n_{k=1}− nezavisimye sluqaænye veliqiny, EX_k =

0, E|X_k|^p < ∞, k = 1, 2, . . . , n, dlØ nekotorogo p > 2. Poloßim

S_n = n∑ k=1 X_k, T_n = n∑ k=1 X^2_k .

My budem interesovat~sØ verhnimi ocenkami momentov summ E|S_n|^p pri p → ∞ i n → ∞. Ukaßem nekotorye izvestnye neravenstva dlØ fftih summ. Ispol~zuØ L^p− normy (||X||_p = (E|X|^p)^{1/p}), neravenstva Marcinkeviqa moßno zapisat~ v vide (sm. [6], [7]) B(p) √ ||T_n||_{p/2} ≤ ||S_n||_p ≤ C(p) √ ||T_n||_{p/2}, (1) Rabota qastiqno podderßena grantami RFFI N 06-01-00179 i NX- 4222.2006.1. 115

116 V. A. EGOROV gde B(p), C(p) – poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot p.

Drugoe izvestnoe neravenstvo, neravenstvo RozentalØ, imeet vid (sm. [6],[7])

E|S_n|^p ≤ L^p(A_{p,n} + 2^{p2/4}A^{p/2}_{2,n} ), (2)

gde L > 0− postoØnnaØ, A_{r,n} =^n ∑ i=1 E|X_i|^r. Pravye qasti fftih neravenstv moßno bylo by uspexno ispol~zovat~ dlØ poluqeniØ optimal~nyh sil~nyh verhnih ocenok v predel~nyh teoremah teorii veroØtnosteæ, esli znat~ asimptotiku postoØnnyh L = L(p) i C(p) pri p = p(n) → ∞ i optimal~nyæ porØdok mnoßitelØ pri A^{p/2}_{2,n} .

V rabote avtora [8] ffta asimptotika v sluqae neravenstv Marcinkeviqa byla naædena dlØ nezavisimyh simmetriqno raspredelennyh slagaemyh. Byla dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ {|Xk}^n_{k=1}− nezavisimye simmetriqnye sluqaæ-

nye veliqiny, E|X_k|^p < ∞, k = 1, 2, . . . , n. Togda ||S_n||_p ≤ C(p) √ ||T_n||_{p/2}, C(p) = C^{1/p} √ p e , (3)

gde C > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Poskol~ku v fftoæ teoreme, krome simmetriqnosti i suwestvovaniØ sootvetstvu¸wih momentov, otsutstvu¸t ograniqeniØ na slagaemye, my moßem ispol~zovat~ ee dlØ poluqeniØ ocenok dlØ samonormirovannyh summ fftih slagaemyh. Tak, v [8] poluqen sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1. Poloßim tn =^{Sn}√_{Tn} . Togda v usloviØh Teoremy 1

spravedlivo neravenstvo E|t_n|^p ≤ C( p e )^{p/2}, (4)

ili, qto to ße samoe, ||t_n||_p ≤ C^{1/p} √ p e . (5)

OCENKA POSTO˚NNYH 117 Neposredstvennym sledstviem fftih sootnoxeniæ ØvlØetsØ neravenstvo P (t_n > x) < Cexp{− x^2 2 }. (6) Otmetim, qto pravaØ qast~ privedennyh neravenstv ne zavisit ot n i qto ocenka (6) ØvlØetsØ neuluqxaemoæ po x, qto ukazyvaet na optimal~nost~ ocenok (3) i (4).

Privedem analogiqnoe sledstvie, otnosØweesØ k normirovannym summam nezavisimyh simmetriqnyh sluqaænyh veliqin.

Sledstvie 2._{E|Sn|p ≤ C( p} e )^{p/2}ET^{p/2}_n . (7) P (S_n > x √ ||T_n||_x2_{/2}) < Cexp{− x^2 2 }. (8) Sootnoxenie (7) dokazano v [8], sootnoxenie (8) legko vyvoditsØ s pomow~¸ neravenstv qebyxevskogo tipa. Deæstvitel~no, my imeem P (S_n > x √ ||T_n||_{p/2}) ≤ E|S_n|^p x^p(||T_n||^{p/2}_{p/2}) = E|S_n|^p x^pET^{p/2}_n ≤ C(p/e)^{p/2} x^p . Poloßiv p = x^2, poluqim (8).

Primenenie neravenstv simmetrizacii ne pozvolØet poluqit~ analogiqnye Sledstvi¸ 1 rezul~taty dlØ nesimmetriqnyh centrirovannyh matematiqeskimi oßidaniØmi sluqaænyh slagaemyh. (V luqxem sluqae udaetsØ poluqit~ ocenki dlØ summ, centrirovannyh opredelennymi uslovnymi matematiqeskimi oßidaniØmi (sm. [8])). Bolee togo, bez ser~eznyh dopolnitel~nyh predpoloßeniæ dlØ nesimmetriqnyh centrirovannyh matematiqeskimi oßidaniØmi sluqaænyh slagaemyh Sledstvie 1 ne spravedlivo. Ob fftom govorit privodimyæ niße prostoæ primer.

Primer 1. Pust~ Xi, : i ≤ n, – nezavisimye odinakovo rasprede-

lennye sluqaænye veliqiny, takie, qto

X_i = { 1 s veroØtnost~¸ 1 − 2^{−n}, −2^n s veroØtnost~¸ 2^{−n} − 2^{−2n} , i = 1, 2, . . . , n. Oqevidno, EX_i = 0. Oboznaqim A = {ω : ∃i ≤ n, X_i ≠ 1}. Togda P (A) ≤ n2^{−n}, i P (t_n ≠ √ n) ≤ P (A) ≤ n2^{−n}.

118 V. A. EGOROV Pofftomu dlØ x < √ n vypolnØetsØ neravenstvo P (t_n > x) > 1 − n2^{−n}. �to neravenstvo, oqevidno, protivoreqit neravenstvu (6), a takße neravenstvu (4), poskol~ku (6) ØvlØetsØ sledstviem (4).

Razliqnymi aspektami asimptotiqeskogo povedeniØ samonormirovannyh summ zanima¸tsØ v nastoØwee vremØ mnogie matematiki. Otmetim zdes~ tol~ko raboty [9], [10], [11].

Qto kasaetsØ Teoremy 1 i SledstviØ 2, to neravenstva simmetrizacii pozvolØ¸t poluqit~ dlØ nesimmetriqnyh sluqaænyh veliqin analogiqnye, no bolee grubye, verhnie ocenki.

Deæstvitel~no, soglasno [12, str. 260] E|S_n − μS_n|^p ≤ 2E|S^s_n|^p ≤ C (p e )_{p/2} E n ∑ i=1 (X_i − X^0_i )^2 p

≤ C (p e )_{p/2} E n ∑ i=1 X^2_i + n ∑ i=1 X^{0 2}_i p ≤ C2^pET^{p/2}_n . Zdes~ S^s_n = S_n − S^′_n− simmetrizovannaØ veliqina S_n, a X^′_n, i S^′_n− nezavisimye ffkzemplØry X_n, i S_n – sootvetstvenno.

Poslednee neravenstvo moßno perepisat~ v vide ||S_n − μS_n||_p ≤ C^{1/p}2 √ p e √ ||T_n||_{p/2}. Poskol~ku |μS_n| ≤ √ 2B_n, gde B_n = DS_n, imeem ||S_n||_p ≤ C^{1/p}2 √ p e √ ||T_n||_{p/2} + √ 2B_n. Poskol~ku pri p > 2 spravedlivo neravenstvo B_n ≤ ||T_n||_{p/2}, ime- em ||S_n||_p ≤ ( C^{1/p}2 √ p e + √ 2 ) √ ||T_n||_{p/2}. Takim obrazom, my poluqili sledu¸wiæ rezul~tat.

OCENKA POSTO˚NNYH 119

Teorema 2. Pust~ {Xk}^n_{k=1}− nezavisimye sluqaænye veliqiny,

centrirovannye svoimi matematiqeskimi oßidaniØmi. Pust~ E|X_k|^p < ∞, k = 1, 2, . . . , n. Togda ||S_n||_p ≤ C(p) √ ||T_n||_{p/2}, C(p) = C^{1/p}2 √ p e + √ 2, (9)

gde C > 0− absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Legko videt~, qto v fftoæ teoreme, uveliqiv nemnogo postoØnnu¸ C, moßno poloßit~ C(p) = C^{1/p}2 √_p e . V fftoæ rabote, ispol~zuØ novye kombinatornye metody, my pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh poluqaem analogiqnye ocenki s asimptotiqeski optimal~nymi postoØnnymi dlØ nesimmetriqnyh centrirovannyh matematiqeskimi oßidaniØmi sluqaænyh veliqin.

Teorema 3. Pust~ {Xk}^n_{k=1} – nezavisimye sluqaænye veliqiny,

EX_k = 0, k = 1, 2, . . .n. Pust~ ES^2_n = B_n, p = p(n) → ∞ i dlØ nekotorogo ϵ > 0 vypolneno uslovie |X_k| < ϵ √ B_n p . (10)

Togda ||S_n||_p < C(p)e^ϵ √ pB_n e , (11)

gde C(p) = C^{1/p} exp (^{ln p}√_{2p} ), C > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Otmetim, qto, poskol~ku pri p ≥ 2 B_n = ||T_n||_1 ≤ ||T_n||_{p/2}, neravenstvo (11) moßno rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ kak neravenstva Marcinkeviqa, tak i neravenstva RozentalØ.

Dokazatel~stvo Teoremy 3. Pri p = 2m rassmotrim mnogo-

qlen stepeni n ot ishodnyh veliqin X_j , j ≤ n, kotoryæ poluqaetsØ vybrasyvaniem iz polinomial~nogo razloßeniØ dlØ (S_n)^p slagaemyh, soderßawih hotØ by odnu peremennu¸ X_j v pervoæ stepeni. Oboznaqim fftot polinom qerez S_{n,p}. Oboznaqim qerez

Z_{n,p} analogiqnyæ polinom, postroennyæ po modulØm ishodnyh

veliqin. Togda, oqevidno, ES^p_n = ES_{n,p} ≤ EZ_{n,p}. (12)

120 V. A. EGOROV Niße budem predpolagat~, qto sluqaænye veliqiny X_k normirovany veliqinoæ √ B_n. �to oznaqaet, qto vypolneny usloviØ B_n = 1, |X_k| < ϵ/p. (13) Dalee, Z_{n,p} = p/2∑ i=1 1∑^2∑ (p!)X^{k1}_{j1} · · · X^{ki}_{ji} k_1! · · · k_i!

. (14)

Zdes~ summirovanie vo vtoroæ summe vedetsØ po vsem naboram

(j_1 < . . . < j_i). Summirovanie v tret~eæ summe vedetsØ po vsem

k_1, . . . k_i, kotorye bol~xe edinicy i dlØ kotoryh^i ∑ r=1 k_r = p.

Oboznaqim otdel~nye slagaemye vo vnexneæ summe qerez

Z_{n,p,i}. Togda legko videt~, qto EZ_{n,p,i} ≤ 1 i n∑ r=1 p∑ k=2 C^k_p EX^k_r E ∑ ((p − k)!)X^{k1}_{j1} · · · X^{ki}_{ji} k_2! . . . k_i!

. (15)

Summirovanie vo vnutrenneæ summe proizvoditsØ po vsem k_2. . .k_i, bol~xim edinicy i dlØ kotoryh vypolnØetsØ uslovie ∑_i t=2 k_t = p − k i po vsem j_1 < . . . < j_{i−1}, ne ravnym r.

Takim obrazom, EZ_{n,p,i} ≤ 1 i n∑ r=1 p∑ k=2 C^k_p EX^k_r EZ_{n−1,p−k,i−1} {bez X_r }. Zdes~ zapis~ {bez X_r } oznaqaet, qto v formirovanii Z_{n−1,p−k,i−1} ne uqastvuet peremennaØ X_r . Poloßim Z_{n,p,i} = max EZ_{s,l,j} . Zdes~ maksimum beretsØ po s ≤ n, l ≤ p, j ≤ i, 0 ≤ X_r ≤ ϵ. Legko videt~, qto fftot maksimum koneqen.

Iz poslednego neravenstva, formuly Teælora, neravenstva

(1 + x) ≤ exp(x) dlØ x > 0, i sootnoxeniæ (13) sledu¸t soot-

noxeniØ Z_{n,p,i} ≤ 1 i Z_{n−1,p−2,i−1}E n∑ r=1 ((1 + X_r )^p − 1 − pX_r ) (16)

≤ 1 i Z_{n−1,p−2,i−1} p(p − 1) 2 (1 + ϵ p )^{(p−2)} n∑ r=1 EX^2_r

OCENKA POSTO˚NNYH 121 ≤ p(p − 1) 2i exp (ϵ)Z_{n−1,p−2,i−1}. IteriruØ sootnoxenie (16), poluqim EZ_{n,p} ≤ p/2 max_{k≤p/2} e^{kϵ} 2^k p! k!(p − 2k)! . (17)

Oboznaqim

f_k = e^{kϵ} 2^k p! k!(p − 2k)! Togda f_{k+1} f_k = e^ϵ(p − 2k)(p − 2k − 1) k + 1 ≥ 1 togda i tol~ko togda, kogda

4k^2 − 2(2p − 1 + e^{−ϵ})k + p^2 − p − e^{−ϵ} ≥ 0.

AnaliziruØ ffto kvadratnoe neravenstvo, poluqim, qto pri p ≥ 3 i pri l¸bom ϵ > 0 znaqenie f_k maksimal~no pri

k = K = p 2 − 1 − e^{−ϵ} 4 − √ 4pe^{−ϵ} + 1 + e^{−2ϵ} + 8e^{−ϵ} 4 , qto moßno dlØ nekotorogo θ ∈ (0, 1) zapisat~ v vide

k = K = p 2 (1 − θ √ p ). Takim obrazom, EZ_{n,p} ≤ p/2 e^{Kϵ} 2^K p! K!(p − 2K)! . PrimenØØ k pravoæ qasti fftogo neravenstva formulu Stirlinga i polagaØ p = 2m, poluqim EZ_{n,p} ≤ C( p e^{(1−ϵ)} )^{p/2}( m^{2θ√m+3/2} exp ( √ m(1 − ϵ)) 2^{√mθ} exp (− √ m) : θ^{θ√m} ). Pofftomu, posle prostyh vyqisleniæ dlØ vseh dostatoqno bol~xih m poluqim EZ_{n,p} ≤ Ce^{mϵ}( p e )^{p/2} exp ( √ m ln m)

122 V. A. EGOROV ravnomerno po ϵ > 0. Zdes~ C > 0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Esli p > 2 ne ØvlØetsØ qetnym natural~nym qislom, to teorema sleduet iz monotonnosti L^p−normy: pri q > p ||S_n||_p ≤ ||S_n||_q ≤ C(q)e^ϵ √ pB_n e . OstaetsØ vzØt~ v kaqestve q blißaæxee k p qetnoe qislo, bol~- xee p. V fftom sluqae C(q) ≤ C^{1/p}C(p).

Sledstvie 3. V usloviØh Teoremy (3) pri x > 0 P (S_n > x √ B_n) < Cx^{x√2} exp (− x^2(1 − 2ϵ) 2 ). (18)

Dokazatel~stvo. Iz neravenstva Qebyxeva i Teoremy 3 sledu- et P (S_n > x √ B_n) < E|S_n|^p x^pB^{p/2}_n ≤ C exp (√ p 2 ln p ) p^{p/2} e^{p/2}x^p e^{pϵ}. Sledstvie poluqaetsØ iz fftogo neravenstva pri p = x^2.

Zameqanie 1. Primeniv ffto neravenstvo pri x^2 = p = (1 +

δ)^22lnlnB_n i pri ϵ = ϵ_n → 0, poluqim, qto v usloviØh izvest-

noæ teoremy Kolmogorova o zakone povtornogo logarifma dlØ l¸bogo δ > 0 pri vseh dostatoqno bol~xih n vypolnØetsØ neravenstvo

P (S_n > (1 + δ) √ 2B_nlnlnB_n) < C(lnB_n)^{(1+δ/2)}. Iz fftogo neravenstva po standartnoæ sheme vyvodØtsØ verhnie ocenki v zakone povtornogo logarifma. Takim obrazom, v fftom sluqae naxi ocenki zamenØ¸t verhnie pokazatel~nye ocenki Kolmogorova, obyqno ispol~zuemye pri dokazatel~stve zakona povtornogo logarifma,qto ukazyvaet na ih, v opredelennom smysle, optimal~nost~.

Zameqanie 2. Legko videt~, qto vse privedennye rezul~taty, za

iskl¸qeniem rezul~tatov dlØ samonormirovannyh summ, ostanutsØ spravedlivy, esli uslovie nezavisimosti ishodnyh sluqaænyh veliqin zamenit~ sledu¸wim usloviem. X_n⊥ K∏ 1 X_{jk}

OCENKA POSTO˚NNYH 123 dlØ l¸byh n, K i dlØ l¸byh naborov indeksov j_1, . . . , j_k, ne soderßawih n.

Zameqanie 3. Perenos rezul~tatov o samonormirovannyh sum-

mah, poluqennyh dlØ simmetriqnyh slagaemyh, na obwiæ sluqaæ nezavisimyh centrirovannyh sluqaænyh veliqin i poisk razumnyh dopolnitel~nyh usloviæ, pri kotoryh fftot perenos moßno osuwestvit~, ostaetsØ poka otkrytoæ zadaqeæ.

Literatura

1. A. N. Kolmogoroff, Úeber die Summen durch den Zufall bestimmter unabhángiger

Gróssen. — Math. Ann. 99 (1928), 102 (1929).

2. S. N. Bernxteæn, TeoriØ veroØtnosteæ. Gostehizdat, M.-L. (1946). 3. W. Hoeffding, Probability inequalities for sums of bounded random variables. — J.

Amer. Statist. Assos. 58, No. 301 (1963), 13–30.

4. G. Bennet, Probability inequalities for the sum of independent random variables.

— J. Amer. Statist. Assos. 57, No. 297 (1962), 33–45.

5. D. F. Fuk, S. V. Nagaev, VeroØtnostnye neravenstva dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 21,

No. 4 (1971), 660–675.

6. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972). 7. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1987).

8. V. Egorov, On the growth rate of moments of random sums. — PUB. IRMA44,

No. IV (1997), 1–8.

9. V. A. Egorov, Ob asimptotiqeskom povedenii samonormirovannyh summ sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 41, No. 3 (1996), 643–650.

10. E. Gine, F. Götze, D. M. Mason, When is the Student-Statistics asymptotically

standard normal?. — Ann. Probab. 25, 1514-1531.

11. B. Y. Jing, Q. M. Shao, Q. Wang, Self-normolized Cramer-type large deviations

for independent random values. — - Ann. Probab. 31, No. 4 (2003), 2167–2215.

12. M. Loffv, TeoriØ veroØtnosteæ. IL, M. (1962).

Egorov V. A. Estimation of constants for the right-hand inequalities of Marcinkiewicz and Rosenthal.

Some optimal asymptotic estimates of constants for the right-hand inequalities of Marcinkiewicz and Rosenthal are derived. This estimates imply some new inequalities for the rate of increasing of sums and optimal right-hand estimates for the law of the iterated logarithm. Similar estimates are derived for self-normolized sums.

Postupilo 14 noØbrØ 2006 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

E-mail: eva@eva.usr.etu.spb.ru