Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

F. Gœtce^1, M. I. Gordin^{1,2}, A. Levina^3

PREDEL^NOE POVEDENIE V NULE KORREL˚CIONNYH FUNKCI` SLUQA`NYH MATRIC S FIKSIROVANNYM SLEDOM

1. Vvedenie

Pust~ H_N – mnoßestvo vseh (kompleksnyh) ffrmitovyh matric razmera N × N . H_N – vewestvennoe gil~bertovo prostranstvo razmernosti N^2 otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ (A, B) → tr AB. Zdes~ tr A oboznaqaet sled kvadratnoæ ma-

tricy A = (a_{ij} )^N_{i,j=1}, tak qto tr A =^N ∑ i=1 a_{ii}. Struktura gil~berto-

va prostranstva opredelØet normalizovannu¸ meru Lebega l_N na H_N , udovletvorØ¸wu¸ sootnoxeni¸ l_N (Q) = 1 dlØ proizvol~nogo kuba Q ⊂ H_N s rebrami dliny 1. Po opredeleni¸, standartnaØ gaussovskaØ veroØtnostnaØ mera μ_N na H_N zadaetsØ svoeæ plotnost~¸

g_N (A) = 1 (2π)^{N2/2} exp ( − 1 2 tr A^2 ) (1.1)

otnositel~no mery l_N . Mnoßestvo H_N , snabßennoe meroæ μ_N , izvestno kak gaussovskiæ unitarnyæ ansambl~ (GUE).

Pust~ X – ffrmitova sluqaænaØ matrica razmera N × N (t.e. sluqaænaØ veliqina, prinima¸waØ znaqeniØ v H_N ). My rassmatrivaem sobstvennye qisla λ_1, λ_2, . . . , λ_N sluqaænoæ matricy X kak perestanovoqnye sluqaænye veliqiny, sovmestnoe raspredelenie P^X_N kotoryh ØvlØetsØ veroØtnostnoæ meroæ na R^N, invariantnoæ otnositel~no vseh perestanovok koordinatnyh oseæ. DlØ

1Rabota qastiqno podderßivalas~ SFB 701 Spektrale Strukturen und Topol-

ogische Methoden in der Mathematik (Bilefel~dskiæ universitet).

2Rabota qastiqno podderßivalas~ grantami RFFI 04-01-04000, RFFI- NNIO 05-01-00911 i NX 4222.2006.1.

3Rabota podderßivalas~ doktorantskoæ programmoæ Identification in

Mathematical Models (Institut dinamiki i samoorganizacii im. Maksa

Planka, Gœttingen). 68

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 69 l¸bogo n, 1 6 n 6 N, oboznaqim qerez P^X_{n,N} proekci¸ mery P^X_N v

R^n, inducirovannu¸ ortogonal~noæ proekcieæ prostranstva R^N

na ego podproostranstvo, natØnutoe na kakie-to n koordinatnyh oseæ R^N. VeroØtnostnaØ mera P^X_{n,N} na R^n takße invariantna otnositel~no perestanovok koordinatnyh oseæ i predstavlØet soboæ sovmestnoe raspredelenie n sobstvennyh qisel, proizvol~- nym obrazom vybrannyh iz vseh N sobstvennyh qisel matricy X. V qastnosti, mera P^X_{1,N} opisyvaet raspredelenie otdel~nogo sobstvennogo znaqeniØ. Po opredeleni¸, n-toqeqnaØ korrelØcionnaØ mera ρ^X_{n,N} sluqaænoæ matricy X – ffto nenormirovannaØ koneqnaØ mera, opredelennaØ sootnoxeniem ρ^X_{n,N} = N ! (N − n)! P^X_{n,N} . (1.2)

Esli mera ρ^X_{n,N} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega na R^n, to ee proizvodnaØ Radona–Nikodima R^X_{n,N} nazyvaetsØ

n-toqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcieæ sluqaænoæ matricy X. V

qastnosti, mera ρ^X_{1,N} imeet obwu¸ massu N . DlØ proizvol~nogo izmerimogo mnoßestva E ⊂ R^1 veliqina ρ^X_{1,N} (E) ravna oßidaemomu qislu sobstvennyh qisel, prinadleßawih E. Sootvetstvu- ¸waØ plotnost~ R^X_{n,N} , (esli ona suwestvuet) otnositel~no mery Lebega v R^1 nazyvaetsØ plotnost~¸ sobstvennyh qisel ili plotnost~¸ sostoØniæ (inogda ffti nazvaniØ primenØ¸tsØ k normirovannoæ plotnosti sobstvennyh qisel, integral kotoroæ po vseæ prØmoæ raven 1).

Pust~ teper~ X_N – sluqaænaØ N ×N matrica s raspredeleniem iz GUE. Klassiqeskiæ rezul~tat dlØ GUE (spravedlivyæ takße dlØ mnogih drugih ansambleæ) glasit, qto dlØ Y_N =^1√_N X_N verno sootnoxenie

P^YN_{1,N} →_{N→∞} W, (1.3)

gde shodimost~ mer slabaØ, a W – standartnaØ mera Vignera na

[−2, 2], opredelemaØ plotnost~¸

w(x) = (2π)^{−1} √ (4 − x^2)_+, x ∈ R. (1.4)

V terminah korrelØcionnyh mer moßno napisat~ ffkvivalentnoe sootnoxenie 1 N ρ^YN_{1,N} →_{N→∞} W. (1.5)

70 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA DlØ n-toqeqnyh korrelØcionnyh mer imeet mesto analogiqnoe sootnoxenie 1 N^n ρ^YN_{n,N} →_{N→∞} W × · · · × W n raz

, (1.6)

oznaqa¸wee, qto sobstvennye qisla stanovØtsØ nezavisimymi v predele. Odnako issledovanie pri n > 2 bolee tonkoæ asimptotiki okolo proizvol~noæ toqki diagonali kuba (−2, 2)^n pokazyvaet, qto zdes~ zavisimost~ prinimaet v predele svoeobraznu¸ formu, izvestnu¸ kak determinantnyæ toqeqnyæ process [8]. Zametim, qto dlØ korrelØcionnoæ funkcii sluqaænoæ matricy s GUE-raspredeleniem izvestna toqnaØ formula determinantnogo tipa, spravedlivaØ pri l¸bom n 6 N. �ta formula vmeste s klassiqeskimi rezul~tatami ob asimptotiqeskih svoæstvah funkciæ �rmita daet vozmoßnost~ opredelit~ predel~noe povedenie n-toqeqnoæ korrelØcionnoæ funkcii v sootvetstvu¸wim obrazom sßima¸weæsØ okrestnosti toqki vida

(u, . . . , u) ∈ (−2, 2)^n. Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat o povede-

nii R^YN_{n,N} ([5, 4]): dlØ vseh t_1, . . . , t_n ∈ R^1 lim N→∞ 1 (N w(u))^n R^YN_{n,N} ( u + t_1 N w(u) , . . . , u + t_n N w(u) )

= det ( sin π(t_i − t_j) π(t_i − t_j ) )_n i.j=1 . Otmetim, qto pravaØ qast~ poslednego ravenstva predstavlØet soboæ primer korrelØcionnoæ funkcii determinantnogo (ili fermionnogo) toqeqnogo processa [8], opredelennogo v dannom special~nom sluqae sinus-Ødrom (t_1, t_2) → (sin π(t_1 − t_2))/(π(t_1 −

t_2)). V nastoweæ rabote my issleduem odin nedeterminantyæ an-

sambl~ sluqaænyh ffrmitovyh matric. Pust~

S^r_N = {A ∈ H_N : tr A^2 = r^2} (1.8)

– sfera radiusa r > 0 s centrom v 0 v H_N . Na sfere S^r_N suwestvuet edinstvennaØ veroØtnostnaØ mera ν^r_N , invariantnaØ otnositel~no vseh ortogonal~nyh lineænyh preobrazovaniæ prostranstva H_N . Budem nazyvat~ fftu meru ansamblem s fiksirovannoæ normoæ Gil~berta–Xmidta (ona takße izvestna kak ansambl~ s fiksirovannym sledom). Soglasno horoxo izvestnomu rezul~- tatu [7, 5], dlØ sluqaænoæ matricy (Z_N )_{(N}¿_{1)}, raspredelennoæ v

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 71 sootvetstvii s ν^{√N}_N , spravedlivo sootnoxenie 1 N ρ^ZN_{1,N} →_{N→∞} W. (1.9)

My pokaßem, qto pri u = 0 korrelØcionnye funkcii R^ZN_{n,N} ime- ¸t tot ße determinantnyæ predel, poroßdaemyæ Ødrom (t_i, t_j) →

sin π(t_i − t_j )/π(t_i − t_j), qto i korrelØcionnye funkcii GUE. �tot

rezul~tat moßno rassmatrivat~ kak primer fenomena koncentracii mery (blizkie ØvleniØ izvestny fizikam [5] kak ffkvivalentnost~ razliqnyh tipov kanoniqeskih ansambleæ Gibbsa). Odnako, qtoby vyvesti (1.7) dlØ proizvol~noæ toqki u ∈ (−2, 2) iz soobraßeniæ koncentracii, nußno ih suwestvenno utoqnit~, pridav im lokal~nu¸ formu i dokazav rezul~tat tipa tauberovoæ teoremy. Pri fftom prihoditsØ ispol~zovat~ svedeniØ ob asimptotiqeskom povedenii vosproizvodØwih Øder, svØzannyh s funkciØmi �rmita, v razliqnyh oblastØh kompleksnoæ ploskosti. Takoe dokazatel~stvo ØvlØetsØ predmetom raboty [3] dvuh pervyh avtorov nastoØweæ zametki (sm. takße [2], gde blizkaØ shema primenena dlØ dokazatel~stva, osuwestvlennogo na fiziqeskom urovne strogosti). Dovol~no l¸bopytno, qto metod, ispol~zovannyæ v [3], primenim ko vsem u ∈ (−2, 2), krome nulØ, v to vremØ kak pri u = 0 primenim gorazdo bolee fflementarnyæ metod (da¸wiæ bolee slaboe zakl¸qenie, obsußdaemoe niße). Imenno fftot fflementarnyæ sluqaæ i ØvlØetsØ predmetom dannoæ raboty.

Asimptotiqeskoe povedenie v stØgiva¸wihsØ okrestnostØh nulØ, opredelØemoe sinus-Ødrom, my ustanavlivaem v nastoØweæ zametke, kombiniruØ ide¸ koncentracii v forme horoxo izvestnyh ocenok dlØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ s primeneniem masxtabnyh preobrazovaniæ. Zametim, qto my imeem zdes~ delo s posledovatel~nost~¸ koneqnyh mer, obwaØ massa kotoryh stremitsØ k beskoneqnosti. �ti mery shodØtsØ k lokal~no koneqnoæ mere na R^n. V rabote [3] dlØ vseh u ∈ (−2, 2), u ≠ 0, dokazyvaetsØ ravnomernaØ shodimost~ plotnosteæ takih mer na kompaktnyh podmnoßestvah R^n. V nastoØweæ rabote my imeem delo so znaqitel~no bolee slaboæ topologieæ, bazis kotoroæ opredelØetsØ integralami ot nepreryvnyh funkciæ s kompaktnymi nositelØmi. My predpolagaem, qto i v okrestnosti nulØ imeet mesto ravnomernaØ shodimost~ plotnosteæ, a zatrudneniØ v

72 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA ustanovlenii fftogo fakta svØzany s primenØemymi metodami. V to ße vremØ v literature ime¸tsØ rezul~taty, ukazyva¸wie na to, qto imenno okolo nulØ spektr bolee dostupen dlØ izuqeniØ. Ots¸da Øsno, qto problema trebuet dal~neæxego issledovaniØ.

Itak, my dokazyvaem v nastoØweæ rabote sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Pust~ ρ^{ν,√N}_{n,N} – n-toqeqnaØ korrelØcionnaØ mera sob-

stvennyh qisel sluqaænoæ matricy, ravnomerno raspredelennoæ na sfere S^{√N}_N . Togda dlØ proizvol~noæ opredelennoæ na R^n nepreryvnoæ funkcii f s kompaktnym nositelem my imeem lim N→∞ ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

= ∫ Rn^{f(t1, . . . , tn) det} ( sin π(t_i − t_j) π(t_i − t_j) )_n i,j=1 dt_1 · · · dt_n. Zameqanie 1. Sootnoxenie (1.10) ØvlØetsØ specializacieæ dlØ

sluqaØ u = 0 bolee obwego sootnoxeniØ lim N→∞ ∫ Rn^{f(N w(u)(t1 − u), . . . , N w(u)(tn − u))ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

= ∫ Rn^{f(t1, . . . , tn) det} ( sin π(t_i − t_j ) π(t_i − t_j ) )_n i.j=1 dt_1 · · · dt_n, kotoroe imeet mesto dlØ vseh u ∈ (−2, 2). �to poslednee zakl¸qenie sleduet iz rezul~tatov, soderßawihsØ v nastoØweæ rabote i v [3]. DlØ soverxenno inogo klassa nedeterminantnyh matriqnyh ansambleæ podobnyæ rezul~tat ustanovlen v [4].

Zameqanie 2. Otmetim, qto korrelØcionnaØ mera ρ^{ν,√N}_{n,N} abso-

l¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega, esli n < N (ffto sleduet iz Øvnoæ formuly dlØ ρ^{ν,√N}_{n,N} : sm., naprimer, [1]). Obozna-

qim qerez R^{ν,√N}_{n,N} sootvetstvu¸wu¸ korrelØcionnu¸ funkci¸.

Sootnoxenie (1.10) moßet byt~ perepisano v terminah R^{ν,√N}_{n,N}

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 73 i posle zameny peremennyh integrirovaniØ prinimaet sledu¸- wu¸ formu: ( π/N )_n ∫ Rn^{f(t1, . . . , tn)Rν,} √ N n,N ( πt_1/N, . . . , πt_n/N ) dt_1, · · · dt_n

→_{N→∞} ∫ Rn^{f(t1, . . . , tn) det} ( sin π(t_i − t_j ) π(t_i − t_j ) )_n i.j=1 dt_1 · · · dt_n.

2. Dokazatel~stva

Pust~ X_N oboznaqet, kak i vyxe, sluqaænu¸ matricu so standartnym gaussovskim veroØtnostnym raspredeleniem μ_N (GUE) na H_N . Poloßim T_N = trX^2_N i oboznaqim qerez α_N (·) plotnost~ raspredeleniØ veliqiny T_N . StandartnaØ gaussovskaØ mera μ_N na H_N dopuskaet integral~noe predstavlenie

μ_N = ∞∫ 0 ν √ s N α_N (s)ds, (2.1) gde dlØ l¸bogo r > 0 ν^r_N ffto (edinstvennaØ) ortogonal~no invariantnaØ veroØtnostnaØ mera na sfere S^r_n, a α_N (·) – plotnost~, opredelennaØ vyxe. SluqaænaØ veliqina T_N moßet byt~ predstavlena kak summa N^2 nezavisimyh standartnyh gaussovskih sluqaænyh veliqin. Takim obrazom, T_N imeet izvestnoe

χ^2_k−raspredelenie s k = N^2. Zametim, qto

ET_N = N^2, DT^2_N = E(T_N − ET_N )^2 = 3N^2.

Lemma 1. Pust~ ξ – standartnaØ gaussovskaØ sluqaænaØ veliqina,

q ∈ [0, 1) – vewestvennoe qislo. Togda dlØ l¸bogo vewestvennogo t ∈ [−q/2, q/2] E exp (t(ξ^2 − 1)) 6 exp ( 1 2 2 1 − q t^2 ) . (2.2)

Dokazatel~stvo. Netrudno videt~, qto dlØ l¸bogo vewestven-

nogo t < 1/2

E exp (tξ^2) = 1 √ 1 − 2t . (2.3)

74 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA Imeem

log E exp (t(ξ^2 − 1)) = −t − 1 2 log(1 − 2t). (2.4)

PredpolagaØ, qto t ∈ [0, q/2], poluqaem d dt ( −t − 1 2 log(1 − 2t) ) = −1 − −2 2(1 − 2t) = 2t 1 − 2t 6 2t 1 − q , otkuda pri t ∈ [0, q/2] vytekaet ocenka −t − 1 2 log(1 − 2t) 6 t^2 1 − q . KombiniruØ ffto neravenstvo s (2.4), my zakl¸qaem, qto

E exp (t(ξ^2 − 1)) 6 exp ( 1 2 2 1 − q t^2 ) (2.5)

dlØ t ∈ [0, q/2].

Analogiqno, rassmatrivaØ t = −u dlØ u ∈ [−q/2, 0], poluqaem

log E exp (u(ξ^2 − 1)) = log E exp (t(1 − ξ^2)) = t − 1 2 log(1 + 2t) 6 t^2 < t^2 1 − q , qto zaverxaet dokazatel~stvo. �

V dal~neæxem nam potrebuetsØ odin rezul~tat V. V. Petrova (qast~ Teoremy 15 glavy 5 v [6]), usiliva¸wiæ neravenstvo S. N. Bernxteæna.

Lemma 2. Pust~ dlØ nezavisimyh sluqaænyh veliqin η1, . . . , ηm

suwestvu¸t takie poloßitel~nye konstanty g_1, . . . , g_m, T , qto

E exp t(η_k) 6 exp ( 1 2 g_kt^2 ) (k = 1, . . . , m) dlØ 0 6 t 6 T. Poloßim S =^m ∑ k=1 η_k i G =^m ∑ k=1 g_k. Togda

P (S > x) 6 exp (−x^2/(2G))

pri 0 6 x 6 GT.

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 75

Lemma 3. DlØ l¸bogo y > 0 verno neravenstvo P (| T_N^{1/2}/N − 1 | > y ) 6 2 exp^(−^{N 2y2}_{4(1 + y)}^). (2.6)

Dokazatel~stvo. Pust~ q ∈ [0, 1) – qislo, znaqenie kotorogo bu-

det opredeleno pozße. Primenim Lemmu 2 k naboru sluqaænyh veliqin (η_k = ξ^2_k −1)_{k=1,... ,N}2 , gde (ξ_k)_{k=1,... ,N}2 – nezavisimye standartnye gaussovskie sluqaænye veliqiny. DlØ fftogo poloßim

m = N^2, S = T_N i T = q/2. Pust~ y ∈ [0, q/(1 − q)] – vewestven-

noe qislo. Po Lemme 1 my moßem poloßit~ g_k = 2/(1 − q) pri

k = 1, . . . , N^2. Togda G = 2N^2/(1 − q). Nakonec, poloßim x = N^2y

i zametim, qto

x 6 N^2q/(1 − q) = (2N^2/(1 − q))(q/2) = GT.

Teper~ po Lemme 2 poluqim

P (T_N − N^2 > N^2y) 6 exp(−N^2y^2(1 − q)/4) i P (T_N − N^2 < −N^2y) 6 exp (−N^2y^2(1 − q)/4).

Takim obrazom, my ustanovili sledu¸wee neravenstvo P (| | T^N N^2 − 1 | | > y )

6 2 exp (−N^2y^2(1 − q)/4). (2.7)

Dalee, vybiraØ v (2.7) q = y/(1 + y), my vidim, qto P (| T_N /N^2 − 1 | > y ) 6 2 exp^(−^{N 2y2}_{4(1 + y)}^) ili P ({ T_N^{1/2}/N < √ (1 − y)_+ } ∪ { T_N^{1/2}/N > √ 1 + y })

6 2 exp^(−^{N 2y2}_{4(1 + y)}^).

Utverßdenie Lemmy vytekaet teper~ iz sootnoxeniæ P (| T_N^{1/2}/N − 1 | > y ) = P ({ T_N^{1/2}/N < (1 − y)_+ } ∪ { T_N^{1/2}/N > 1 + y })

76 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA

6 P^{({}TN^{1/2}/N <^√(1 − y)+^} ∪^{TN^{1/2}/N >^√1 + y^{})}. �

Dokazatel~stvo teoremy. Dokaßem utverßdenie (1.10). Napo-

mnim, qto μ_N – ffto raspredelenie sluqaænoæ N × N -matricy

X_N iz GUE. Dalee, pust~ X^σ_N = σX_N – kratnoe X_N i pust~ μ^σ_N –

sootvetstvu¸wee raspredelenie (tak qto X_N = X^1_N i μ_n = μ^1_N ). Oboznaqim qerez ρ^{μ,σ}_{n,N} i ρ^{ν,r}_{n,N} korrelØcionnye mery raspredeleniæ sobstvennyh qisel, sootvetstvu¸wih meram μ^σ_N i ν^r_N na H_N .

SluqaænaØ matrica X^{1/√N}_N raspredelena v sootvetstvii s meroæ μ^{1/} √ N N , kotoraØ dezintegriruetsØ v vide μ^{1/} √ N N = Eν √_T N /N N . (2.8)

Sootnoxenie (2.8) vleqet analogiqnoe sotnoxenie dlØ korrelØcionnyh mer ρ^{μ,1/} √ N n,N = Eρ^{ν,} √_T N /N n,N . (2.9) Pust~ f – nepreryvnaØ vewestvennaØ funkciØ na R^n s kompaktnym nositelem, soderßawimsØ v xare B_R radiusa R s centrom v 0, i pust~ M = sup_{x∈}Rn |f(x)|. Zafiksiruem ϵ > 0. Poskol~ku

funkciØ f ravnomerno nepreryvna, naædetsØ takoe δ^′ > 0, qto

|f(x) − f(y)| 6 ϵ pri |x − y| < δ^′ (zdes~ | · | oboznaqaet evkli-

dovu normu). Poloßim δ = min(δ^′/(3R), 1/2) i pust~ χ^{(1)}_{δ,N} i χ^{(2)}_{δ,N}

– indikatory sobytiæ {| √ T_N /N − 1| > δ} i {| √ T_N /N − 1| 6 δ}, sootvetstvenno. UqityvaØ, qto ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρμ,1/} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

= E ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n), my moßem napisat~ ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρμ,1/} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

= I^f_{1,N} (δ) + I^f_{2,N} (δ), (2.10)

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 77 gde I^f_{1,N} (δ) = E ∫ Rn^{χ(1)δ,N f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n) (2.11) i I^f_{2,N} (δ) = E ∫ Rn^{χ(2)δ,N f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n). (2.12)

S uqetom Lemmy 3 dlØ integrala I^f_{1,N} (δ) spravedliva ocenka

I^f_{1,N} (δ) 6 M N ! (N − n)! P {| √ T_N /N − 1| > δ}

6 2M^{N !}_{(N − n)!} exp^(−^{N 2δ2}_{4(1 + δ)}^),

otkuda

I^f_{1,N} (δ) →_{N→∞} 0. (2.13)

Iz sootnoxeniæ (2.10), (2.13) i izvestnogo rezul~tata dlØ GUE (soderßawegosØ, naprimer, v [4]) sleduet, qto I^f_{2,N} (δ) →_{N→∞} ∫ Rn^{f(t1, . . . , tn) det} ( sin π(t_i − t_j) π(t_i − t_j) )_n i.j=1 dt_1 · · · dt_n. (2.14) S drugoæ storony,

I^f_{2,N} (δ) = E ∫ Rn^{χ(2)δ,N f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

= P {| √ T_N /N − 1| 6 δ} ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

+E (∫ Rn^{χ(2)δ,N f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

−χ^{(2)}_{δ,N} ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n) ) ,

78 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA gde P (| √ T_N /N − 1| 6 δ) →_{n→∞} 1 po Lemme 3. SravnivaØ polu-

qennye vyraßeniØ s (2.14), my vidim, qto zakl¸qenie Teoremy spravedlivo, esli imeet mesto sootnooxenie

lim_{δ→0}lim sup N→∞ | |E (∫ Rn^{χ(2)δ,N f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

−χ^{(2)}_{δ,N} ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n) )| | = 0. DlØ proverki fftogo sootnoxeniØ (i, sledovatel~no, dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva Teoremy) nam ponadobitsØ ewe odna lemma. Napomnim, qto B_R – ffto xar v R^n radiusa R s centrom v nule.

Lemma 4. DlØ l¸bogo R > 0 posledovatel~nost~ (ρ^{ν,} √ N n,N (B_{R/N} ))_{N=1.2,...} ograniqena.

Dokazatel~stvo. Pust~ δ ∈ (0, 1) – vewestvennoe qislo i pust~

γ – gladkaØ ubyva¸waØ funkciØ na [0, ∞), takaØ qto γ(v) = 1 pri

v ∈ [0, R) i γ(v) = 0 pri v > (1 + δ)R. Poloßim φ(x) = γ(|x|) dlØ x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n. Iz (2.14) i opredeleniØ I^f_{2,N} (δ) sleduet, qto

dlØ l¸byh δ ∈ (0, 1) i k > 0

lim sup N→∞ E ∫ Rn^{χ(2)δ,N φ(kN t1, . . . , kN tn)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n) < ∞ (2.16) Teper~, ispol~zuØ tot fakt, qto funkciØ α → φ(αx_1, . . ., αx_n) ubyvaet dlØ l¸bogo α > 0, my poluqaem, qto ρ^{ν,} √ N n,N (B_{R/N} ) 6 ∫ RN^{φ(N t1, . . . , N tn)ρν,} √ N n,N (dt_1, × · · · × dt_n)

6^E

∫ Rn^{χ(2)δ,N φ( √TNN(1+δ) N t1, . . . , √TNN(1+δ) N tn)ρν,√Nn,N (dt1 × · · · × dtn)} P ({|^{√T}N_N − 1| 6 δ})

SLUQA`NYE MATRICY S FIKSIROVANNYM SLEDOM 79 = E ∫Rn^{χ(2)}δ,N^{φ(N t}1^{/(1 + δ), . . . , N t}n^{/(1 + δ))ρν,√TN /N}n,N^{(dt}1^{× · · · × dt}n^) P ({| √ T_N /N − 1| 6 δ}) . Qislitel~ posledneæ drobi ograniqen po (2.16), togda kak po Lemme 3 znamenatel~ stremitsØ k 1. �

Prodolßim dokazatel~stvo Teoremy. UqityvaØ, qto f nepreryvna i imeet kompaktnyæ nositel~, soderßawiæsØ v B_R, poluqaem, qto dlØ l¸bogo α ∈ [1 − δ, 1 + δ] i x ∈ R^n vypolneno |f(αN x) − f(N x)| 6 ϵ. (2.17) Deæstvitel~no, obe funkcii f(N ·), f(αN ·) obrawa¸tsØ v nul~ vne xara B_{(1−δ)}�1_{R/N} . S drugoæ storony, esli vypolneno hotØ by odno iz sootnoxeniæ f(x) ≠ 0 i f(αx) ≠ 0, to |x| 6 (1+δ)(1−δ)^{−1}R. V pervom sluqae f(αx) = f(x) = 0, v to vremØ kak vo vtorom sluqae |αx − x| = |1 − α||x| 6 δ(1 + δ)(1 − δ)^{−1}R 6 3δR < δ^′. V itoge my imeem | |E (∫ Rn^{χ(2)δ,N f(N t1/π, . . ., N tn/π)ρν,} √_T N /N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

−χ^{(2)}_{δ,N} ∫ Rn^{f(N t1/π, . . . , N tn/π)ρν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n) )| | (2.19)

6^∫

Rn^{Eχ(2)δ,N |f((√TN /N )N t1/π, . . . , (√TN /N )N tn/π)} −f(N t_1/π, . . . , N t_n/π) | ρ^{ν,} √ N n,N (dt_1 × · · · × dt_n)

6 ϵρ^{ν,√N}_{n,N} (B_{(1−δ)}�1_{R/N} ) 6 ϵ ρ^{ν,√N}_{n,N} (B2R/N ).

V silu Lemmy 4, fftim ustanavleno (2.15), qto i zaverxaet dokazatel~stvo. �

Literatura 1. G. Akemann, G. M. Cicuta, L. Molinari, and G. Vernizzi, Compact support prob-

ability distributions in random matrix theory. — Phys. Rev. E (3) 59, No. 2, part A (1999), 489–1497.

2. G. Akemann and G. Vernizzi, Macroscopic and microscopic (non-)universality of

compact support random matrix theory. — Nuclear Phys. B 583, No. 3 (2000), 739–757.

80 F. G´TCE, M. I. GORDIN, A. LEVINA 3. F. Götze and M. Gordin, Limit correlation functions for Hilbert-Schmidt random

matrix ensembles. — University of Bielefeld. SFB 701. Preprint 06-042 (2006).

4. K. Johansson K. Universality of the local spacing distribution in certain ensembles

of Hermitian Wigner matrices. — Comm. Math. Phys. 215, No. 3 (2001), 683–705.

5. M. L. Mehta, Random matrices. Academic Press Inc., Boston, MA (1991). 6. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972). 7. N. Rosenzweig, Statistical mechanics of equally likely quantum systems. In: Statis-

tical physics (Brandeis Summer Institute, 1962, Vol. 3), 91–158, W. A. Benjamin, N. Y.(1963).

8. A. B. Soxnikov, Determinantnye toqeqnye sluqaænye polØ. — Uspehi mat. nauk 55, No. 5(335) (2000), 107–160.

9. C. A. Tracy and H. Widom, Correlation functions, cluster functions, and spacing

distributions for random matrices. — J. Statist. Phys. 92 No. 5–6 (1998), 809–835.

Götze F., Gordin M. I., Levina A. Limit correlation functions at zero for fixed trace random matrix ensembles.

The large-N limit of the eigenvalue correlation functions is examined in a neighborhood of zero for the spectra of N × N −Hermitian matrices chosen at random from the Hilbert-Schmidt sphere of appropriate radius. Dyson’s famous sin π(t_1 − t_2)/π(t_1 − t_2)-kernel asymptotics is extended to this class of random matrix ensembles.

Postupilo 29 marta 2007 g.

Fakultät für Mathematik Universität Bielefeld Germany E-mail: goetze@mathematik.uni-bielefeld.de

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: gordin@pdmi.ras.ru

Max Planck Insitut für Dynamik und Selbstorganisation Göttingen, Germany E-mail: anna@chaos.gwdg.de