Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

V. V. Vysockiæ PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO SLUQA`NOGO BLUȷDANI˚ I QASTIQNYE SUMMY POR˚DKOVYH STATISTIK

1. Vvedenie

Rassmotrim sluqaænoe blußdanie S_i s poloßitel~nymi priraweniØmi. Veliqinu ∑_k i=1 S_i nazovem ego k-xagovoæ plowad~¸.

My izuqaem k-xagovye plowadi ffksponencial~nogo blußdaniØ S_i, to est~ sluqaænogo blußdaniØ so standartnymi ffksponencial~nymi priraweniØmi.

DlØ normirovki estestvenno kaßdu¸ iz k-xagovyh plowadeæ razdelit~ na ee oßidanie E ∑_k i=1 S_i =^{k(k+1)}_2 . Rassmotrim veliqinu inf_{k⩾1}^2_{k(k+1)} ∑_k i=1 S_i, izuqeni¸ kotoroæ i posvØwena dannaØ

rabota. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ nahoßdenie veroØtnosteæ G(t) := P { inf_{k⩾1} 2 k(k + 1) k∑ i=1 S_i > t } . Pravu¸ qast~ moßno perepisat~ v bolee priØtnom vide G(t) = P { inf_{k⩾1} k∑ i=1 ( S_i − it ) > 0^},

v kotorom ona stanovitsØ pohoßa na veroØtnost~ razoreniØ.

FunkciØ G(t) voznikaet pri izuqenii tak nazyvaemoæ modeli slipa¸wihsØ qastic. Dadim kratkoe opisanie fftoæ modeli. My rassmatrivaem sistemu iz n odinakovyh qastic, s vesom n^{−1} kaßdaØ. V naqal~nyæ moment nepodvißnye qasticy sluqaæno razbrosany po prØmoæ. Zatem oni naqina¸t dvigat~sØ pod deæstviem sil vzaimnogo pritØßeniØ. Pri stolknoveniØh qasticy slipa¸tsØ, obrazuØ novu¸ qasticu – “klaster”, harakteristiki kotorogo opredelØ¸tsØ zakonami sohraneniØ massy i impul~sa.

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-4222.2006.1. 48

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 49 Meßdu stolknoveniØmi qasticy dvißutsØ v sootvetstvii s zakonami klassiqeskoæ mehaniki.

My predpolagaem, qto sila pritØßeniØ ne zavisit ot rassto- ØniØ i ravnØetsØ proizvedeni¸ mass, qto estestvenno dlØ vseh odnomernyh modeleæ. Takim obrazom, uskorenie kaßdoæ qasticy ravno raznosti summarnyh mass qastic, nahodØwihsØ sprava i sleva ot ukazannoæ qasticy.

Suwestvu¸t dve estestvennye i qasto ispol~zuemye modeli sluqaænyh naqal~nyh poloßeniæ. V ravnomernoæ modeli n qastic ravnomerno i nezavisimo raspolaga¸tsØ na otrezke [0, 1]. V puassonovskoæ modeli qasticy nahodØtsØ v toqkah pervyh n skaqkov puassonovskogo processa intensivnosti n (to est~ standartnogo puassonovskogo processa, umnoßennogo na n^{−1}).

Bolee podrobno o sistemah slipa¸wihsØ qastic moßno uznat~ iz rabot [1, 3, 4] i [5].

UslovimsØ termin “qastica” upotreblØt~ tol~ko po otnoxeni¸ k ishodnym qasticam, a “klasterom” budem nazyvat~ ne tol~ko produkt stolknoveniØ, no takße i l¸bu¸ ishodnu¸ qasticu, ne ispytavxu¸ stolknoveniæ. Takim obrazom, v l¸boæ moment vremeni t > 0 rassmatrivaemaØ sistema sostoit iz klasterov, a kaßdyæ klaster soderßit odnu ili bolee qasticu. S hodom vremeni klastery slipa¸tsØ drug s drugom, razmer klasterov uveliqivaetsØ, a qislo ih umen~xaetsØ. Zatem nastupaet moment, kogda vse klastery slipa¸tsØ v odin bol~xoæ klaster, soderßawiæ vse (ishodnye) qasticy.

Oboznaqim K_n(t) qislo klasterov v moment vremeni t v sisteme iz n qastic. Kak my uße ob¨Øsnili, ffto sluqaænaØ stupenqataØ funkciØ, ubyva¸waØ (po t) ot svoego naqal~nogo znaqeniØ n do 1. Zadaqeæ, kotoraØ i privodit k rassmotreni¸ funkcii G(t), ØvlØetsØ nahoßdenie asimptotiki K_n(t) pri n → ∞. �tot vopros byl vpervye izuqen v rabote [1], v kotoroæ avtor dokazal sledu¸wee utverßdenie. V ravnomernoæ i puassonovskoæ modelØh naqal~nyh poloßeniæ, dlØ l¸bogo t > 0 vypolnØetsØ K_n(t) n D−→ K(t), n → ∞, gde K(t) – ffto nesluqaænaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ K(t) = e^{t2} ( G(t^2)

)_2 . OsnovyvaØs~ na komp~¸ternom modelirovanii, avtor predpoloßil, qto K(t) = 1 − t^2 pri 0 6 t 6 1.

50 V. V. VYSOCKI`

Formula G(t) = P { inf_{k⩾1} k∑ i=1 ( S_i − it ) > 0^} =^√1 − t e^{−t/2}, 0 6 t 6 1, (1)

ØvlØ¸waØsØ osnovnym rezul~tatom dannoæ stat~i, ubeßdaet nas v spravedlivosti vyskazannogo predpoloßeniØ. Izuqenie fftogo voprosa bylo vyzvano ne tol~ko ßelaniem dokazat~ zagadoqnu¸ formulu (1), no i neobhodimost~¸ proverit~ razliqnye svoæstva K(t), ponadobivxiesØ avtoru pri dal~neæxem izuqenii K_n(t). Novye rezul~taty o qisle klasterov budut vskore opublikovany.

Zametim, qto v silu horoxo izvestnogo sootnoxeniØ meßdu ffksponencial~nym sluqaænym blußdaniem i porØdkovymi statistikami, G(t) predstavimo v vide

G(t) = lim_{n→∞} P { min 1⩽k⩽n 2n k(k + 1) k∑ i=1 U_{i,n} > t } , gde U_{i,n} oznaqa¸t porØdkovye statistiki n nezavisimyh ravnomerno raspredelennyh na [0, 1] sluqaænyh veliqin. Strogo ffto utverßdenie budet dokazano v konce §4. Takim obrazom, funkciØ G(t) tesno svØzana s qastiqnymi summami porØdkovyh statistik.

Naxe dokazatel~stvo formuly (1) ustroeno sledu¸wim obrazom. V §2 i §3 my izuqim svoæstva funkciæ

G_n(t) := P { min 1⩽k⩽n 2 k(k + 1) k∑ i=1 S_i > t } , shodØwihsØ k G(t). My dokaßem, qto G_n(t) nepreryvno differenciruemy, a G^′_n(t) ravnomerno shodØtsØ. Sledovatel~no, G(t) toße nepreryvno differenciruema. Krome togo, my poluqim obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ G(t), no pravaØ qast~ fftogo uravneniØ budet predstavlena v vide summy rØda s neizvestnymi kofffficientami. V §4 my naædem ffti kofffficienty, rexim differencial~noe uravnenie i poluqim (1).

2. “Qastiqnye plotnosti” i nepreryvnost~ G(t)

DlØ zapisi mnogomernyh veliqin budem ispol~zovat~ ßir-

nyæ xrift. Razmernost~ fftih veliqin ukazyvaetsØ pri pomo-

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 51 wi indeksa (naprimer, x_n ∈ R^n), kotoryæ my budem po vozmoßnosti opuskat~. Koordinaty veliqiny x_n vsegda oboznaqa¸tsØ kak x_1, . . . , x_n. Nakonec, za 0 = 0_n i 1 = 1_n oboznaqim (0, . . ., 0)^⊤ ∈ R^n i (1, . . . , 1)^⊤ ∈ R^n sootvetstvenno.

Pust~ X_i – ffto priraweniØ ffksponencial~nogo sluqaænogo blußdaniØ S_i = X_1 + · · ·+ X_i, to est~ nezavisimye sluqaænye veliqiny, ime¸wie standartnoe ffksponencial~noe raspredelenie. Poskol~ku dlØ Y_k :=^2_{k(k+1)} ∑_k i=1 S_i imeem Y_k =^2_{k(k+1)} ∑_k i=1(k − i + 1)X_i, veliqiny Y_n = (Y_1, . . ., Y_n)^⊤ poluqa¸tsØ iz X_n = (X_1, . . . , X_n)^⊤ lineænym preobrazovaniem Y_n = A_nX_n, gde

A_n :=

1 0 0 . . . 0 2/3 1/3 0 . . . 0 3/6 2/6 1/6 . . . 0 . . . . . . ... 0 2n n(n+1) 2(n−1) n(n+1) 2(n−2) n(n+1) . . . 2 n(n+1) .

Matrica A_n nevyroßdena i imeet obratnu¸ matricu L_n := A^{−1}_n . A tak kak dlØ k > 3

X_k = S_k − S_{k−1} = (_k∑ i=1 S_i − k−1∑ i=1 S_i ) − (_{k−1}∑ i=1 S_i − k−2∑ i=1 S_i )

= k∑ i=1 S_i − 2 k−1∑ i=1 S_i + k−2∑ i=1 S_i = k(k + 1) 2 Y_k − (k − 1)k Y_{k−1} +

(k − 2)(k − 1) 2 Y_{k−2}, to, oboznaqaØ

l_k := k(k + 1) 2 , poluqaem

L_n =

1 0 0 0 . . . 0 0 0 −2 3 0 0 . . . 0 0 0 1 −6 6 0 . . . 0 0 0 0 3 −12 10 . . . 0 0 0 . . . . . . . . ... . . . . . . 0 0 0 0 . . . l_{n−2} 0 0 0 0 0 0 . . . −2l_{n−2} l_{n−1} 0 0 0 0 0 . . . l_{n−2} −2l_{n−1} l_n

.

52 V. V. VYSOCKI` U fftoæ matricy tri nenulevye diagonali, summa fflementov v kaßdoæ stroke ravna edinice, a summa fflementov v kaßdom stolbce, za iskl¸qeniem dvuh poslednih, ravna nul¸.

Tak kak LY_n = X_n > 0 (gde x > y oznaqaet pokoordinatnye neravenstva), raspredelenie Y_n = AX_n sosredotoqeno na n-mernom konuse {y = y_n : Ly > 0} ⊂ R^n_+. Pofftomu, oboznaqiv za p(y) = p_{Yn} (y) plotnost~ sluqaænogo vektora Y_n, nahodim

p_{Yn} (y) = | det A^{−1}|p_{Xn} (A^{−1}y) = n!(n + 1)!

2^n exp{−(Ly, 1)} I_{{Ly⩾0}}. Teper~, uqityvaØ qto summa fflementov vo vseh stolbcah L, krome dvuh poslednih, ravna nul¸, a summy fflementov v poslednem i predposlednem stolbcah ravny l_n =^{n(n+1)}_2 i −l_{n−1} = −^{(n−1)n}_2 sootvetstvenno, poluqaem

p(y_n) = n!(n + 1)!

2^n e^{− n(n+1)2 yn+ (n−1)n2 yn−1} · I_{{Ly⩾0}}. (2) Net niqego udivitel~nogo v tom, qto plotnost~ Y_n = (Y_1, . . ., Y_n)^⊤ zavisit tol~ko ot Y_{n−1} i Y_n. V samom dele, ved~^{n(n+1)}_2 Y_n − (n−1)n 2 Y_{n−1} = S_n, a plotnost~ nezavisimyh ffksponencial~no raspredelennyh veliqin X_n = (X_1, . . . , X_n)^⊤ zavisit tol~ko ot S_n.

Teper~ zapixem

G_n(t) = P { min 1⩽k⩽n Y_k > t } = n∑ k=1 P { min 1⩽i⩽n Y_i = Y_k, Y_k > t } , (3)

a dlØ 1 6 k 6 n opredelim

g^{(k)}_n (t) := ∫ {y=y_n:y⩾t1, y_k=t} p(y)dλ_{n−1}(y), (4)

gde λ_{n−1} oznaqaet meru Lebega na (n −1)-mernom mnoßestve { y = y_n : y > t1, y_k = t } . Po teoreme Lebega, dlØ p.v. t imeem

g^{(k)}_n (t) = −P { min 1⩽i⩽n Y_i = Y_k, Y_k > t }_′ , (5)

v kotorom pravaØ qast~ opredelena p.v. Sledovatel~no, G_n(t) differenciruemy p.v., i

G^′_n(t) = − n∑ k=1 g^{(k)}_n (t) (6)

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 53 dlØ p.v. t.

Veliqinu g^{(k)}n (t) nazovem k-oæ qastiqnoæ plotnost~¸ sluqaænoæ veliqiny min_{1⩽k⩽n} Y_k. V sledu¸wem paragrafe my pokaßem, qto qastiqnye plotnosti nepreryvny, iz qego vytekaet, qto (5) i (6) spravedlivy dlØ l¸bogo t, a G_n(t) differenciruemy.

Qtoby poluqit~ bolee udobnoe predstavlenie dlØ qastiqnyh plotnosteæ, proizvedem zamenu peremennyh y = t(z + 1) v (4). Ispol~zuØ (2), poluqaem

g^{(k)}_n (t) = n!(n + 1)!

2^n t^{n−1}e^{−nt} ∫ {z=z_n :Lz⩾−1, z⩾0, z_k=0} e^{− n(n+1)2 tzn+ (n−1)n2 tzn−1} dλ_{n−1}(z). (7)

Neravenstvo Ly > 0 preobrazovalos~ v Lz > −1, poskol~ku u matricy L summa fflementov v kaßdom rØdu ravna edinice.

Zaverxim paragraf sledu¸wim utverßdeniem.

Predloßenie 1. DlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1), Gn(t) shodØtsØ k G(t) rav-

nomerno na [0, 1 − ε]. Predel~naØ funkciØ G(t) nepreryvna na [0, 1).

Dokazatel~stvo. Tak kak

G_n(t) = P { min 1⩽k⩽n k∑ i=1 ( S_i − it ) > 0^},

imeem G_n(t) − G(t) = P { min 1⩽k⩽n k∑ i=1 (S_i − it) > 0, inf_{k>n} k∑ i=1 (S_i − it) < 0 }

< P { inf_{k>n} k∑ i=n+1 (S_i − it) < 0 }

< P { ∃ i > n : S_i − it < 0 } . Teper~ sup 0⩽t⩽1−ε | |G_n(t) − G(t) | | < sup 0⩽t⩽1−ε P { inf_{i>n} S_i i < t } = P { inf_{i>n} S_i i < 1 − ε } ,

54 V. V. VYSOCKI` pravaØ qast~ kotorogo stremitsØ k nul¸ po usilennomu zakonu bol~xih qisel.

Iz (4) i (6) vidno, qto G_n(t) (absol¸tno) nepreryvny, pofftomu i G(t) nepreryvna na [0, 1) kak ravnomernyæ predel nepreryvnyh. �

3. Svoæstva “qastiqnyh plotnosteæ” i differenciruemost~ G(t)

V fftom paragrafe my dokaßem neskol~ko vaßnyh svoæstv qastiqnyh plotnosteæ g^{(k)}n (t). Sperva sformuliruem vspomogatel~- nye lemmy 1, 2 i 3, a zatem dokaßem differenciruemost~ G(t) v predloßenii 2. Lemmy budut dokazany niße.

Lemma 1. DlØ l¸bogo n > 1,

g^{(1)}_{n+1}(t) = G_n(t)e^{−t}.

Lemma 2. DlØ l¸byh n > 2 i 1 6 k 6 n − 1,

g^{(k)}_n (t) = c_k ( te^{−t} )_{k−1} g^{(1)}_{n−k+1}(t),

gde {c_k}_{k⩾1} – nekotorye poloßitel~nye konstanty, udovletvorØ¸wie c_k = O (√ k e^k ) . Lemma 3. Funkcii g^{(n)}n (t) nepreryvny. DlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1), g^{(n)}n (t)

shodØtsØ k 0 ravnomerno na [0, 1 − ε].

Predloßenie 2. Funkcii Gn(t) nepreryvno differenciruemy.

DlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1), G^′_n(t) shodØtsØ k −G(t)e^{−t} ∑_∞ k=1 c_k ( te^{−t} )_{k−1} ravnomerno na [0, 1 − ε]. FunkciØ G(t) nepreryvno differenciruema na [0, 1) i G^′(t) = −G(t)e^{−t} ∞∑ k=1 c_k ( te^{−t} )_{k−1} , t ∈ [0, 1). Dokazatel~stvo predloßeniØ 2. S uqetom (3), (4) i (5), nepre-

ryvnaØ differenciruemost~ G_n(t) vytekaet iz nepreryvnosti qastiqnyh plotnosteæ. PoslednØØ qastiqnaØ plotnost~ g^{(n)}n (t) nepreryvna po lemme 3. Ispol~zuØ lemmy 1 i 2, poluqaem

g^{(k)}_n (t) = c_k ( te^{−t} )_{k−1} G_{n−k}(t)e^{−t}, 1 6 k 6 n − 1, (8)

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 55 v kotorom G_{n−k}(t) nepreryvny po predloßeni¸ 1, i pofftomu g^{(k)}_n (t) takße nepreryvny. Teper~ my znaem, qto (5) i (6) spravedlivy dlØ vseh t.

Dalee, ( te^{−t} )_′ = (1 − t)e^{−t} > 0 na [0, 1], i znaqit te^{−t} < 1 · e^{−1} = e^{−1} pri t ∈ [0, 1). SopostavlØØ poslednee neravenstvo s ocenkoæ rosta c_k iz lemmy 2, my vidim, qto ∑_∞ k=1 c_k ( te^{−t} )_{k−1} shoditsØ na [0, 1). RazumeetsØ, ffta shodimost~ ravnomerna na [0, 1 − ε].

Napomnim, qto 1 > G_n(t) ↘ G(t) > 0 dlØ l¸bogo t. Teper~ iz (6) (kotoroe vypolnØetsØ dlØ vseh t) i (8) poluqaem | | |−G(t)e^{−t} ∞∑ k=1 c_k ( te^{−t} )_{k−1} − G^′_n(t) | | | 6 e^{−t n−1∑}_{k=1} ck^(te^{−t)k−1(}Gn−k(t) − G(t)^) + e^{−t}G(t) ∞∑ k=n c_k ( te^{−t} )_{k−1} + g^{(n)}_n (t) 6^(Gn/2(t) − G(t)^{) n/2∑}_{k=1} ck^(te^{−t)k−1} +^{∞∑}_{k=n/2+1} ck^(te^{−t)k−1} + g^{(n)}_n (t). Poslednee stremitsØ k nul¸ ravnomerno po t ∈ [0, 1 − ε]: tret~e slagaemoe – po lemme 3, vtoroe ØvlØetsØ ostatkom ravnomerno shodØwegosØ rØda, a pervoe – po predloßeni¸ 1. �

Dokazatel~stvo lemmy 1. Veliqina Y1 = X1 imeet standartnoe

ffksponencial~noe raspredelenie, pofftomu

g^{(1)}_{n+1}(t) = −P { min 1⩽k⩽n+1 Y_k = Y_1, Y_1 > t }_′

= −P { min 2⩽k⩽n+1 Y_k > Y_1, Y_1 > t }_′

= − ∞∫ t E { min 2⩽k⩽n+1 Y_k > Y_1 | | |Y1 = s } dP { Y_1 < s } ′

= E { min 2⩽k⩽n+1 Y_k > Y_1 | |Y_1 = t} e_{−t}

56 V. V. VYSOCKI` dlØ p.v. t. Posle nesloßnyh preobrazovaniæ E { min 2⩽k⩽n+1 Y_k > Y_1 | | |Y1 = t }

= E { ∀ 2 6 k 6 n + 1,^2_{k(k + 1)} × ( kX_1 + ( k − 1 ) X_2 + · · · + X_k ) > X1^|X1 = t^} = E { ∀ 2 6 k 6 n + 1,^2_{k(k + 1)} × (( k − 1 ) X_2 + · · · + X_k ) >^(1 −^2_{k + 1}^)X1^|X1 = t^},

vospol~zuemsØ nezavisimost~¸ X_i i poluqim E { min 2⩽k⩽n+1 Y_k > Y_1 | | |Y1 = t }

= P { ∀ 2 6 k 6 n + 1,^2_{(k − 1)k}^{((}k − 1^)X2 + · · · + Xk^) > t^}.

PravaØ qast~ fftogo vyraßeniØ ravna G_n(t). Nakonec, poskol~ku G_n(t) nepreryvna (po predloßeni¸ 1), uslovnoe matematiqeskoe oßidanie takße nepreryvno, otkuda sleduet, qto vse privedennye rassußdeniØ spravedlivy dlØ vseh t. �

Dokazatel~stvo lemmy 2. Sluqaæ k = 1 trivialen, poloßim

c_1 := 1. Budem teper~ sqitat~, qto 2 6 k 6 n − 1.

Pust~ M – proizvol~naØ matrica razmera l × m. Qerez M^{{i1,...,ir ;j1,...,js}} (gde r 6 l, s 6 m i 1 6 i_1 < · · · < i_r 6 l, 1 6 j1 < · · · < js 6 m) oboznaqim matricu razmera (l − r)×(m − s),

kotoraØ poluqaetsØ iz M stiraniem strok i_1, . . . , i_r i stolbcov j_1, . . . , j_s. DlØ mnogomernyh veliqin my budem ispol~zovat~ analogiqnye oboznaqeniØ.

Rassmotrim mnoßestvo { y = y_n : Ly > −1, y > 0, y_k = 0 } , po kotoromu vedetsØ integrirovanie v formule (7). My pokaßem, qto pervye k − 1 koordinat i poslednie n − k koordinat l¸- bogo fflementa iz fftogo mnoßestva udovletvorØ¸t nezavisimym neravenstvam. Bolee toqno, dlØ l¸bogo 2 6 k 6 n − 1 { y = y_n : Ly > −1, y > 0, y_k = 0 } = { y = y_{k−1} : L^{?^{;k}}_k y > −1_{k−1}, y > 0_{k−1} } × { 0 } × { y = y_{n−k} : L^{{1,...,k+1;1,...,k}} n y > −1n−k, y > 0n−k^}. (9)

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 57 Zdes~ L^{?^{;k}}_k – ffto matrica razmera k × (k − 1), sostoØwaØ iz fflementov levogo verhnego “ugla” L_n, a L^{{1,...,k+1;1,...,k}} n – matrica razmera (n−k −1)×(n−k), kotoraØ sostoit iz fflementov pravogo nißnego “ugla” L_n.

DlØ l¸bogo y ∈ { y = y_n : Ly > −1, y > 0, y_k = 0 } , veliqina y^{{k}} udovletvorØet neravenstvam L^{?^{;k}}n y^{{k}} > −1_{n−1} i y^{{k}} > 0_{n−1}. No iz y^{{k}} > 0_{n−1} vytekaet, qto (k + 1)-e iz neravenstv L^{?^{;k}}n y^{{k}} > −1_{n−1}, to est~^{(k−1)k}_2 y_{k−1}+^{(k+1)(k+2)}_2 y_{k+1} > −1, vypolnØetsØ avtomatiqeski. Pofftomu, stiraØ v matrice L^{?^{;k}}n stroku k + 1, { L^{?^{;k}} n y^{{k}} > −1_{n−1}, y^{{k}} > 0_{n−1} } = { L^{{k+1;k}} n y^{{k}} > −1_{n−1}, y^{{k}} > 0_{n−1} } . U L_n tri nenulevye diagonali, ots¸da matrica L^{{k+1;k}} n = ( L^{?^{;k}} k 0 0 L^{{1,...,k+1;1,...,k}} n )

– bloqnaØ. Poslednee oznaqaet, qto ograniqeniØ na y_1, . . ., y_{k−1} i y_{k+1}, . . . , y_n nezavisimy, qto ravnosil~no (9).

Teper~, opredeliv P_m := { y = y_{m−1} : L^{?^{;m}}_m y > −1_{m−1}, y > 0_{m−1} } , m > 2

v_m := λ_{m−1}(P_m), c_m := 2^{−m}m!(m + 1)!v_m,

(10)

vospol~zuemsØ (9) i teoremoæ Fubini, qtoby perepisat~ (7) v bolee prostoæ forme. DlØ k = n − 1 my poluqim g^{(n−1)} n (t) = n!(n + 1)!

2^n t^{n−1}e^{−nt}v_{n−1} ∫ {y⩾0} e^{− n(n+1)2 ty}dλ_1(y), (11)

a dlØ 2 6 k 6 n − 2 poluqim

g^{(k)}_n (t) = n!(n + 1)!

2^n t^{n−1}e^{−nt}v_k × ∫ {_{y=yn−k :L{1,...,k+1;1,...,k}} n y⩾−1_{n−k}, y⩾0_{n−k} } e^{− n(n+1)2 tyn−k+ (n−1)n2 tyn−k−1} dλ_{n−k}(y). (12)

58 V. V. VYSOCKI`

V bolee prostom sluqae k = n − 1, prointegrirovav ravenstvo (11), naædem g^{(n−1)} n (t) = c_{n−1}t^{n−2}e^{−nt}. (13) No po lemme 1 g^{(1)}_2 (t) = e^{−2t}, i dokazatel~stvo zaverxeno.

V bolee sloßnom sluqae 2 6 k 6 n − 2 my vospol~zuemsØ (7) i zapixem

g^{(1)}_{n−k+1}(t) =

(n − k + 1)!(n − k + 2)! 2^{n−k+1} t^{n−k}e^{−(n−k+1)t} × ∫ {z=z_{n−k}+1 :Lz⩾−1, z⩾0, z_1=0} e^{− (n−k+1)(n−k+2)} 2 tz_{n−k}+1+ (^{n−k})(^{n−k}+1)2 tz_{n−k} dλ n−k(z). (14)

Pust~ z – proizvol~nyæ fflement mnoßestva, po kotoromu vedetsØ integrirovanie. Togda z^{{1}} udovletvorØet neravenstvam L^{?^{;1}} n−k+1z {1} > −1n−k i z^{{1}} > 0n−k. No pervoe iz neravenstv

L^{?^{;1}} n−k+1z {1} > −1n−k, to est~ 0 > −1, vypolnØetsØ vsegda, a vto-

roe, 3z_2 > −1, sleduet iz z^{{1}} > 0_{n−k}. Znaqit, { z = z_{n−k+1} : L_{n−k+1}z > −1, z > 0, z_1 = 0 } = { 0 } × { z = z_{n−k} : L^{{1,2;1}}_{n−k+1}z > −1_{n−k}, z > 0_{n−k} } , i preobrazovav integral v (14), my poluqaem

g^{(1)}_{n−k+1}(t) =

(n − k + 1)!(n − k + 2)! 2^{n−k+1} t^{n−k}e^{−(n−k+1)t} (15) × ∫ {z=z_{n−k} :L^{1^,2;1^} n−k+1 z⩾−1n^−k,z⩾0n^−k } e^{− (n−k+1)(n−k+2)} 2 tz_{n−k} + (^{n−k})(^{n−k}+1)2 tz_{n−k−}1 dλ n−k(z).

Sravnim teper~ (12) i (15). Koneqno, integraly v fftih formulah vyglØdØt gromozdko, no na samom dele oni poluqa¸tsØ drug iz druga pri pomowi oqen~ prostoæ zameny peremennyh. Napomnim, qto

L^{{1,2;1}} n−k+1 = −6 6 0 . . . 0 0 3 −12 10 . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . 0 0 0 . . . l_{n−k} 0 0 0 0 . . . −2l_{n−k} l_{n−k+1}

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 59 i

L^{{1,...,k+1;1,...,k}} n = −2l_{k+1} l_{k+2} 0 . . . 0 0 l_{k+1} −2l_{k+2} l_{k+3} . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . 0 0 0 . . . l_{n−1} 0 0 0 0 . . . −2l_{n−1} l_n .

Qerez J^{s→i}_m , gde i, s, m > 1, oboznaqim diagonal~nu¸ matricu razmera m × m, na diagonali kotoroæ stoØt qisla^{li}_{ls} ,^{li+1}_{ls+1} , . . . ,^{li+m−1}_{ls+m−1} (naqinaØ s levogo verhnego ugla). Togda L^{{1,2;1}} n−k+1 = L {1,...,k+1;1,...,k} n J^{k+1→2}_{n−k} , (16) poskol~ku umnoßenie sprava na J^{k+1→2}_{n−k} umnoßaet pervyæ stol- bec L^{{1,...,k+1;1,...,k}} n na^{l2}_{lk+1} =^3_{lk+1} , vtoroæ – na^{l3}_{lk+2} =^6_{lk+2} , i t.d.

Teper~ legko videt~, qto zamena z = ( J^{k+1→2} n−k )_{−1} y preobrazuet integral iz (15) v integral iz (12), domnoßennyæ na | |det(J^{k+1→2} n−k )_{−1}| . No det J^{s→i}_m = (s − 1)!s!(i + m − 1)!(i + m)! (i − 1)!i!(s + m − 1)!(s + m)!

, (17)

i iz ravenstv (12) i (15),

g^{(k)}_n (t)

g^{(1)}_{n−k+1}(t) = n!(n+1)!

2^n t n−1e^{−nt}v_k det ( J^{k+1→2} n−k )_{−1} ·^{(n−k+1)!(n−k+2)!} 2^{n−k}+1 t n−ke^{−(n−k+1)t}

= k!(k + 1)!v_k 2^k t^{k−1}e^{−(k−1)t}. Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo lemmy, nam ostalos~ proverit~, qto c_k = O (√ k e^k ) . Iz (13) my nahodim g^{(k)}_{k+1}(t) = c_kt^{k−1}e^{−(k+1)t}, i integriruØ ot 0 do ∞, poluqaem P { min 1⩽i⩽k+1 Y_i = Y_k } = c_k (k − 1)! (k + 1)^k .

60 V. V. VYSOCKI`

Ots¸da c_k <^{(k+1)k}_{(k−1)!} , i primeniv formulu Stirlinga,

c_k 6 C

(k + 1)^ke^{k−1} (k − 1)^{k−1} √ 2π(k − 1) = C ( k + 1 k − 1 )_{k−1} k + 1 √ 2π(k − 1) e^{k−1} = O (√ k e^k ) .

�

Dokazatel~stvo lemmy 3. V oboznaqeniØh (10) formula (7)

primet vid

g^{(n)}_n (t) = n!(n + 1)!

2^n t^{n−1}e^{−nt} ∫ P_n e^{(n−1)n2 tyn−1} dλ_{n−1}(y_{n−1}). (18) Napomnim qto, vo-pervyh, y_{n−1} ∈ P_n vleqet y_{n−1} > 0, a vovtoryh, iz dokazatel~stva lemmy 2 my znaem, qto P_n ⊂ R^{n−1} imeet koneqnyæ ob¨em. Znaqit, P_n ograniqeno, poskol~ku ffto mnoßestvo ØvlØetsØ pereseqeniem poluprostranstv; drugoe dokazatel~stvo ograniqennosti P_n budet poluqeno pri dokazatel~- stve lemmy 4 iz sledu¸wego paragrafa.

Teper~ Øsno, qto g^{(n)}n (t) nepreryvny. Dalee, tak kak y_{n−1} > 0 dlØ y_{n−1} ∈ P_n, integral v (18) vozrastaet po t. A iz ( t^{n−1}e^{−nt} )_′ = t^{n−2}e^{−nt} ( (n − 1) − nt) ) my zakl¸qaem, qto g^{(n)}n (t) vozrastaet (po t) na otrezke [0,^{n−1}_n ] kak minimum. Teper~ predpoloßim, qto n takovo, qto^{n−1}_n > 1 − ε/2. Togda g^{(n)}n vozrastaet na [0, 1 − ε/2], i po (5) (kotoroe vypolneno dlØ vseh t), sup 0⩽t⩽1−ε g^{(n)}_n (t) = g^{(n)}_n (1 − ε) 6 2 ε 1−ε/2∫

1−ε g^{(n)}_n (s)ds 6 2 ε^P { Y_n 6 1 − ε/2 } . Poslednee vyraßenie stremitsØ k nul¸ pri n → ∞. Deæstvitel~no, Y_n =^2_{n(n+1)} ∑_n i=1 S_i −→ 1 p.n., tak kak S_n −→ 1 p.n. po usilennomu zakonu bol~xih qisel. �

4. Differencial~noe uravnenie dlØ G(t)

Iz predloßeniØ 2 my znaem, qto G(t) ØvlØetsØ rexeniem { G^′(t) = −G(t)t^{−1}f ( te^{−t} ) , t ∈ [0, 1) G(0) = 1,

(19)

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 61 gde qerez f(x) := ∑_∞ k=1 c_kx^k oboznaqena proizvodØwaØ funkciØ c_k. Po lemme 2, ukazannyæ rØd shoditsØ pri |x| < e^{−1}. Seæqas my sformuliruem lemmu 4, kotoraØ nezamenima pri nahoßdenii f(x), a zatem naædem G(t) v predloßenii 3.

Lemma 4. DlØ l¸bogo n > 2,

c_n = n(n + 1) n − 1 n−1∑ k=1 c_kc_{n−k} (k + 1)(n − k + 1) , a c_1 = 1.

Predloßenie 3. FunkciØ G(t) udovletvorØet differencial~no-

mu uravneni¸ { G^′(t) =^{t−2}_{2(1−t)} G(t), t ∈ [0, 1)

G(0) = 1,

(20)

edinstvennoe rexenie kotorogo na otrezke [0, 1) est~ √ 1 − te^{−t/2}. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3. Rassmotrim veliqiny bn := c_n n+1 . Ih proizvodØwaØ funkciØ h(x) := ∑_∞ k=1 b_kx^k udovletvorØet sootnoxeniØm ( xh(x) )_′ = f(x), |x| < e^{−1} (21) i h(0) = 0. Napominaem, qto summu stepennogo rØda moßno differencirovat~ poqlenno vnutri radiusa shodimosti.

Pri pomowi lemmy 4 my zakl¸qaem, qto b_n =^n_{n−1} ∑_{n−1} k=1 b_kb_{n−k} pri n > 2, a b_1 = 1/2. Ots¸da pri |x| < e^{−1},

h^2(x) = ( b_1x + b_2x^2 + . . .

)_2 = ∞∑ n=2 n−1∑ k=1 b_kb_{n−k}x^n

= ∞∑ n=1 n − 1 n b_nx^n = ∞∑ n=1 b_nx^n − ∞∑ n=1 b_n n x^n, i, differenciruØ, nahodim:

2h(x)h^′(x) = h^′(x) − h(x) x , |x| < e^{−1}. Teper~ {_{2h−1} h h^′ = −^1_x , |x| < e^{−1} h^′(0) = b_1 = 1/2,

62 V. V. VYSOCKI` i prinØv vo vnimanie poloßitel~nost~ h pri x > 0, my poluqaem 2h − ln h = − ln x + C, 0 6 x < e^{−1}.

Ots¸da ln 2h − 2h = ln x + C^′, 0 6 x < e^{−1}, 2he^{−2h} = C^{′′}x, 0 6 x < e^{−1}, a uqityvaØ qto h^′(0) = 1/2, imeem C^{′′} = 1. Poskol~ku funkciØ q(x) := xe^{−x} obratima na [0, 1], my nahodim h(x) = q^{−1}(x) 2 , 0 6 x < e^{−1}. Nakonec, vspominaØ (21), zakl¸qaem

f(te^{−t}) = f(q(t)) = h(q(t)) + q(t)h^′(q(t)) = h(q(t)) + q(t) h(q(t))^′ q^′(t) = t 2 + te^{−t} 1/2 (1 − t)e^{−t} = 2 − t 2(1 − t) t, t ∈ [0, 1). Ostalos~ lix~ uqest~ (19), iz kotorogo sleduet, qto G(t) ØvlØetsØ rexeniem (20).

Rexim teper~ differencial~noe uravnenie (20). V silu ravenstva^{t−2}_{2(1−t)} = −^1_2 −^1_{2(1−t)} my poluqaem { ln G(t) = − t 2 + 1 2 ln(1 − t) + C, t ∈ [0, 1)

G(0) = 1.

No C = 0, i pofftomu G(t) = √ 1 − te^{−t/2} na [0, 1). Koneqno ße, ffto ravenstvo spravedlivo i na vsem [0, 1]. �

Dokazatel~stvo lemmy 4. Napomnim, qto cn = 2^{−n}n!(n + 1)!vn

pri n > 2, gde v_n – ob¨em mnoßestva P_n = { y = y_{n−1} : L^{?^{;n}}_n y > −1_{n−1}, y > 0_{n−1} } , sm. (10). Takim obrazom nam trebuetsØ naæti v_n. Poskol~ku c_1 = 1, poloßim v_1 := 1, qtoby c_1 = 2^{−1}1!(1 + 1)!v_1.

ZaæmemsØ izuqeniem mnoßestva P_n. Vremenno zabudem o naxeæ geometriqeskoæ intuicii i budem ispol~zovat~ lix~ algebraiqeskie rassußdeniØ. Legko videt~, qto P_n = { y = y_{n−1} : L^{{1;n}}_n y > −1_{n−1}, y > 0_{n−1} } ,

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 63 poskol~ku pervoe iz neravenstv L^{?^{;n}}n y > −1_{n−1}, to est~, y_1 > −1, sleduet iz y > 0_{n−1}.

Pokaßem, qto (dlØ l¸bogo n > 2) matrica L^{{1;n}}n nevyroßdena. Oboznaqim za I^△_k verhnetreugol~nu¸ matricu razmera k × k, u kotoroæ vse^{k(k+1)}_2 nenulevyh fflementov ravny 1. Krome togo, oboznaqim I^▽_k := (I^△_k )^⊤. Summa fflementov kaßdogo stolbca matricy L^{{1;n}}n , za iskl¸qeniem pervogo i poslednego, ravna nul¸. Summa fflementov kaßdogo stolbca matricy I^▽_{n−1}L^{{1;n}}n , za iskl¸- qeniem pervogo, ravna nul¸. Pofftomu my legko poluqaem

I^△_{n−1}I^▽_{n−1}L^{{1;n}}_n =

−n 0 0 . . . 0 0 −n + 2 −3 0 . . . 0 0 −n + 3 0 −6 . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . −2 0 0 . . . −l_{n−2} 0 −1 0 0 . . . 0 −l_{n−1}

, (22)

i det L^{{1;n}}n = det(I^△_{n−1}I^▽_{n−1}L^{{1;n}}n ) ≠ 0.

Teper~ my dokaßem, qto L^{{1;n}}n y > 0 vleqet y 6 0. Dokazatel~stvo budet osuwestvleno po indukcii. Baza indukcii n = 2 oqevidna. PredpolagaØ, qto naxe utverßdenie verno dlØ n > 2, proverim, qto ono vypolnØetsØ i dlØ n + 1. Poskol~ku u matricy I^△_n I^▽_n vse fflementy poloßitel~ny, L^{{1;n+1}}_{n+1} y > 0 vleqet I^△_n I^▽_n L^{{1;n+1}} n+1 y > 0, i po (22) my zakl¸qaem, qto y_1 6 0. Dalee, iz L^{{1;n+1}} n+1 y > 0 vytekaet L^{{1,2;1,n+1}} n+1 y^{{1}} > 0_{n−1}. V samom dele, my vsego lix~ izbavilis~ ot pervogo iz neravenstv L^{{1;n+1}}_{n+1} y > 0, a vtoroe iz nih, y_1 −6y_2 +6y_3 > 0, zamenili na menee ograniqitel~- noe −6y_2 + 6y_3 > 0 (ved~ y_1 6 0 !). Teper~ L^{{1,2;1,n+1}}_{n+1} = L^{{1;n}}n J^{1→2}_{n−1} (sm. kommentariæ k analogiqnomu utverßdeni¸ 16 i opredelenie J^{s→i}_m ), i ots¸da L^{{1,2;1,n+1}} n+1 y^{{1}} > 0_{n−1} ravnosil~no neravenstvu L^{{1;n}}n z > 0_{n−1}, v kotorom my poloßili z := J^{1→2}_{n−1} y^{{1}}. No po indukcionnomu predpoloßeni¸, z 6 0_{n−1}, i znaqit, y^{{1}} 6 0_{n−1}, poskol~ku z poluqaetsØ iz y^{{1}} rastØßeniem s poloßitel~nymi kofffficientami. Nakonec, y 6 0_n.

Ispol~zuØ (22), legko nahodim edinstvennoe rexenie sistemy

64 V. V. VYSOCKI` L^{{1;n}}_n y = −1, kotorym ØvlØetsØ

y^∗_{n−1} := ( n − 1 2 , n − 2 3 , . . . , 2 n − 1 , 1 n )_⊤ . (23)

My vidim y^∗ ∈ P_n, a tak kak dlØ l¸bogo y ∈ P_n vypolnØetsØ L^{{1;n}}_n (y − y^∗) > 0_{n−1}, to y 6 y^∗.

Teper~ nam soverxenno Øsno, qto P_n – ffto (n − 1)-mernyæ vypuklyæ mnogogrannik s 2(n − 1) granØmi. Oboznaqim za O_n toqku preseqeniØ n − 1 giperploskosti (grani) L^{{1;n}}n y = −1_{n−1}. Poloßim takße F^{(k)}n := P_n ∩ { y = y_{n−1} : y_k = 0 } , gde 1 6 k 6 n − 1, sm.

risunok. Koneqno ße, O_n = y^∗_{n−1}, a iz y_{n−1} ∈ P_n =⇒ y_{n−1} 6 y^∗_{n−1} srazu sleduet, qto P_n ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem n−1 simpleksa s obweæ verxinoæ O_n i osnovaniØmi F^{(k)}n (bolee pedantiqno, diz¨¸nktny ne sami simpleksy, a ih vnutrennosti). Pofftomu, vspominaØ (23), my poluqaem

v_n = 1 n − 1 n−1∑ k=1 n − k k + 1

· λ_{n−2}(F^{(k)}_n ). (24)

Takim obrazom, zadaqa nahoßdeniØ ob¨ema P_n svedena k nahoßdeni¸ ob¨emov F^{(k)}n .

Pri 2 6 k 6 n − 2 spravedlivo F^{(k)}_n = { y = y_{n−1} : L^{{1;n}}_n y > −1_{n−1}, y > 0_{n−1}, y_k = 0 } = { y = y_{k−1} : L^{{1;k}}_k y > −1_{k−1}, y > 0_{k−1} } × { 0 } × { y = y_{n−k−1} : L^{{1,...,k+1;1,...,k,n}} n y > −1n−k−1, y > 0n−k−1^}, kotoroe oqen~ sil~no napominaet (9). Edinstvennoe razliqie sostoit v tom, qto v dannom utverßdenii req~ idet o L^{{1;n}}n ,

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 65 v to vremØ kak v (9) figuriruet L_n. Pofftomu dokazatel~stvo doslovno povtorØet dokazatel~stvo (9). Teper~

F^{(k)}_n = P_k × { 0 } × { y = y_{n−k−1} : L^{{1,...,k+1;1,...,k,n}} n y > −1n−k−1, y > 0n−k−1^}, i s uqetom L^{{1;n−k}}_{n−k} = L^{{1,...,k+1;1,...,k,n}} n J^{k+1→1}_{n−k−1} (sm. kommentariæ k analogiqnomu utverßdeni¸ (16) i opredelenie J^{s→i}_m ), zamena peremennyh y = J^{k+1→1}_{n−k−1} z privodit k

F^{(k)}_n = P_k × { 0 } × J^{k+1→1} n−k−1 { z = z_{n−k−1} : L^{{1;n−k}} n−k z > −1_{n−k−1}, z > 0_{n−k−1} } . Nakonec, F^{(k)}n = P_k × { 0 } × J^{k+1→1} n−k−1 Pn−k, i po (17), λ_{n−2}(F^{(k)}_n ) = k!(k + 1)!(n − k − 1)!(n − k)!

(n − 1)!n! v_kv_{n−k}. (25) DlØ k = 1 moßno doslovno povtorit~ vse rassußdeniØ, provedennye dlØ 2 6 k 6 n − 2. V itoge my poluqim F^{(1)}n = { 0 } × J^{2→1}_{n−2} P_{n−1}, a tak kak v_1 = 1, to (25) spravedlivo i dlØ k = 1. A pri k = n − 1, zametiv, qto F^{(n−1)}n = P_{n−1} × {0}, poluqaem spravedlivost~ (25) i dlØ k = n − 1.

Takim obrazom, (25) verno dlØ 1 6 k 6 n − 1. Ostalos~ lix~ rassmotret~ (24) i (25), qtoby poluqit~

v_n = 1 (n − 1)(n − 1)!n! n−1∑ k=1 ( (n − k)!k! )_2 v_kv_{n−k}. Primenenie ravenstva v_n =^{2n}_{n!(n+1)!} c_n zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. �

Zakonqim stat~¸, dokazav sootnoxenie

G(t) = lim_{n→∞} P { min 1⩽k⩽n 2n k(k + 1) k∑ i=1 U_{i,n} > t } , v kotorom U_{i,n} oboznaqa¸t porØdkovye statistiki n nezavisimyh ravnomerno raspredelennyh na [0, 1] sluqaænyh veliqin.

66 V. V. VYSOCKI`

Horoxo izvestno (sm., naprimer, [2, Gl. 9, §1]), qto dlØ l¸- bogo n > 1, ( U_{1,n}, U_{2,n}, . . ., U_{n,n} )_D = ( S_1 S_{n+1} , S_2 S_{n+1} , . . . , S_n S_{n+1} ) , otkuda P { min 1⩽k⩽n 2n k(k + 1) k∑ i=1 U_{i,n} > t } = P { min 1⩽k⩽n 2 k(k + 1) k∑ i=1 S_i > S_{n+1} n t } . Pofftomu iz zakona bol~xih qisel i potoqeqnoæ shodimosti G_n k G dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1) imeem G ( (1 + ε)t

) 6 lim_{n→∞} P^{ min_{1⩽k⩽n}^{2n}_{k(k + 1)}^{k∑}_{i=1} Ui,n > t^}

6 lim_{n→∞} P^{ min_{1⩽k⩽n}^{2n}_{k(k + 1)}^{k∑}_{i=1} Ui,n > t^} 6 G^((1 − ε)t^).

FunkciØ G(t) nepreryvna, i predel~nyæ perehod po ε ↘ 0 zaverxaet dokazatel~stvo.

Avtor priznatelen M. A. Lifxicu za interes k dannoæ rabo- te. Literatura 1. V. V. Vysockiæ, �nergiØ i koliqestvo klasterov v stohastiqeskih siste-

mah neuprugih pritØgiva¸wihsØ qastic. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 50 (2005), 241–265.

2. S. Karlin, Osnovy teorii sluqaænyh processov. “Mir”, M. (1971). 3. C. Giraud, Clustering in a self-gravitating one-dimensional gas at zero tempera-

ture. — J. Stat. Phys. 105 (2001), 585–604.

4. M. Lifshits and Z. Shi, Aggregation rates in one-dimensional stochastic systems

with adhesion and gravitation. — Ann. Probab. 33 (2005), 53–81.

5. Ph. A. Martin and J. Piasecki, Aggregation dynamics in a self-gravitating one-

dimensional gas. — J. Stat. Phys. 84 (1996), 837–857.

Vysotsky V. V. The area of exponential random walk and partial sums of uniform order statistics.

Let S_i be a random walk with standard exponential increments. We denote by ∑_k i=1 S_i its k-step area. The random variable inf_{k⩾1}^2_{k(k+1)} ∑_k i=1 S_i

PLOWAD^ �KSPONENCIAL^NOGO BLUȷDANI˚ 67 plays important role in the study of so-called one-dimensional sticky particles model. We find the distribution of this variable and prove that for

0 6 t 6 1, P { inf_{k⩾1} 2 k(k + 1) k∑ i=1 S_i > t } = P { inf_{k⩾1} k∑ i=1 ( S_i − it ) > 0^} =^√1 − t e^{−t/2}.

We also show that for 0 6 t 6 1, lim_{n→∞} P { min 1⩽k⩽n 2n k(k + 1) k∑ i=1 U_{i,n} > t } = √ 1 − t e^{−t/2}, where U_{i,n} are the order statistics of n i.i.d. random variables uniformly distributed on [0, 1].

Postupilo 8 dekabrØ 2006 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vysotsky@vv9034.spb.edu