Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

A. N. Borodin

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV OT MOSTOV SKAQKOOBRAZNYH DIFFUZI`

1. SkaqkoobraznaØ diffuziØ. NastoØwaØ rabota prodolßa-

et issledovanie, naqatoe v [1]. Nas interesu¸t metody vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov ot mostov diffuzionnyh skaqkoobraznyh processov. Vpervye metod vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov ot brounovskogo mosta byl predloßen M. Kacem v [2].

Pust~ N (t), t ¿ 0, – process Puassona s parametrom λ_1. Process N (t) moßet byt~ predstavlen v sledu¸wem vide

N (t) = max { l : l∑ k=1 τ_k 6 t } = ∞∑ l=1 1I_{[0,∞)} ( t − l∑ k=1 τ_k ) , gde τ_k, k = 1, 2, . . ., – nezavisimye ffksponencial~no raspredelennye s parametrom λ_1 sluqaænye veliqiny, P(τ_k ¿ t) = e^{−λ1t}.

Pust~ Y_k, k = 1, 2, . . ., – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, ne zavisØwie ot processa N . Naibolee interesnoæ diffuzieæ so skaqkami ØvlØetsØ skaqkoobraznoe brounovskoe dvißenie s lineænym snosom. �to – odnorodnyæ process s nezavisimymi priraweniØmi, opredelØemyæ ravenstvom

Z^{(μ)}(t) := μt + σW (t) + N(t)∑

k=1 Y_k, W (0) = x, gde W (t), t ¿ 0, – process brounovskogo dvißeniØ, ne zavisØwiæ ot processa N i veliqin Y_k, k = 1, 2, . . ..

�tomu processu posvØweno mnogo rabot. Interesnye rezul~taty o raspredelenii supremuma processa Z^{(μ)} poluqeny

NastoØwaØ rabota vypolnena pri podderßke grantami RFFI 05-01- 00911, NX 4222.2006.1 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN ”Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 34

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 35 �. Mordeckim [3]. Detal~noe izuqenie metodov vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov ot processov s nezavisimymi priraweniØmi dano v monografii A. V. Skorohoda [4].

Rassmotrim odnorodnu¸ diffuzi¸ X, kotoraØ ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ: s vero- Øtnost~¸ edinica dlØ l¸byh s 6 t 6 T

X(t) = X(s) + t∫ s μ(X(u)) du + t∫ s σ(X(u)) dW (u), (1.1) gde μ(x), σ(x) ØvlØ¸tsØ differenciruemymi funkciØmi s ograniqennymi proizvodnymi. Pust~ σ(x) > 0 dlØ vseh x ∈ R i

X(0) = x.

SkaqkoobraznaØ diffuziØ, oboznaqim ee J, opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, qto brounovskoe dvißenie W ne zavisit ot veliqin τ_k i Y_k, k = 1, 2, . . .. DlØ τ_0 := 0 6 t 6 τ_1 pola-

gaem J(t) = X(t), a dlØ^l ∑ k=1 τ_k 6 t <^{l+1} ∑ k=1 τ_k, l = 1, 2, . . ., opredelØem

J kak rexenie stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ J(t) = ρ ( J (_lP k=1 τ_k − ) , Y_l ) + t∫ lP_{k=1 τk}^{μ(J(u)) du+} t∫ lP_{k=1 τk}^{σ(J(u)) dW (u), (1.2)}

gde ρ(x, y) – nekotoraØ funkciØ, kotoraØ ØvlØetsØ kusoqno nepre-

ryvnoæ po peremennoæ x. V moment^l ∑ k=1 τ_k skaqkoobraznaØ diffu-

ziØ J naqinaetsØ zanovo kak obyqnaØ diffuziØ X, vyhodØwaØ iz toqki ρ ( J (_lP k=1 τ_k − ) , Y_l ) . Zdes~ i dalee polagaem J(q−) = lim_{s↑q} J(s).

Mostom iz x v z na intervale [0, t] sluqaænogo processa L(s),

s ¿ 0, L(0) = x, ØvlØetsØ takoæ process Lx,t,z(s), s ∈ [0, t], u

kotorogo koneqnomernye raspredeleniØ sovpada¸t s uslovnymi koneqnomernymi raspredeleniØmi processa L(s), s ∈ [0, t], pri uslovii, qto L(t) = z, t. e., dlØ l¸byh 0 < t_1 < t_2 < · · · < t_n < t, P(L_{x,t,z}(t_1) < x_1, L_{x,t,z}(t_2) < x_2, . . . , L_{x,t,z}(t_n) < x_n) = P(L(t_1) < x_1, L(t_2) < x_2, . . . , L(t_n) < x_n|L(t) = z).

36 A. N. BORODIN Esli u odnomernyh raspredeleniæ processa L suwestvuet nepreryvnaØ plotnost~ raspredeleniØ, to pravaØ qast~ fftogo ravenstva predstavima v vide d dz P(L(t1) < x1, L(t2) < x2, . . . , L(tn) < xn, L(t) < z) d dz P(L(t) < z)^. Pust~ traektorii processa ne ime¸t razryvov vtorogo roda. Togda spravedlivo sledu¸wee utverßdenie, kotoroe, po suwestvu, ffkvivalentno opredeleni¸ mosta: dlØ l¸bogo ograniqennogo izmerimogo funkcionala ℘ na prostranstve funkciæ bez razryvov vtorogo roda E℘(L_{x,t,z}(s), 0 6 s 6 t) = E{℘(L(s), 0 6 s 6 t)|L(t) = z}. Pri naliqii u odnomernogo raspredleniØ plotnosti ffto ravenstvo moßno perepisat~ v sledu¸wem vide E℘(L_{x,t,z}(s), 0 6 s 6 t) = d dz E{℘(L(s), 0 6 s 6 t); L(t) < z} d dz P(L(t) < z)^. (1.5)

Zdes~ i dalee ispol~zuetsØ oboznaqenie E{ξ; A} := E{ξ1I_A}.

2. RaspredeleniØ integral~nyh funkcionalov i funkcionalov infimuma i supremuma. Rassmotrim metod vyqisleniØ

sovmestnogo raspredeleniØ integral~nogo funkcionala

A(t) := t∫ 0 f(J_{x,t,z}(s)) ds, f ¿ 0, (2.1) i funkcionalov infimuma i supremuma inf_{0≤s≤t}J_{x,t,z}(s), sup_{0≤s≤t}J_{x,t,z}(s)

dlØ mosta skaqkoobraznoæ diffuzii.

Opixem obwiæ podhod k probleme vyqisleniØ raspredeleniæ neotricatel~nyh funkcionalov ot mostov sluqaænyh processov. Sdelaem ffto na primere integral~nyh funkcionalov t∫ 0 f(L_{x,t,z} (s)) ds dlØ nekotorogo processa L s naqal~nym znaqe-

niem L(0) = x.

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 37 Oboznaqim P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßidanie po processu L pri uslovii L(0) = x.

DlØ togo, qtoby vyqislit~ raspredelenie neotricatel~noæ sluqaænoæ veliqiny, dostatoqno vyqislit~ preobrazovanie Laplasa fftogo raspredeleniØ. V naxem sluqae dostatoqno vyqislit~ funkci¸

E exp ( − γ t∫ 0 f(L_{x,t,z} (s)) ds ) , γ > 0. V silu (1.5), vmesto nee moßno vyqislit~ funkci¸ d dz E_x { exp ( − γ t∫ 0 f(L(s)) ds ) ; L(t) < z } . (2.2)

OkazyvaetsØ, qtoby izbeßat~ differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, sleduet rassmotret~ preobrazovanie Laplasa funkcii (2.2) po peremennoæ t, t. e. rassmotret~ funkci¸

G_z(x) := λ ∞∫ 0 e^{−λt d}_{dz} E_x { exp ( − γ t∫ 0 f(L(s)) ds ) ; L(t) < z } dt

=^d_{dz} E_x { exp ( − γ τ∫ 0 f(L(s)) ds ) ; L(τ ) < z } . Zdes~ τ – ne zavisØwiæ ot processa {L(s), s ≥ 0} ffksponencial~no raspredelennyæ s parametrom λ > 0 sluqaænyæ moment vremeni.

Esli my hotim naæti raspredelenie integral~nogo funkcio-

nala t∫ 0 f(L_{x,t,z} (s)) ds v fiksirovannyæ moment vremeni t, to sle-

duet vyqislit~ dvoænoe obratnoe preobrazovanie Laplasa ot funkcii G_z(x) po parametram λ i γ, a zatem, soglasno (1.5), rezul~tat podelit~ na plotnost~ raspredeleniØ processa L. Zametim, qto sama plotnost~ raspredeleniØ vyqislØetsØ analogiqnym obrazom po funkcii G_z(x) pri f(x) ≡ 0.

38 A. N. BORODIN

Rassmotrim dalee vmesto proizvol~nogo processa L skaqkoobraznu¸ diffuzi¸ J. Vyxeprivedennye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto kl¸qevym dlØ vyqisleniØ sovmestnyh raspredeleniæ integral~nyh funkcionalov i funkcionalov infimuma i supremuma ot mosta diffuzionnogo processa so skaqkami ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2.1. Pust~ f(x), x ∈ [a, b], – kusoqno nepreryvnaØ funk-

ciØ. Predpoloßim, qto f ¿ 0. Togda funkciØ

G_y(x) :=^d_{dy} E_x { exp ( − τ∫ 0 f(J(s)) ds ) ; a 6 inf_{0≤s≤τ} J(s), sup 0≤s≤τ J(s) 6 b, J(τ ) < y } (2.3)

suwestvuet i ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ

G_y(x) = G^{λ,λ1}_y (x) + ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) EG_y(ρ(z, Y_1)) dz, (2.4)

gde G^{λ,λ1}y (x) – edinstvennoe nepreryvnoe rexenie zadaqi σ2(x) 2 G^{′′}(x)+μ(x)G^′(x)−(λ+λ_1+f(x))G(x) = 0, x ∈ (a, b) \ {y}, (2.5) G^′(y+0)−G^′(y−0) = −2λ/σ^2(y), (2.6)

G(a) = 0, G(b) = 0. (2.7)

Polagaem G^{λ,λ1}y (x) = 0 pri x ∉ (a, b) ili y ∉ (a, b).

Zameqanie 2.1. FunkciØ G^{λ,λ1}y (x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ funkcieæ

Grina zadaqi (4.2), (4.3), g^∘(x) ≡ 1, iz [1]. �ta funkciØ imeet sledu¸wee veroØtnostnoe predstavlenie

G^{λ,λ1}_y (x) =^d_{dy} E_x { exp ( − τ∫ 0 (λ_1 + f(X(s))) ds ) ; a 6 inf_{0≤s≤τ} X(s), sup_{0≤s≤τ} X(s) 6 b, X(τ ) < y^}.

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 39 FunkciØ G^{λ1,λ}y (x), x ∈ (a, b), imeet takoe ße predstavlenie s zamenoæ λ_1 na λ i τ na τ_1.

Zameqanie 2.2. FunkciØ Gy(x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstvennym

nepreryvnym rexeniem sledu¸weæ zadaqi 1 2 σ^2(x)G^{′′}(x) + μ(x)G^′(x) − (λ + λ_1 + f(x))G(x) =

= −λ_1EG(ρ(x, Y_1)), x ≠ y, (2.8)

G^′(y + 0) − G^′(y − 0) = −2λ/σ^2(y), (2.9)

G(a) = 0, G(b) = 0. (2.10)

Deæstvitel~no, G^{λ1 ,λ}y (x) – funkciØ Grina sootvetstvu¸weæ zadaqi, pofftomu funkciØ

U (x) := ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) E{G_y(ρ(z, Y_1))} dz ØvlØetsØ pri x ∈ (a, b) edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 σ^2(x)U^{′′}(x) + μ(x)U^′(x) − (λ + λ_1 + f(x))U (x) = −λ_1EG(ρ(x, Y_1)),

U (a) = 0, U (b) = 0.

V silu (2.4), my imeem

G_y(x) = G^{λ,λ1}_y (x) + U (x),

a summa funkciæ G^{λ,λ1}y i U udovletvorØet zadaqe (2.8)–(2.10).

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. My vyvedem teoremu 2.1, opi-

raØs~ na teoremu 4.1 iz [1] pri g^∘(x) ≡ 1, h(x, y) ≡ 0. Poloßim

Q_Δ(x) = E_x

{_{1I[y,y+Δ)(J(τ ))}

Δ exp ( − τ∫ 0 f(J(s)) ds ) ; a 6 inf_{06s6τ} J(s), sup_{06s6τ} J(s) 6 b^}.

˚sno, qto Q_Δ(x) = 0 pri x ∉ (a, b).

40 A. N. BORODIN

Soglasno teoreme 4.1 iz [1] funkciØ Q_Δ(x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ

Q_Δ(x) = M_Δ(x) + ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) EQ_Δ(ρ(z, Y_1)) dz, (2.11) gde M_Δ(x) := E_x

{_{1I[y,y+Δ)(X(τ ))} Δ exp ( − τ∫ 0 (λ_1 + f(X(s))) ds ) ; a 6 inf_{0≤s≤τ} X(s), sup_{0≤s≤τ} X(s) 6 b^}, poskol~ku M_Δ ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (4.2), (4.3) iz [1] pri

g^∘ ≡ 1. Nesloßno poluqit~ sledu¸wu¸ ocenku

sup_{x∈}

R^{|MΔ(x)|} 6^{sup}x∈R d dz P_x ( X(τ ) < z ) 6 Kz. Analogiqno tomu, kak ffto sdelano pri dokazatel~stve teoremy 4.1 iz [1] poluqim, qto dlØ vseh x ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) dz 6 E_x exp ( − τ_1∫

0 (λ + f(X(s))) ds ) 6 6 Ee^{−λτ1} =^{λ1}_{λ1 + λ} =: q < 1.

V hode dokazatel~stva suwestvovaniØ rexeniØ u integral~nogo uravneniØ (2.8) v [1] byla poluqena ocenka

|Q_Δ(x)| 6^1_{1 − q} sup_{x∈}

R^{|MΔ(x)| =} λ1 + λ λ K_z. (2.12)

Integral~noe uravnenie (2.11) v silu opredelennoæ struktury Ødra G^{λ1,λ}z ffkvivalentno (sm. formulu (4.7) iz [1]) sledu¸wemu integro-differencial~nomu uravneni¸: 1 2 σ^2(x)Q^{′′}_Δ(x) + μ(x)Q^′_Δ(x) − (λ + λ_1 + f(x))Q_Δ (x) =

= −^λ_Δ 1I_{[y,y+Δ)}(x) − λ_1EQ_Δ((ρ(x, Y_1)) (2.13)

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 41 s graniqnymi usloviØmi

Q_Δ(a) = 0, Q_Δ(b) = 0. (2.14)

Dokaßem, qto predel~nyæ perehod v dannoæ zadaqe k predelu pri Δ ↓ 0 privodit k zadaqe (2.8)–(2.10). DelaØ v (2.13) zamenu

V_Δ(x) = exp (^x∫_{μ(u)} σ2(u) du ) Q_Δ(x), poluqaem

V^{′′}_Δ(x) =

{_{2(λ + λ1 + f (x))}

σ2(x) + (_{μ(x)} σ2(x) )_2 + (_{μ(x)} σ2(x) )_′} V_Δ(x)−

−^2_{σ2(x)} exp (^x∫_{μ(u)} σ2(u) du )(_λ Δ 1I_{[y,y+Δ)}(x) + λ_1EQ_Δ(ρ(x, Y_1)) ) . Oboznaqim T_Δ(x) pravu¸ qast~ fftogo uravneniØ. IntegriruØ ffto ravenstvo vnutri intervala (a, b), poluqaem

V^′_Δ(x_2) − V^′_Δ(x_1) =

x_2∫

x_1

T_Δ(x) dx. (2.15)

Snova integriruØ poluqennoe ravenstvo po x_2 vnutri intervala

(x_1, x_3) ⊆ (a, b), poluqaem

V_Δ(x_3) − V_Δ(x_1) − V^′_Δ(x_1)(x_3 − x_1) =

x_3∫

x_1 dx_2 x_2∫

x_1

T_Δ(x) dx. (2.16)

V silu ocenki (2.12), iz (2.15) vytekaet, qto semeæstvo funkciæ {V^′_Δ(x)}_{Δ>0} ravnostepenno nepreryvno na l¸bom zamknutom podyntervale [α, β] ⊂ (a, b) \ {y}. VybiraØ znaqeniØ veliqin

x_3 v (2.16) za predelami [α, β], legko vyvesti, qto semeæstvo {V^′_Δ(x)}_{Δ>0} ØvlØetsØ ravnomerno ograniqennym na [α, β]. Bolee

togo, teper~ s uqetom (2.15) moßno utverßdat~, qto

sup_{Δ>0} sup_{a<x<b} |V^′_Δ(x)| < ∞. (2.17)

Po teoreme Arcela–Askoli semeæstvo funkciæ {V^′_Δ(x)}_{Δ>0}, zadannoe na [α, β], ØvlØetsØ otnositel~no kompaktnym. Ots¸da sleduet, qto iz l¸boæ posledovatel~nosti Δ_n, stremØweæsØ k nul¸, moßno izvleq~ taku¸ podposledovatel~nost~ Δ_{nk} , qto V^′_{Δnk} (x) na

42 A. N. BORODIN

[α, β] ravnomerno shoditsØ k proizvodnoæ V^′(x) nekotoroæ dif-

ferenciruemoæ funkcii V (x). Odnovremenno s fftim imeet mesto ravnomernaØ shodimost~ V_{Δnk} (x) k V (x). Bolee togo, iz (2.16) i (2.17) vytekaet, qto semeæstvo funkciæ {V_Δ(x)}_{Δ>0} ravnostepenno nepreryvno na intervale [a, b]. V rezul~tate my imeem, qto shodimost~ V_{Δnk} (x) k V (x) ØvlØetsØ ravnomernoæ na vsem [a, b]. Voobwe govorØ, ffta funkciØ moßet zaviset~ ot vybora podposledovatel~nosti Δ_{nk} , odnako budet ustanovleno, qto funkciØ V udovletvorØet differencial~noæ zadaqe, kotoraØ imeet edinstvennoe rexenie. Takim obrazom, sup x∈[a,b] |V_Δ(x) − V (x)| → 0, pri Δ ↓ 0. (2.18)

V silu ravnomernoæ shodimosti, V (x), x ∈ [a, b], ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ i, soglasno (2.14), dlØ nee vypolnØ¸tsØ graniqnye usloviØ V (a) = 0, V (b) = 0. Pri x ∉ (a, b) polagaem

V (x) = 0.

Pereædem k predelu v (2.15) pri Δ_{nk} ↓ 0. Oboznaqim R(x) :=

1I_{[y,∞)}(x). Predel~nyæ perehod v (2.15) privodit k ravenstvu

V^′(x_2)−V^′(x_1)−

x_2∫

x_1

{_{2(λ + λ1 + f (x))}

σ2(x) + (_{μ(x)} σ2(x) )_2 + (_{μ(x)} σ2(x) )_′} V (x) dx =

= − x_2∫

x_1 2λ σ2(x) exp (^x∫_{μ(u)} σ2(u) du )( dR(x) + λ_1EG(ρ(x, Y_1))dx ) ,

gde G(x) := exp ( − x∫ μ(u) σ2(u) du ) V (x). �to uravnenie ffkvivalentno

zadaqe (2.8), (2.9). Esli y ∉ (x_1, x_2), to R(x_2) − R(x_1) = 0 i dlØ funkcii G(x) vypolnØetsØ uravnenie (2.8). Esli y ∈ (x_1, x_2), to

R(x_2) − R(x_1) = 1. UstremlØØ x_1 ↑ y i x_2 ↓ y, my poluqaem, qto

V^′(y + 0) − V^′(y − 0) = −^{2λ}_{σ2(y)} exp (^y∫_{μ(u)} σ2(u) du ) . Sledovatel~no, dlØ funkcii G(x) vypolnØetsØ uslovie (2.9) na skaqok proizvodnoæ.

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 43 V rezul~tate dokazano, qto u semeæstva funkciæ Q_Δ(x) suwestvuet predel, i tak kak 1I_{[y,y+Δ)}(x) = 1I_{(−∞,y+Δ)}(x)−1I_{(−∞,y)}(x), to on dolßen imet~ vid (2.3). Odnovremenno s fftim my ubedilis~, qto predel~naØ funkciØ udovletvorØet zadaqe (2.8)–(2.10), kotoraØ ffkvivalentna (2.4)–(2.7).

3. Primery primeneniØ teoremy 2.1.

1. Pust~ X = σW – brounovskoe dvißenie s dispersieæ σ^2 v

ediniqnyæ moment vremeni. Rassmotrim process

Z^{(0)} (t) = σW (t) + N(t)∑

k=1 Y_k. Vyqislim perehodnu¸ plotnost~ d dy P_x ( Z^{(0)} (τ ) < y ) . (3.1)

Pust~ plotnost~ raspredeleniØ veliqin Y_k, k = 1, 2, . . ., imeet vid_d dy P(Y_1 < y) =^1_2 ηe^{−η|y|}, η > 0. V fftom sluqae Z^{(0)} (t) ØvlØetsØ simmetriqnym sluqaænym processom: (−Z^{(0)} (t) raspredelen tak ße kak Z^{(0)} (t)). DlØ vyqisleniØ (3.1) vospol~zuemsØ teoremoæ 2.1 dlØ processa J(t) = Z^{(0)} (t) pri f(x) ≡ 0, σ(x) ≡ σ, μ(x) ≡ 0, a = −∞, b = ∞ i ρ(x, y) = x + y. Rexenie zadaqi (2.5), (2.6) imeet vid G^{λ,λ1}_y (x) =^λ_σ√_{2λ + 2λ1} e^{−|x−y|√2λ+2λ1/σ}. (3.2) Vvidu ffksponencial~noæ struktury dannoæ funkcii, rexenie uravneniØ (2.4) budem iskat~ v vide G_y(x) = Ae^{−|x−y|ρ1} + Be^{−|x−y|ρ2} (3.3) pri nekotoryh konstantah A, B i neotricatel~nyh ρ_l, l = 1, 2.

Nam ponadobitsØ sledu¸wee legko proverØemoe ravenstvo ∞∫ −∞ e^{−|x−z|μ}e^{−|z−y|ρ} dz =^2_{μ2 − ρ2} ( μe^{−|x−y|ρ} − ρe^{−|x−y|μ} ) . (3.4)

44 A. N. BORODIN

Ispol~zuØ fftu formulu, nesloßno vyqislit~, qto

EG_y(z + Y_1) =^{Aη}_{η2 − ρ21} ( ηe^{−|z−y|ρ1} − ρ_1e^{−|z−y|η} ) + +^{Bη}_{η2 − ρ2} ( ηe^{−|z−y|ρ2} − ρ_2e^{−|z−y|η} ) . Snova primenØØ formulu (3.4), poluqaem ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) EG_y(z + Y_1) dz = − (_{Aηρ1} (η2 − ρ21) + Bηρ2 (η2 − ρ2) ) ×

×^{2λ1}

(2λ + 2λ1 − σ2η2) ( e^{−|x−y|η} −^{ση}√_{2λ + 2λ1} e^{−|x−y|√2λ+2λ1/σ} ) + +^{Aη2}

(η2 − ρ21) 2λ1 (2λ + 2λ1 − σ2ρ21) ( e^{−|x−y|ρ1} −^{σρ1}√_{2λ + 2λ1} e^{−|x−y|√2λ+2λ1/σ} ) + +^{Bη2} (η2 − ρ2) 2λ1 (2λ + 2λ1 − σ2ρ2) ( e^{−|x−y|ρ2} −^{σρ2}√_{2λ + 2λ1} e^{−|x−y|√2λ+2λ1/σ} ) + PodstavlØØ ffto vyraßenie, a takße (3.2) i (3.3) v uravnenie (2.4) i priravnivaØ kofffficienty pri odinakovyh ffksponencial~nyh funkciØh, poluqaem sledu¸wie usloviØ. Veliqiny ρ_1 i

ρ_2 dolßny byt~ rexeniØmi uravneniØ η2 (η2 − ρ2) 2λ1 (2λ + 2λ1 − σ2ρ2) = 1. (3.5)

Korni uravneniØ vyraßa¸tsØ formulami

ρ_1 = √ λ + λ1 σ2 +^{η2}_2 + ((_{λ + λ1} σ2 +^{η2}_2

)_2 −^{2λη2}_{σ2} )_{1/2} ,

ρ_2 = √ λ + λ1 σ2 +^{η2}_2 − ((_{λ + λ1} σ2 +^{η2}_2

)_2 −^{2λη2}_{σ2} )_{1/2} , priqem 0 < ρ_2 < η < ρ_1. Kofffficient pri e^{−|x−y|η} dolßen ravnØt~sØ nul¸, pofftomu Aρ1 (η2 − ρ21) + Bρ2 (η2 − ρ2) = 0.

Krome togo, s uqetom (3.5) dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo

λ = Aρ_1σ^2 + Bρ_2σ^2.

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 45 V silu fftih trebovaniæ, okonqatel~no poluqaem d dy P_x ( Z^{(0)} (τ ) < y ) =^{λ(ρ21 − η2)} σ2(ρ21 − ρ2)ρ1 e −|x−y|ρ_1 + λ(η 2 − ρ2 2) σ2(ρ21 − ρ2)ρ2 e −|x−y|ρ_2 . (3.6) Rassmotrim qastnyæ sluqaæ fftoæ formuly, kogda σ → 0. Ime-

em ρ_1 ∼ √ 2λ + 2λ_1/σ i ρ_2 ∼^η √ λ √ λ + λ1 . Pofftomu iz (3.6) pri x = 0 i

σ → 0 sleduet, qto d dy P (^{N(τ)}∑ k=1 Y_k < y ) =^{ηλ1} √ λ 2(λ + λ1)3/2 e −|y|η √ λ/ √ λ+λ_1 .

U raspredeleniØ s takoæ plotnost~¸ est~ nagruzka v nule, t. e. P (^{N(τ)}∑ k=1 Y_k = 0 ) = P(τ < τ_1) =^λ_{λ + λ1} .

2. Rassmotrim diffuzi¸ so skaqkami, kotorye ne zavisØt ot

poloßeniØ diffuzii v moment predxestvu¸wiæ skaqku. V dannom sluqae ρ(x, y) = y, i uravnenie (2.4) dlØ funkcii G_y(x), opredelØemoæ formuloæ (2.3), prinimaet sledu¸wiæ vid

G_y(x) = G^{λ,λ1}_y (x) + EG_y(Y_1) ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) dz. (3.7) PodstavlØØ v ffto uravnenie vmesto x veliqinu Y_1 i vyqislØØ ot obeih qasteæ ravenstva matematiqeskoe oßidanie, poluqaem

EG_y(Y_1) = EG^{λ,λ1}_y (Y_1) ( 1 − ∞∫ −∞ EG^{λ1,λ}_z (Y_1) dz )_{−1} . V rezul~tate rexenie uravneniØ (3.7) imeet vid

G_y(x) = G^{λ,λ1}_y (x) + E^G λ1 ,λ y (Y1) 1 − ∞∫ −∞ EG^{λ1 ,λ}z (Y1) dz ∞∫ −∞ G^{λ1 ,λ}_z (x) dz, (3.8)

gde funkciØ G^{λ,λ1}y (x) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi (2.5)–(2.7).

46 A. N. BORODIN

Pust~ X(s) := W^{(μ)} (s) = μs + σW (s) – brounovskoe dvißenie s lineænym snosom. Rassmotrim otveqa¸wu¸ fftomu processu diffuzi¸ J^{(μ)} so skaqkami, ne zavisØwimi ot poloßeniØ diffuzii.

Vyqislim snaqala perehodnu¸ plotnost~ d dy P_x ( J^{(μ)} (τ ) < y ) . (3.9)

Rexenie zadaqi (2.5), (2.6) dlØ σ(x) ≡ σ i μ(x) ≡ μ, f(x) ≡ 0,

a = −∞, b = ∞ imeet vid

G^{λ,λ1}_y (x) =^λ √ 2(λ + λ1)σ2 + μ2 e^{(μ(y−x)−|x−y|} √_{2(λ+λ1)σ2 +μ2 )/σ2} . (3.10)

Poskol~ku v dannom sluqae ∞∫ −∞ G^{λ1 ,λ}z (x) dz =^{λ1}_{λ + λ1} , to d dy P_x ( J^{(μ)}(τ ) < y ) =^λ √ 2(λ + λ1)σ2 + μ2 e^{(μ(y−x)−|x−y|} √_{2(λ+λ1)σ2+μ2 )/σ2} + +^{λ1} √ 2(λ + λ1)σ2 + μ2 Ee^{(μ(y−Y1)−|Y1−y|} √_{2(λ+λ1)σ2 +μ2 )/σ2} . (3.11)

DlØ togo, qtoby vyqislit~ perehodnu¸ plotnost~ v fiksirovannyæ moment vremeni t, podelim pravu¸ qast~ (3.11) na λ i naædem obratnoe preobrazovanie Laplasa po λ. V rezul~tate poluqim d dy P_x ( J^{(μ)}(t) < y ) =^1√_{2πt σ} e^{−λ1t−(y−x−μt)2/2tσ2} +

+^{λ1}√_{2π σ} t∫ 0 e−λ^1 s √ s Ee^{−(y−Y1−μs)2/2sσ2} ds. (3.12) Vyqislim sovmestnu¸ funkci¸ raspredeleniØ d dy P_x ( sup 06s6τ^J (μ)(s) 6 b, J^{(μ)}(τ ) < y ) (3.13)

v predpoloßenii ediniqnoæ dispersii u processa brounovskogo dvißeniØ. Rexenie zadaqi (2.5)–(2.7), x, y ∈ R, dlØ σ(x) ≡ 1 i

μ(x) ≡ μ, f(x) ≡ 0, a = −∞, imeet vid G^{λ,λ1}_y (x) =^{λ1I(−∞,b)(x)1I(−∞,b)(y)} √ 2λ + 2λ1 + μ2 ( e^{μ(y−x)−|x−y|} √_{2λ+2λ1+μ2} −

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV 47 −e^{−(b−y)(} √_{2λ+2λ1+μ2 +μ)} e^{−(b−x)(} √_{2λ+2λ1+μ2 −μ)}) . (3.14)

Poloßim v^+ = max{0, v}. Togda ∞∫ −∞ G^{λ1,λ}_z (x) dz =^{λ1}_{λ + λ1} ( 1 − e^{−(b−x)+(} √_{2λ+2λ1+μ2 −μ)}) . i pri x, y ∈ (−∞, b) d dy P_x ( sup 06s6τ^J (μ) (s) 6 b, J^{(μ)}(τ ) < y ) =^{λ eμ(y−x)−|x−y|} √ 2λ+2λ_1 +μ^2 √ 2λ + 2λ1 + μ2 − −^{λ eμ(y−x)+(x+y−2b)} √ 2λ+2λ_1 +μ^2 √ 2λ + 2λ1 + μ2

+^{λ1} ( 1 − e−(b−x)^+ ( √ 2λ+2λ_1 +μ^2−μ))

λ + λ1Ee−(b−Y^1)^+( √ 2λ+2λ_1 +μ^2−μ) × ×^λ √ 2λ + 2λ1 + μ2 ( E { e^{μ(y−Y1)−|Y1−y|} √_{2λ+2λ1+μ2} 1I_{(−∞,b)}(Y_1) } − −E { e^{μ(y−Y1)+(Y1+y−2b)} √_{2λ+2λ1+μ2} 1I_{(−∞,b)}(Y_1) }) . Literatura

1. Borodin A. N., Raspredelenie funkcionalov ot skaqkoobraznyh diffuziæ.

— Zap. nauqn. semin. POMI, 339 (2006), 15–36.

2. Kac M., On some connections between probability theory and differential and integral equations. Proc. Second Berkley Symp. Math. Stat. Probab. (1951), pp. 189–215.

3. Mordecki E., Ruin probabilities for Lévy processes with mixed exponential negative jumps. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 48, ˝ 1 (2003), 188–194.

4. Skorohod A. V., Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi. M., Nauka, 1964.

Borodin A. N. Distributions of functionals of bridges of diffusions with jumps.

The paper deals with a methods of computations of distributions of functionals of bridges of a process which is a generalization of the diffusion with jumps. The approach to the computation of the distributions of integral functionals of bridges is the same as for diffusion itself. It is based on the computation of the Laplace transform of the distributions of integral functionals.

Postupilo 9 aprelØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: borodin@pdmi.ras.ru