Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 341, 2007 g.

T. Androwuk

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI S DROBNYM GAUSSOVYM XUMOM. SHEMA �`LERA S MALYMI VOZMUWENI˚MI

0. Vvedenie

NastoØwaØ rabota sostoit iz dvuh principial~nyh qasteæ. PervaØ qast~ (punkty 1–4) posvØwena asimptotiqeskomu povedeni¸ bilineænoæ modeli s drobnym gaussovym xumom, dlØ kotoroæ dokazan variant predel~noæ teoremy Donskera–Prohorova; vtoraØ (punkty 5–7) – shodimosti shemy �ælera s malymi vozmuweniØmi dlØ stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ s drobnym brounovskim dvißeniem (SDU s DBD). Esli pervaØ qast~ raboty moßet byt~ interesna s toqki zreniØ ffkonometriki, poskol~ku v neæ rassmatrivaetsØ bilineænaØ model~, oblada¸waØ svoæstvom dolgoæ pamØti, to rezul~tat vtoroæ qasti otnositsØ k teorii priblißeniØ rexeniæ SDU. Pri fftom, issledovanie asimptotiqeskogo povedeniØ bilineænoæ modeli v pervoæ qasti opiraetsØ na rezul~tat o shodimosti shemy �ælera s malymi vozmuweniØmi vo vtoroæ qasti.

1. StandartnaØ bilineænaØ model~.

Svoæstvo dolgoæ pamØti

V obwem vide diskretnaØ bilineænaØ model~, opredelØetsØ rekurrentnym uravneniem

X_k = p∑ j=1 a_j X_{k−j} + m∑ l_1=1 k∑ l_2 =1 b_{l1, l2} X_{k−l1} ε_{k−l2} + r∑ j=0 c_j ε_{k−j}, (1.1)

gde {ε_k} ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ belogo xuma. Model~ (1.1), oboznaqaemaØ kak BL(p, r, m, k), obobwaet lineænu¸ model~

ARM A(p, r) = BL(p, r, 0, 0) putem vvedeniØ bilineænyh qlenov

Rabota vypolnena v ramkah proekta INTAS No. 03-51-3714. 5

6 T. ANDROWUK

pri b_{l1, l2} ≠ 0. V ffkonometriqeskih priloßeniØh zaqastu¸ pol~- zu¸tsØ bolee uzkim klassom processov BL(1, 0, 1, 1), qto uprowaet analiz modeli, no ostavlØet ee bilineænu¸ specifiku. Takße osobogo vnimaniØ zaslußivaet sluqaæ a_1 = 1, poskol~ku lineænym analogom modeli BL(1, 0, 1, 1) v fftom sluqae ØvlØetsØ obyqnoe sluqaænoe blußdanie, ime¸wee mnoßestvo priloßeniæ, i vydelØemoe iz obwego sluqaØ a_1 ≠ 1 s pomow~¸ nesloßnyh testovyh procedur. Model~ BL(1, 0, 1, 1) s kofffficientami a_1 = 1,

c_0 = 1 nazyvaetsØ U RB (ot “unit root bilinear”) model~¸, bla-

godarØ opredeleni¸ v [1]. DlØ U RB modeli poluqeny sledu- ¸wie analitiqeskie rezul~taty. V rabote [1] byl predloßen test, pozvolØ¸wiæ obnarußit~ prisutstvie bilineænogo qlena vo vremennom rØde, qto daet vozmoßnost~ razliqat~ U RB model~ i sluqaænoe blußdanie. V rabote [2] poluqena shodimost~ po raspredeleni¸ shemy U RB seriæ k rexeni¸ SDU, ime¸wego bilineænu¸ formu. Pri fftom pokazano, qto dlØ predel~nogo nepreryvnogo processa takße vozmoßno testirovanie na prisutstvie bilineænoæ komponenty.

V nastoØweæ rabote rassmotrivaetsØ U RB model~ s drobnym gaussovym xumom vmesto belogo xuma. Drobnyæ gaussovyæ xum (termin vzØt iz [3]) opredelØetsØ kak prirawenie processa drobnogo brounovskogo dvißeniØ i predstavlØet sobo¸ primer stacionarnogo processa, oblada¸wego svoæstvom dolgoæ pamØti. Formal~noe opredelenie fftogo svoæstva, soglasno [3], sledu¸- wee.

Opredelenie 1. Pust~ εt – stacionarnyæ process, dlØ kotorogo

suwestvu¸t deæstvitel~noe qislo α ∈ (0, 1) i postoØnnaØ c > 0 takie, qto lim_{k→∞} σ^{−2} cor(ε_t, ε_{t+k})/[c k^{−α}] = 1.

Togda ε_t nazyvaetsØ stacionarnym processom s dolgoæ pamØt~¸.

Odnim iz analitiqeskih apparatov, pozvolØ¸wih ustanovit~ svoæstvo dolgoæ pamØti, est~ t. n. R/S statistika, da¸waØ ocenku parametra Hersta H, kotoryæ svØzan s qislom α iz OpredeleniØ 1 sootnoxeniem H = 1−α/2. V sluqae, esli model~ obladaet svoæstvom markovosti ili tol~ko “korotkoæ” pamØt~¸ (kak, naprimer, ARM A(p, r) model~), znaqenie parametra Hersta budet ravno 1/2, esli ße dannye oblada¸t svoæstvom dolgoæ pamØti,

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 7

parametr H budet nahodit~sØ v intervale (1/2; 1). Analiz izmeneniØ logarifma ceny akciæ, kursov val¸t i drugih ffkonometriqeskih vremennyh rØdov obyqno daet ocenku parametra H meßdu znaqeniØmi 0, 6 i 0, 7 (naprimer, sm. raboty [4–7] i ssylki v nih), qto ukazyvaet na prisutstvie svoæstva dolgoæ pamØti v fftih rØdah.

Drugoæ metod, demonstriru¸wiæ prisutstvie dolgoæ pamØti v ffkonometriqeskih vremennyh rØdah, sostoit v analize spektral~noæ plotnosti ffkonometriqeskih vremennyh rØdov (sm. [8, 9]). Tak, Grenger ustanovil, qto tipiqnoæ formoæ spektral~noæ plotnosti dlØ takih rØdov ØvlØetsØ funkciØ s pol¸som v nule, qto ostaetsØ vernym daße posle udaleniØ iz dannyh vseh “izvestnyh” biznes-ciklov i trendov. Taku¸ ße formu spektral~- noæ plotnosti imeet i process s dolgoæ pamØt~¸ (sm. [3]).

Primerom teoretiqeskoæ modeli, v kotoroæ sdelany popytki uqest~ ffmpiriqeski proØvlØemu¸ dolgu¸ pamØt~, est~ model~ Blffka-Xoulsa finansovogo rynka (sm. raboty [10–12] i ssylki v nih). Ee “drobnye” ili “smexannye” varianty, v kotoryh vinerovskiæ process zamenen na DBD ili smes~ fftih dvuh processov, byli issledovany na predmet arbitraßnosti rynka, vozmoßnosti hedßirovaniØ plateßnyh obØzatel~stv i opredeleniØ optimal~noæ ceny proizvodnyh cennyh bumag.

2. BilineænaØ model~ s drobnym gaussovym xumom

Rassmotrim diskretnyæ process Y , zadannyæ rekurrentnoæ formuloæ

Y_0 = x_0, Y_k = Y_{k−1} + bY_{k−1}ε_{k−1} + ε_k, k ≥ 1, (2.1)

gde posledovatel~nost~ drobnogo gaussovogo xuma {ε_k} opredelØetsØ kak posledovatel~nost~ normirovannyh priraweniæ drobnogo brounovskogo dvißeniØ B_t:

ε_0 = 0, ε_k = σ · (B_k − B_{k−1}) , k ≥ 1, σ > 0.

Model~ (2.1) budem nazyvat~ bilineænoæ model~¸ s drobnym gaussovym xumom ili drobnoæ bilineænoæ model~¸.

Process drobnogo brounovskogo dvißeniØ B_t (nazvanie blagodarØ rabote [13]), po kotoromu stroitsØ posledovatel~nost~

8 T. ANDROWUK

xuma {ε_k}, po opredeleni¸ est~ nepreryvnyæ startu¸wiæ s nulØ centrirovannyæ gaussovskiæ process so stacionarnymi priraweniØmi i kovariacionnoæ funkcieæ EB_sB_t = 1 2 ( s^{2H} + t^{2H} − |t − s|^{2H} ) , (2.2)

gde parametr Hersta H ∈ (0, 1). Nesloßno videt~, qto pri H = 1/2 DBD sovpadaet s obyqnym vinerovskim processom.

Izvestno, qto DBD obladaet svoæstvom avtomodel~nosti s kofffficientom H: B_{c t} ≃ c^H B_t, gde znak ≃ oznaqaet ravenstvo po raspredeleni¸. Bolee togo (napr., sm. [3, 14]), ffto svoæstvo vmeste so stacionarnost~¸ priraweniæ, centrirovannost~¸ i koneqnost~¸ vtoryh momentov processa opredelØet s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ korrelØcionnu¸ funkci¸ (2.2), a takße avtokorrelØcionnu¸ funkci¸ priraweniæ

ρ(k) := σ^{−2} cor(ε_t, ε_{t+k}) = 1 2 ( (k + 1)^{2H} − 2k^{2H} + (k − 1)^{2H} ) . Poskol~ku ρ(k) ∼ H(2H − 1)k^{2H−2}, k → ∞, to, soglasno Opredeleni¸ 1, priraweniØ DBD {ε_k} ime¸t svoæstvo dolgoæ pamØti s kofffficientom α = 2 − 2H, esli tol~ko

H ∈ (1/2, 1). Tak kak nas interesuet imenno ffto svoæstvo, v dal~-

neæxem sqitaem, qto H ∈ (1/2, 1).

3. Postroenie predel~noæ shemy

My budem issledovat~ asimptotiqeskoe povedenie processa Y , zadannogo formuloæ (2.1), pri opredelennoæ normirovke prostranstvennoæ i vremennoæ koordinat. PredstavlØet interes stepennaØ normirovka koordinat, kotoraØ preobrazuet sluqaænu¸ posledovatel~nost~ {Z_k} v process

Z^{(n)}(t) := n^{−λ} · Z_{[n t]}, (3.1)

gde λ > 0 – parametr. Pri fftom nußno podobrat~ parametr λ takim obrazom, qtoby normirovannyæ process Z^{(n)} slabo shodilsØ v prostranstve Skorohoda D[0, T ] pri n → ∞.

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 9

Klassiqeskiæ primer predel~noæ shemy takogo roda poluqaetsØ iz principa invariantnosti Donskera–Prohorova. Soglasno fftomu principu (sm. [17, Teorema 16.1]), sluqaænoe blußda- nie X_0 = x_0, X_k = X_{k−1} + ε_k, k ≥ 1,

s Var{ε_k} = σ^2 < ∞ imeet sledu¸wu¸ asimptotiku pri stepennoæ normirovke s λ = 1/2: n^{−1/2} · X_{[n ·]} ⇒ σW (·), gde W – vinerovskiæ process.

Kak otmeqaetsØ v rabote [2], v sluqae U RB modeli s b ≠ 0 nel~zØ podobrat~ stepennu¸ normirovku vida (3.1), kotoraØ davala by netrivial~nu¸ asimptotiku pri n → ∞. Pofftomu v [2] predlagaetsØ zamenit~ process X_k U RB modeli shemoæ seriæ processov ~X^{(n)}_k s peremennym “malym” kofffficientom b = b_n:

~X^{(n)}_0 = x_0, ~X^{(n)}_k = ~X^{(n)}_{k−1} + b_n ~X^{(n)}_{k−1}ε_{k−1} + ε_k, (3.2)

DlØ fftoæ shemy tam ße dokazano

Utverßdenie 1. Pust~ {εk} – posledovatel~nost~ nezavisimyh

odinakovo raspredelennyh centrirovannyh sluqaænyh veliqin, dlØ kotoryh E ε^2_k = σ^2, E ε^4_k < ∞. Pust~ takße b_n = β · n^{−1/2}, gde β > 0 – fiksirovano. Togda

X^{(n)}(·) := n^{−1/2} · ~X^{(n)}_{[n ·]} ⇒ X_β (·),

gde predel~nyæ process X_β ØvlØetsØ rexeniem SDU dX(t) = σ ( 1 + β X(t) ) dW_t + βσ^2 dt, X(0) = 0.

V sluqae bilineænoæ modeli s drobnym gaussovym xumom (2.1) moßno rassmatrivat~ dve shemy, kotorye v predele dadut rezul~tat, podobnyæ Utverßdeni¸ 1.

PervaØ shema stroitsØ po analogii s (3.2) s pomow~¸ “malogo” parametra b. A imenno, poloßiv

~Y^{(n)}_0 = x_0, ~Y^{(n)}_k = ~Y^{(n)}_{k−1} + b_n ~Y^{(n)}_{k−1}ε_{k−1} + ε_k, k ≥ 1, (3.3)

gde b_n := b · n^{−H} , moßno rassmatrivat~ normirovannyæ process

Y^{(n)}(t) := n^{−H} · ~Y^{(n)}_{[n t]}, t ≥ 0. (3.4)

10 T. ANDROWUK

Drugu¸ estestvennu¸ predel~nu¸ shemu poluqim, esli v opredelenii veliqin ε_k sdelaem “malym” xag priraweniØ processa

B_t. DlØ fftogo vmesto (2.1) rassmotrim uravnenie

~Y^{(n)}_0 = x^{(n)}_0 , ~Y^{(n)}_k = ~Y^{(n)}_{k−1} + b ~Y^{(n)}_{k−1}ε^{(n)}_{k−1} + ε^{(n)}_k , k ≥ 1, (3.5) s ε^{(n)}_0 = 0, ε^{(n)}_k := σ · ( B k_n − B k�1_n ) , k ≥ 1, i ot posledovatel~nosti { ~Y^{(n)}_k , k ≥ 0} pereædem k stupenqatomu processu

Y^{(n)}(t) := ~Y^{(n)}_{[n t]}, t ≥ 0. (3.6)

Zametim, qto, v otliqie ot (3.4), v uravnenii (3.6) λ = 0, to est~ normirovku po prostranstvennoæ koordinate provodit~ ne nußno.

Pered tem kak formulirovat~ predel~nu¸ teoremu, pokaßem, qto shema (3.3)–(3.4) v kakom-to smysle ØvlØetsØ qastnym sluqaem shemy (3.5)–(3.6). Deæstvitel~no, esli normiru¸wiæ mnoßitel~ n^{−H} primenit~ v uravnenii (3.3) vmesto uravneniØ (3.4), shema (3.3)–(3.4) priobretaet vid

^Y^{(n)}_0 = x^0 n^H , ^Y^{(n)}_k = ^Y^{(n)}_{k−1} + b ^Y^{(n)}_{k−1} ε_{k−1} n^H + ε_k n^H , k ≥ 1, Y^{(n)}(t) = ^Y^{(n)}_{[n t]}, t ≥ 0.

No, blagodarØ svoæstvu avtomodel~nosti DBD, ε_k n^H ≃ σ · ( B k_n − B k�1_n ) = ε^{(n)}_k , k ≥ 1.

Sledovatel~no, process Y^{(n)}, postroennyæ po sheme (3.3)–(3.4), sovpadaet po raspredeleni¸ s processom, postroennym po sheme (3.5)–(3.6) dlØ x^{(n)}_0 = x_0/n^H .

4. Predel~naØ teorema dlØ drobnoæ bilineænoæ modeli

Sledu¸waØ teorema opisyvaet asimptotiqeskoe povedenie shemy seriæ s umen~xa¸wimsØ xagom priraweniØ (3.5)–(3.6) dlØ drobnoæ bilineænoæ modeli. V otliqii ot UtverßdeniØ 1 dlØ standartnoæ U RB modeli, ona daet shodimost~ po veroØtnosti, a ne tol~ko po raspredeleni¸. �to dostigaetsØ za sqet

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 11

togo, qto vse dopredel~nye processy Y^{(n)} upravlØ¸tsØ odnoæ i toæ ße versieæ processa DBD.

Kak sledstvie sledu¸weæ teoremy i zameqaniæ v konce predyduwego punkta, poluqaem shodimost~ po raspredeleni¸ predel~noæ shemy (3.3)–(3.4) k tomu ße predel~nomu processu, qto i dlØ shemy (3.5)–(3.6). Shodimost~ po veroØtnosti v dannom sluqae nevozmoßna, poskol~ku, za sqet masxtabirovaniØ po vremennoæ i prostranstvennoæ koordinatah, processami Y^{(n)} pri raznyh n upravlØ¸t raznye processy B^{(n)}_· = n^{−H} B_{[n ·]}, ravnye meßdu soboæ lix~ po raspredeleni¸.

Dokazatel~stvo teoremy osnovano na rezul~tate Teoremy 2 o shodimosti priblißeniæ �ælera s malymi vozmuweniØmi.

Teorema 1. Pust~ {Bt, t ≥ 0} est~ drobnoe brounovskoe dvißenie

s parametrom Hersta H ∈ (1/2, 1). Shemu seriæ { ~Y^{(n)}_k } bilineænoæ modeli s drobnym gaussovym xumom postroim po pravilu

~Y^{(n)}_0 = x_0 + ξ^{(n)}_0 , ~Y^{(n)}_k = ~Y^{(n)}_{k−1} + b ~Y^{(n)}_{k−1}ε^{(n)}_{k−1} + ε^{(n)}_k , k ≥ 1,

gde x_0 ∈ R, sluqaænye veliqiny {ε^{(n)}_k } zadany s pomow~¸ processa {B_t}: ε^{(n)}_0 = 0, ε^{(n)}_k := σ · ( B k_n − B k�1_n ) , k ≥ 1, (4.1)

a sluqaænye veliqiny ξ^{(n)}_0 udovletvorØ¸t ocenke

|ξ^{(n)}_0 | ≤ L n^{−η} (4.2)

dlØ nekotorogo η > 0 i sluqaænoæ veliqiny L = L(ω), ne zavisØweæ ot n.

Togda dlØ stupenqatogo processa { Y^{(n)}(t) := ~Y^{(n)}_{[n t]} } imeet mesto shodimost~ po veroØtnosti sup t∈[0,1] |Y^{(n)}(t) − X(t)| →^P 0, n → ∞, (4.3) gde process X udovletvorØet stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ s uqastiem togo ße processa {B_t}: dX(t) = σ ( 1 + b · X(t) ) dB_t, X_0 = x_0. (4.4)

12 T. ANDROWUK

Zameqanie 1. Rexenie uravneniØ (3.4) moßet byt~ poluqeno

metodom variacii postoØnnyh i imeet vid

X(t) = x_0 exp {σβB_t} + σ t∫ 0 exp { σβ ( B_t − B_s )} dB_s. Dokazatel~stvo Teoremy 1. Opredelim posledovatel~nost~

{ ~V^{(n)}_k , k ≥ 0} kak

~V^{(n)}_k := ( 1 + b ε^{(n)}_k ) ~Y^{(n)}_k = ~Y^{(n)}_{k+1} − ε^{(n)}_{k+1}. (4.5)

Oqevidno, dlØ veliqin ~V^{(n)}_k spravedlivy sledu¸wie ravenstva:

~V^{(n)}_0 = x_0 + ξ^{(n)}_0 , ~V^{(n)}_k − ~V^{(n)}_{k−1} = ( 1 + b ε^{(n)}_k ) ( ~V^{(n)}_{k−1} + ε^{(n)}_k ) − ~V^{(n)}_{k−1} = σ ( 1 + b ~V^{(n)}_{k−1} ) · ( B k_n − B k�1_n ) + ξ^{(n)}_k , k ≥ 1, (4.6)

gde vvedeno oboznaqenie

ξ^{(n)}_k := b ( ε^{(n)}_k )_2

, k ≥ 1. (4.7)

Stupenqatyæ process { V^{(n)}(t) := ~V^{(n)}_{[n t]} } predstavlØet sobo¸ opredelennoe v punkte 6 priblißenie �ælera s vozmuweniØmi dlØ uravneniØ (4.4). Pokaßem, qto slagaemye ξ^{(n)}_k , udovletvorØ¸t uslovi¸ (6.4) Teoremy 2.

Deæstvitel~no, soglasno formulam (4.1), (4.7) i Utverßdeni¸ 2 dlØ ρ = (2H − 1)/3 spravedliva ocenka ε^{(n)}_k ≤ (σK) (1/n)^{H−ρ}, k = 1, n, (4.8) gde K = K(ω; ρ). Iz poslednego neravenstva i usloviØ (4.2) teoremy poluqaem ocenki |ξ^{(n)}_0 | ≤ L 1 n^η , sup_{k=1,n} |ξ^{(n)}_k | ≤ b(σK)^2 1 n^{1+ρ} , n∑ k=0 |ξ^{(n)}_k | ≤ L 1 n^η + b(σK)^2 1 n^ρ , (4.9)

otkuda sleduet vypolnenie usloviØ (6.4) s δ = 1/n, D = max ( L, b(σK)^2 ) , γ = min(η, ρ).

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 13

Teper~ my moßem vospol~zovat~sØ Teoremoæ 2, iz kotoroæ sleduet shodimost~ po veroØtnosti

s_n := sup_{t∈[0,1]} |V^{(n)}(t) − X(t)| →^P 0, n → ∞.

Zametim, qto, blagodarØ sootnoxeniØm (4.5), (4.6), imeet mesto sledu¸waØ ocenka |Y^{(n)}(t) − X(t)| ≤ |Y^{(n)}(t) − V^{(n)}(t)| + |V^{(n)}(t) − X(t)| ≤ | ~V^{(n)}_{[nt]−1} + ε^{(n)}_{[nt]} − ~V^{(n)}_{[nt]} | + s_n ≤ |b ~V^{(n)}_{[nt]−1}| · |ε^{(n)}_{[nt]}| + |ξ^{(n)}_{[nt]}| + s_n. Iz (4.9) imeem sup t∈[0,1] |ξ^{(n)}_{[nt]}| →^P 0, n → ∞. Potomu dlØ dokazatel~stva shodimosti (4.3) ostalos~ pokazat~, qto sup t∈[0,1] |b ~V^{(n)}_{[nt]−1}| · |ε^{(n)}_{[nt]}| →^P 0, n → ∞. (4.10) Pust~ Δ > 0 – proizvol~noe. Fiksiruem nekotoroe λ ∈ ( 0, min(H − 1/2, γ) ) . Soglasno Lemme 1, dlØ l¸bogo ε > 0 naædutsØ n_0 = n_0(ε/2) > 0 i Ω_{ε/2, n0} ⊂ Ω takie, qto P (Ω_{ε/2, n0} ) > 1 − ε/2 i dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε/2, δ0} , n > n_0 vypolnØetsØ uslovie sup t∈[0,1] | ~V^{(n)}_{[nt]−1}| ≤ C_0(ω). Poskol~ku C_0 ne zavisit ot n, to imeet mesto shodimost~ C_0(ω) (1/n)^{H−ρ} · 1I_{Ωε/2, n0} (ω) →^P 0, n → ∞. Pofftomu s uqetom (4.8) dlØ dostatoqno bol~xih n > n_0 imeem P ( sup t∈[0,1] |b ~V^{(n)}_{[nt]−1}| · |ε^{(n)}_{[nt]}| ≥ Δ ) ≤ P ( C (1/n)^{H−ρ} · 1I_{Ωε/2, n0} > Δ )

+P ( Ω\Ω_{ε/2, n0} ) < ε/2 + ε/2 = ε, qto dokazyvaet (4.10) v silu proizvol~nosti Δ > 0. �

14 T. ANDROWUK

5. Standartnoe priblißenie �ælera dlØ rexeniæ SDU s DBD

Rassmotrim stohastiqeskoe differencial~noe uravnenie s DBD X_t = x_0 + t∫ 0 b(u, X_u)du + t∫ 0 σ(u, X_u)dB_u, t ∈ [0, T ], (5.1) gde integral po DBD ponimaetsØ kak potraektorno opredelennyæ drobnyæ integral (sm. [15]). Pri takom opredelenii integrala i vypolnenii nekotoryh usloviæ nepreryvnosti na funkcii b(t, x), σ(t, x) v [16] dokazano suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ uravneniØ (5.1), priqem rexenie X s veroØtnost~¸ 1 prinadleßit klassu X ∈ C^{H−ρ}([0, T ]) pri ρ > 0.

StandartnaØ shema priblißeniØ �ælera dlØ uravneniØ (5.1) opredelØetsØ processom

X^π_0 = x_0; X^π_{tn+1} = X^π_{tn} + b(t_n, X^π_{tn} )Δt_n + σ(t_n, X^π_{tn} )ΔB_{tn} ,

X^π_t = X^π_{tn} , t ∈ [t_n, t_{n+1}) (5.2)

dlØ razbieniØ π = {0 = t_0 < t_1 < . . . < t_{N−1} < t_N = T } otrezka

[0, T ].

Naskol~ko avtoru izvestno, issledovanie shodimosti shemy �ælera X^π → X pri |π| → 0 dlØ uravneniæ s DBD provodilos~ v otnositel~no nebol~xom koliqestve rabot. Tak, v [18] ustanovlena takaØ shodimost~ po veroØtnosti v ravnomernoæ norme dlØ sluqaØ σ(t, x) = σ(t). V stat~e [19] dlØ odnorodnogo sluqaØ

b(t, x) = b(x), σ(t, x) = σ(x), gde b(x) i σ(x) – ograniqennye i

dostatoqno gladkie funkcii, pri H > 1/2 poluqena toqnaØ skorost~ shodimosti X^π k X kak v ravnomernoæ norme, tak i dlØ fiksirovannogo t ∈ [0, T ]. Nakonec, v rabote [20] pri H > 1/2 i dostatoqno obwih usloviØh na funkcii b(t, x), σ(t, x), sovpada¸wih s usloviØmi suwestvovaniØ i edinstvennosti rexeniØ uravneniØ (5.1), dokazana shodimost~ k rexeni¸ X v ravnomernoæ norme po veroØtnosti, a pri dopolnitel~nom uslovii ograniqennosti funkciæ b(t, x), σ(t, x) – shodimost~ v ravnomernoæ norme s veroØtnost~¸ 1.

6. Shodimost~ shemy �ælera s malymi vozmuweniØmi

My ne moßem ispol~zovat~ izvestnye rezul~taty o shodimo-

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 15

sti priblißeniæ �ælera, pereqislennye v predyduwem punkte, dlØ issledovaniØ asimptotiki bilineænoæ modeli, poskol~- ku normirovannyæ process, voznika¸wiæ v fftoæ modeli, ne moßet byt~ predstavlen formuloæ (5.2). Tak process V^{(n)} iz dokazatel~stva Teoremy 1 otliqaetsØ ot processa vida (5.2) tol~- ko naliqiem slagaemyh ξ^{(n)}_k v formule (4.6). No slagaemye ξ^{(n)}_k ravnomerno po k = 1, n stremØtsØ k nul¸ so skorost~¸ n^{−2H+ε}. Pofftomu voznikaet estestvennyæ vopros: naskol~ko malym dolßno byt~ otklonenie ot standartnoæ shemy �ælera (5.2), qtoby asimptotiqeskoe povedenie takoæ shemy sovpadalo s povedeniem standartnoæ shemy. Issledovani¸ fftogo voprosa posvØwen nastoØwiæ punkt.

S cel~¸ uproweniØ vykladok, ograniqimsØ rassmotreniem bilineænogo uravneniØ vida

X_t = x_0 + t∫ 0 (1 + bX_u) dB_u, t ∈ [0, T ]. (6.1)

Takße kak i v (5.1), integral v uravnenii (6.1) ponimaetsØ kak potraektorno opredelennyæ drobnyæ integral.

Zameqanie 2. Rezul~tat Teoremy 2 dlØ uravneniØ obwego vi-

da (5.1) moßno poluqit~, kombiniruØ dokazatel~stvo rezul~tata o shodimosti shemy �ælera v rabote [20] s qastØmi dokazatel~- stva Teoremy 2, v kotoryh provoditsØ ocenivanie otklonØ¸wih qlenov.

DlØ N > 0 poloßim δ = δ(N ) = T /N ; τ_n = nδ, n = 0, N; k(t) = max{n : τ_n ≤ t}, t ∈ [0, T ]. Pust~ zadana nekotoraØ shema seriæ sluqaænyh veliqin ξ^δ =

{ξ^δ_n, n = 0, N}. Opredelim process Y^δ v toqkah {τ_n, n = 0, N} is-

hodØ iz rekurrentnogo pravila

Y^δ_{τ0} = x_0 +ξ^δ_0, Y^δ_{τn} = Y^δ_{τn}�_1 +(1+bY^δ_{τn}�_1 )ΔB_{τn}�_1 +ξ^δ_n, n = 1, N, (6.2)

gde ΔB_{τn} = B_{τn+1} − B_{τn} , i prodolßim ego na toqki t ∈ [0, T ] \ {τ_n} stupenqato:

Y^δ_t = Y^δ_{τk(t)} , t ∈ [0, T ]. (6.3)

16 T. ANDROWUK

V dokazatel~stve sledu¸weæ teoremy v znaqitel~noæ mere ispol~zuetsØ tehnika, primenennaØ pri dokazatel~stve Teorem 2.2 i 3.1 raboty [20].

Teorema 2. Pust~ H ∈ (1/2, 1). Predpoloßim, qto pri nekotorom

γ > 0 suwestvuet sluqaænaØ veliqina D = D(ω; γ), ne zavisØwaØ ot δ, takaØ qto dlØ vsØkogo δ > 0 vypolnØetsØ

|ξ^δ_0| ≤ D δ^γ , sup i=1,N |ξ^δ_i | ≤ D δ^{1+γ} , Ξ^δ_{0,N} := N∑ i=0 |ξ^δ_i | ≤ 2D δ^γ . (6.4)

Togda dlØ processa Y^δ, zadannogo formulami (6.2) i (6.3) vypolnØetsØ sup t∈[0,T ] |Y^δ_t − X_t| →^P 0, δ → 0. Dokazatel~stvo. Pust~ process^~Y^δ zadaetsØ integral~nym ura-

vneniem

~Y^δ_t = x_0 + ξ^δ_0 + t∫ 0 (1 + b ~Y^δ_{τk(u)} )dB_u + t∫ 0 δ^{−1}ξ^δ_{k(u)+1}du. (6.5)

Nesloßno videt~, qto process ~Y^δ nepreryven na otrezke t =

[0, T ], a v toqkah t = τ_n sovpadaet s processom Y^δ : ~Y^δ_{τn} = Y^δ_{τn} , n = 0, N. My dokaßem teoremu, ustanoviv sledu¸wie dve shodimosti sup t∈[0,T ] | ~Y^δ_t − X_t| →^P 0, sup_{t∈[0,T ]} |Y^δ_t − ~Y^δ_t | →^P 0, δ → 0. (6.6)

Snaqala dokaßem lemmu ob ograniqenosti processa ~Y^δ.

Lemma 1. Suwestvuet sluqaænaØ veliqina C0 = C0(ω; γ, Xo, b, T )

takaØ, qto dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ qislo 0 < δ_0(ε) < 1 i mnoßestvo fflementarnyh sobytiæ Ω_{ε, δ0} ⊂ Ω, dlØ kotorogo P (Ω_{ε, δ0} ) > 1 − ε, takie, qto dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ sup u∈[0,T ] | ~Y^δ_u | ≤ C_0.

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 17

Dokazatel~stvo. Fiksiruem postoØnnye α i ρ takie, qto 1−H <

α < 1/2, 0 < ρ < H −α. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~,

qto δ < 1.

Iz opredeleniØ processa ~Y^δ (6.5) i UtverßdeniØ 3 poluqaem

ocenku

| ~Y^δ_t | ≤ |x_0| + | | t∫ 0 (1 + b ~Y^δ_{τk(u)} )dB_u | | + k(t)+1∑

i=0 |ξ^δ_i |

≤ |x_0| + |B_t| + Ξ^δ_{0,N} + G (_t∫ 0 b| ~Y^δ_{τk(u)} |u^{−α}du

+ t∫ 0 r∫ 0 b | |~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1}du dr )

≤ C ( 1 + t∫ 0 | | ~Y^δ_{τk(u)} | |u^{−α}du + t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 | ~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_u |(r − u)^{−α−1}du dr

+ t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 | | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | |(r − u)^{−α−1}du dr ) , (6.7)

gde C = C(ω; α, γ, x_0, b, T ) = |x_0| + |B_t| + 2D + b G(α, T ). Pol~zuØs~ opredeleniem ~Y^δ i Utverßdeniem 2, ustanavlivaem

sledu¸wee: | | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | | ≤ | |1 + b ~Y^δ_{τk(u)} | | | |B_u − B_{τk(u)} | | + δ^{−1} | |ξ^δ_{k(u)+1} | |(u − τ_{k(u)}) ≤ K|1 + b ~Y^{δ,∗}_u |(u − τ_{k(u)})^{H−ρ} + D δ^γ (u − τ_{k(u)}) ≤ C δ^{H−ρ} ( 1 + | | ~Y^{δ,∗}_u | | ) , (6.8)

gde C = C(ω; γ, ρ, b, T ) i vvedeno oboznaqenie

~Y^{δ,∗}_t := sup u∈[o,t] | ~Y^δ_u |.

18 T. ANDROWUK

Oqevidno sledu¸wee neravenstvo: t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 (r − u)^{−α−1}du dr ≤ α^{−1} t∫ 0 (r − τ_{k(r)})^{−α}dr

≤ α^{−1}(T /δ) δ∫ 0 r^{−α}dr ≤ C(α, T ) δ^{−α}. (6.9) Ispol~zuØ (6.8) i (6.9), moßem ocenit~ slagaemoe t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1}du dr ≤ C ( 1 + | ~Y^{δ,∗}_t | ) δ^λ, (6.10)

gde λ = H − ρ − α > 0 blagodarØ vyboru postoØnnyh α i ρ.

Oboznaqiv dlØ 0 ≤ u < r ≤ T ϕ^δ_{u,r} := | ~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_u |(r − u)^{−α−1}, iz (6.7) i (6.10) poluqaem neravenstvo | ~Y^δ_t | ≤ C 1 + δ^λ| ~Y^{δ,∗}_t | + t∫ 0 | ~Y^δ_{τk(u)} |u^{−α}du + t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du dr s C = C(ω; α, γ, ρ, x_0, b, T ), otkuda srazu sleduet | ~Y^{δ,∗}_t | ≤ C 1 + δ^λ| ~Y^{δ,∗}_t | + t∫ 0 | ~Y^{δ,∗}_u |u^{−α}du + t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du dr . (6.11)

Teper~ ocenim integral τ_{k(t)}∫ 0 ϕ^δ_{s,t} ds. Analogiqno ocenke (6.7),

poluqaem | ~Y^δ_{τk(t)} − ~Y^δ_s | ≤ | | τ_{k(t)}∫

s (1 + b ~Y^δ_{τk(u)} )dB_u | | + | | τ_{k(t)}∫

s δ^{−1}ξ^δ_{k(u)+1}du | |

≤ |B_{τk(t)} − B_s| + G ( τ_{k(t)}∫ s b| ~Y^δ_{τk(u)} |(u − s)^{−α}du

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 19 + τ_{k(t)}∫

s r∫ s b| ~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1}du dr ) + τ_{k(t)}∫

s δ^{−1}|ξ^δ_{k(u)+1}|du

≤ C ( (τ_{k(t)} − s)^{H−ρ} + τ_{k(t)}∫

s | ~Y^δ_{τk(u)} |(u − s)^{−α}du

+ τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} ϕ^δ_{u,r} du dr + τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1}du dr

+ τ_{k(t)}∫

s δ^{−1}|ξ^δ_{k(u)+1}|du ) =: C 5∑ i=1 q^{(i)}_{s,t}, gde C = C(ω; α, ρ, b, T ) = 1 + K(ρ, T ) + b G(α, T ). V sledu¸wem neravenstve τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds ≤ C 5∑ i=1 τ_{k(t)}∫

0 q^{(i)}_{s,t}(t − s)^{−α−1} ds =: C 5∑ i=1 Q^{(i)}_t (6.12)

nam neobhodimo ocenit~ slagaemye Q^{(i)}_t , i = 1, 5 v ego pravoæ qasti. Poluqaem:

Q^{(1)}_t = τ_{k(t)}∫

0 (τ_{k(t)}−s)^{H−ρ}(t−s)^{−α−1} ds≤ τ_{k(t)}∫

0 (t−s)^{H−ρ−α−1} ds ≤ C T^{H−ρ−α}, gde C = (H − ρ − α)^{−1};

Q^{(2)}_t = τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(t)}∫

s | ~Y^δ_{τk(u)} |(u − s)^{−α}du (t − s)^{−α−1} ds

= τ_{k(t)}∫

0 | ~Y^δ_{τk(u)} | u∫ 0 (u − s)^{−α}(t − s)^{−α−1} ds du

≤ C(α) τ_{k(t)}∫

0 | ~Y^δ_{τk(u)} |(t − u)^{−2α} du,

20 T. ANDROWUK

gde poslednee neravenstvo poluqeno iz sledu¸wego sootnoxeniØ dlØ u < t: u∫ 0 (u − s)^{−α}(t − s)^{−α−1} ds = u^{−2α} 1∫ 0 (1 − s)^{−α}(t/u − s)^{−α−1} ds

≤ (t − u)^{−2α} ∞∫ 0 s^{−α}(1 − s)^{−α−1} ds =: (t − u)^{−2α}C(α). Dalee,

Q^{(3)}_t = τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} ϕ^δ_{u,r} du dr (t − s)^{−α−1} ds

= τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(r)}∫

0 u∫ 0 ϕ^δ_{u,r} (t − s)^{−α−1} ds du dr

≤ α^{−1} τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du (t − r)^{−α}dr. Vospol~zovavxis~ formuloæ (6.8), poluqaem

Q^{(4)}_t = τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1} du dr (t − s)^{−α−1} ds

≤ C δ^{H−ρ} ( 1 + | ~Y^{δ,∗}_t | )^{τk(t)}∫ 0 τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} (r − u)^{−α−1}(t − s)^{−α−1} du dr ds. Povtornyæ integral v poslednem vyraßenii ocenim kak τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(t)}∫

s τ_{k(r)}∫

s∧τ_{k(r)} (r − u)^{−α−1}(t − s)^{−α−1} du dr ds

= τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(r)}∫

0 u∫ 0 (r − u)^{−α−1}(t − s)^{−α−1} ds du dr

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 21 ≤ α^{−1} τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(r)}∫

0 (r − u)^{−α−1}(t − u)^{−α} du dr

≤ α^{−2} τ_{k(t)}∫

0 (r − τ_{k(r)})^{−α}(t − τ_{k(r)})^{−α} dr

= α^{−2} k(t)−1∑

n=0 (t − τ_n)^{−α} τ_{n+1}∫

τ_n (r − τ_n)^{−α} dr

= α^{−2}(1 − α)^{−1} k(t)−1 ∑ n=0 (t − τ_n)^{−α} δ^{1−α}

≤ α^{−2}(1 − α)^{−1}δ^{−α} τ_{k(t)}∫

0 (t − r)^{−α} dr ≤ C(α, T ) δ^{−α}. (6.13) Otkuda poluqaem

Q^{(4)}_t ≤ C δ^λ ( 1 + | ~Y^{δ,∗}_t | ) . I, nakonec,

Q^{(5)}_t = τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(t)}∫

s δ^{−1}|ξ^δ_{k(u)+1}|du (t − s)^{−α−1} ds

= δ^{−1} τ_{k(t)}∫

0 |ξ^δ_{k(u)+1}| u∫ 0 (t − s)^{−α−1} ds du ≤ ( α^{−1}D_1 ) δ^{β−1} τ_{k(t)}∫

0 (t − u)^{−α} du ≤ ( α^{−1}(1 − α)^{−1}D_1 ) δ^{β−1} t^{1−α} = C δ^γ . VozvrawaØs~ k neravenstvu (6.12), poluqaem τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds ≤ C 5∑ i=1 Q^{(i)}_t ≤ C ( 1 + τ_{k(t)}∫

0 | ~Y^δ_{τk(u)} |(t − u)^{−2α} du

+ τ_{k(t)}∫

0 τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du (t − r)^{−α}dr + δ^λ| ~Y^{δ,∗}_t | ) .

22 T. ANDROWUK

Vmeste s (6.11) ffto daet ocenku | ~Y^{δ,∗}_t | + τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds ≤ C ( 1 + δ^λ| ~Y^{δ,∗}_t | + t∫ 0 ( | ~Y^{δ,∗}_r | + τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du )

× ( 1 + r^{−α} + (t − r)^{−α} + (t − r)^{−2α} ) du ) . Poskol~ku postoØnnaØ C = C(ω) ne zavisit ot parametra δ, to dlØ l¸bogo ε > 0 naædutsØ takie δ_0 > 0 i Ω_{ε, δ0} ⊂ Ω, qto

P (Ω_{ε, δ0} ) > 1 − ε i dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ

C δ^λ| ~Y^{δ,∗}_t | ≤ 1 2 | ~Y^{δ,∗}_t | + τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds . (6.15)

Krome togo, my moßem primenit~ sledu¸wu¸ ocenku k podintegral~nomu Ødru:

1 + r^{−α} + (t − r)^{−α} + (t − r)^{−2α} ≤ 1 + t^{−α}(r/t)^{−α} + t^{−α}(1 − r/t)^{−α} + t^{−2α}(1 − r/t)^{−2α} ≤ ( 1 + t^{−α} ) (r/t)^{−2α} + ( t^{−α} + t^{−2α} ) (1 − r/t)^{−2α} ≤ t^{4α} ( 1 + 2t^{−α} + t^{−2α} ) r^{−2α}(t − r)^{−2α} ≤ C(α, T ) t^{2α}r^{−2α}(t − r)^{−2α}. (6.16) UqityvaØ (6.15) i (6.16), iz (6.14) poluqaem, qto dlØ ω ∈

Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ neravenstvo

| ~Y^{δ,∗}_t |+ τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds ≤ C+C t^{2α} t∫ 0 ( | ~Y^{δ,∗}_r |+ τ_{k(r)}∫

0 ϕ^δ_{u,r} du ) ·r^{−2α}(t−r)^{−2α}du. Iz lemmy Gronuolla (Utverßdenie 4) sleduet iskomaØ ocenka | ~Y^{δ,∗}_t | ≤ | ~Y^{δ,∗}_t | + τ_{k(t)}∫

0 ϕ^δ_{s,t} ds ≤ C c_1(α) exp { c_2(α) C^{1/(1−α)}T } =: C_0

pri ω ∈ Ω_{ε, δ0} i δ < δ_0, priqem C_0 = C_0(ω; α, γ, ρ, x_0, b, T ) ne zavisit ot δ, δ_0 ili ε.

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 23

Lemma 2. DlØ 0 < λ < min(H −1/2, γ) suwestvuet sluqaænaØ veli-

qina C_1 = C_1(ω; λ, γ, X_o, b, T ) takaØ, qto dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ qislo 0 < δ_0 < 1 i mnoßestvo fflementarnyh sobytiæ Ω_{ε, δ0} ⊂ Ω, dlØ kotorogo P (Ω_{ε, δ0} ) > 1 − ε, takie, qto dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ sup u∈[0,T ] |X_u − ~Y^δ_u | ≤ C_1 δ^λ. Dokazatel~stvo. Vyberem postoØnnye α i ρ takie, qto 1 − H <

α < 1/2, 0 < ρ < H − α − λ, i budem sqitat~ ih zafiksirovannymi

na protØßenii vsego dokazatel~stva. Krome togo, vospol~zuemsØ Lemmoæ 1 i dlØ ε > 0 naædem ~δ_0 ∈ (0, 1) i ~Ω_{ε, δ0} ⊂ Ω takie, qto

P (~Ω_{ε, δ0} ) > 1 − ε i dlØ l¸byh ω ∈ ~Ω_{ε, δ0} , δ < ~δ_0 vypolnØetsØ sup u∈[0,T ] | ~Y^δ_u | ≤ C_0. (6.17)

V posledu¸wih vykladkah budem predpolagat~, qto ω ∈ ~Ω_{ε, δ0} , δ < ~δ_0. Vvedem oboznaqenie Z^δ_t := sup_{s∈[o,t]} |X_s − ~Y^δ_s |, a takße dlØ dvuh processov V , W postroim otobraßenie Φ_{s,t}(V, W ) := |V_t − W_t − V_s + W_s|(t − s)^{−α−1}, s < t. Tak ße, kak i v predyduweæ lemme, my budem ocenivat~ summu

Z^δ_t + t∫ 0 Φ_{s,t}(X, ~Y^δ) ds s pomow~¸ lemmy Gronuolla.

Iz opredeleniØ processov X i ~Y^δ imeem:

Z^δ_t ≤ sup_{s∈[o,t]} b | | s∫ 0 (X_u − ~Y^δ_u ) dB_u | | + sup s∈[o,t] b | | s∫ 0 ( ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} ) dB_u | | +Ξ^δ_{0,N} ≤ I_1 + I_2 + 2D δ^γ .

24 T. ANDROWUK

S pomow~¸ UtverßdeniØ 3 ocenim pervye dva slagaemye v poluqennom vyraßenii:

I_1 = sup_{s∈[o,t]} b| s∫ 0 (X_u − ~Y^δ_u ) dB_u|

≤ C t∫ 0 Z^δ_u u^{−α} du + t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}(X, ~Y^δ ) du dr ;

I_2 = sup_{s∈[o,t]} b| s∫ 0 ( ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} ) dB_u|

≤ C t∫ 0 | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | u^{−α} du + t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}( ~Y^δ, ~Y^δ_{τk(}�_) ) du dr =: C(I_3 + I_4).

Iz neravenstv (6.8) i (6.17) poluqaem ocenku | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | ≤ C δ^{H−ρ}, u ∈ [0, T ]. (6.18) No, analogiqno (6.8) i s uqetom (6.17), ne sloßno poluqit~ i bolee obwu¸ ocenku | ~Y^δ_r − ~Y^δ_u | ≤ C ( (r − u)^{H−ρ} + δ^γ (r − u) ) , u ∈ [τ_{k(r)}, r]. (6.19)

Iz (6.18) i (6.19) sleduet neravenstvo:

I_3 = t∫ 0 | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | u^{−α} du ≤ C δ^{H−ρ}, a takße

I_4 = t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}( ~Y^δ, ~Y^δ_{τk(}�_) ) du dr

= t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 | ~Y^δ_r − ~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_u + ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1}du dr

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 25 + t∫ 0 r∫ τ_{k(r)} | ~Y^δ_r − ~Y^δ_u |(r − u)^{−α−1}du dr

≤ C δ^{H−ρ} t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 (r − u)^{−α−1}du dr

+C t∫ 0 r∫ τ_{k(r)} ( (r − u)^{H−ρ−α−1} + δ^γ (r − u)^{−α} ) du dr

≤ C δ^{H−ρ} t∫ 0 (r − τ_{k(r)})^{−α}dr

+C t∫ 0 ( (r − τ_{k(r)})^{H−ρ−α} + δ^γ (r − τ_{k(r)})^{1−α} ) dr ≤ C δ^λ. Ob¨edinØØ poluqennye ocenki qlenov I_1 – I_4 v vyraßenii dlØ

Z^δ_t , poluqaem Z^δ_t ≤ C δ^λ + t∫ 0 Z^δ_u u^{−α} du + t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}(X, ~Y^δ) du dr . (6.20)

Teper~ nußno ocenit~ integral^t ∫ 0 Φ_{s,t}(X, ~Y^δ) ds. Iz opredele-

niæ processov X, ~Y^δ poluqaem sledu¸wee neravenstvo: |X_t − ~Y^δ_t − X_s + ~Y^δ_s | ≤ b | | | t∫ s (X_u − ~Y^δ_u ) dB_u | | | + b | | | t∫ s ( ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} ) dB_u | | | + | | | t∫ s δ^{−1}ξ^δ_{k(u)+1}du | | |

≤ C (^t∫ s Z^δ_u (u − s)^{−α} du + t∫ s r∫ s Φ_{u,r}(X, ~Y^δ) du dr

+ t∫ s | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} | (u − s)^{−α} du + t∫ s r∫ s Φ_{u,r}( ~Y^δ, ~Y^δ_{τk(}�_) ) du dr )

26 T. ANDROWUK + t∫ s δ^{−1}|ξ^δ_{k(u)+1}|du = C 5∑ i=1 v^{(i)}_{s,t}. Sledovatel~no, t∫ 0 Φ_{s,t}(X, ~Y^δ) ds ≤ C 5∑ i=1 t∫ 0 v^{(i)}_{s,t}(t − s)^{−α−1} ds =: C 5∑ i=1 V^{(i)}_t .

Slagaemye V^{(1)}_t , V^{(2)}_t oceniva¸tsØ analogiqno sootvetstvu¸- wim qlenam Q^{(i)}_t v dokazatel~stve predyduweæ lemmy. A imenno, neravenstvo

V^{(1)}_t = t∫ 0 t∫ s Z^δ_u (u − s)^{−α} du (t − s)^{−α−1} ds ≤ C t∫ 0 Z^δ_u(t − u)^{−2α} du poluqaetsØ analogiqno ocenke qlena Q^{(2)}_t , a neravenstvo

V^{(2)}_t = t∫ 0 t∫ s r∫ s Φ_{u,r}(X, ~Y^δ) du dr (t − s)^{−α−1} ds

≤ C t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}(X, ~Y^δ) du (t − r)^{−α}dr ffkvivalentno ocenke qlena Q^{(3)}_t .

Ocenka sverhu slagaemogo V^{(3)}_t legko poluqaetsØ blagodarØ neravenstvu (6.18):

V^{(3)}_t = t∫ 0 t∫ s | ~Y^δ_u − ~Y^δ_{τk(u)} |(u − s)^{−α} du (t − s)^{−α−1} ds

≤ C δ^{H−ρ} t∫ 0 (t − s)^{−2α} ds = C δ^{H−ρ}.

DlØ togo qtoby ocenit~ slagaemoe V^{(4)}_t , nam ponadobitsØ ne-

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 27

ravenstvo t∫ 0 (r − τ_{k(r)})^{−α} (t − τ_{k(r)})^{−α} dr ≤ C δ^{−α}. (6.21) Qastiqno, ffto neravenstvo uße bylo dokazano v formule (6.13) dlØ oblasti integrirovaniØ ot 0 do τ_{k(t)}. Potomu, qtoby ubedit~sØ v pravil~nosti (6.21), zametim, qto t∫ τ_{k(t)} (r − τ_{k(r)})^{−α} (t − τ_{k(r)})^{−α} dr

= (t − τ_{k(t)})^{−α} t∫ τ_{k(t)} (r − τ_{k(t)})^{−α} dr ≤ C δ^{1−2α} ≤ C δ^{−α}. Ispol~zuØ neravenstva (6.18), (6.19) i (6.21), poluqaem:

V^{(4)}_t = t∫ 0 t∫ s r∫ s Φ_{u,r}( ~Y^δ, ~Y^δ_{τk(}�_) ) du dr (t − s)^{−α−1} ds

= t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}( ~Y^δ , ~Y^δ_{τk(}�_) ) u∫ 0 (t − s)^{−α−1} ds du dr

≤ α^{−1} t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 | ~Y^δ_r − ~Y^δ_{τk(r)} − ~Y^δ_u + ~Y^δ_{τk(u)} |(r − u)^{−α−1} (t − u)^{−α} du dr

+α^{−1} t∫ 0 r∫ τ_{k(r)} | ~Y^δ_r − ~Y^δ_u |(r − u)^{−α−1} (t − u)^{−α} du dr

≤ C δ^{H−ρ} t∫ 0 τ_{k(r)}∫

0 (r − u)^{−α−1} (t − u)^{−α} du dr

+C t∫ 0 r∫ τ_{k(r)} ( (r − u)^{H−ρ−α−1} + δ^γ (r − u)^{−α} ) (t − u)^{−α} du dr

28 T. ANDROWUK ≤ C δ^{H−ρ} t∫ 0 (r − τ_{k(r)})^{−α} (t − τ_{k(r)})^{−α} dr

+C t∫ 0 ( (r − τ_{k(r)})^{H−ρ−α} + δ^γ (r − τ_{k(r)})^{1−α} ) (t − r)^{−α} dr

≤ C ( δ^{H−ρ−α} + δ^{γ+1−α} ) ≤ C δ^λ. Ocenka slagaemogo V^{(5)}_t poluqaetsØ analogiqno ocenke slagaemogo Q^{(5)}_t v dokazatel~stve predyduweæ lemmy:

V^{(5)}_t = t∫ 0 t∫ s δ^{−1}|ξ^δ_{k(u)+1}|du (t − s)^{−α−1} ds ≤ C δ^γ . SkladyvaØ poluqennye neravenstva dlØ slagaemyh V^{(1)}_t – V^{(5)}_t , poluqaem ocenku t∫ 0 Φ_{s,t}(X, ~Y^δ) ds ≤ C (^t∫ 0 Z^δ_u (t − u)^{−2α} du

+ t∫ 0 r∫ 0 Φ_{u,r}(X, ~Y^δ) du (t − r)^{−α}dr + δ^λ ) . (6.22)

Neravenstva (6.20) i (6.22) s primeneniem neravenstva (6.16) privodØt k ocenke

Z^δ_t + t∫ 0 Φ_{s,t}(X, ~Y^δ) ds ≤ C δ^λ

+C t^{2α} t∫ 0 ( Z^δ_r + r∫ 0 Φ_{u,r}(X, ~Y^δ ) du ) · r^{−2α}(t − r)^{−2α}du, kotoraØ spravedliva dlØ vseh ω ∈ ~Ω_{ε, δ0} i δ < ~δ_0. Utverßdenie lemmy s Ω_{ε, δ0} := ~Ω_{ε, δ0} , δ_0 := ~δ_0 i C_1 := C c_1(α) exp { c_2(α) C^{1/(1−α)}T } teper~ sleduet iz lemmy Gronuolla (Utverßdenie 4). �

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 29

Lemma 3. Pust~ λ < H. Togda naædetsØ sluqaænaØ veliqina C2 =

C_2(ω; λ, γ, X_o, b, T ) takaØ, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet qislo 0 < δ_0 < 1 i mnoßestvo Ω_{ε, δ0} ⊂ Ω, P (Ω_{ε, δ0} ) > 1 − ε, takie, qto dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 imeet mesto neravenstvo sup t∈[0,T ] | ~Y^δ_t − Y^δ_t | ≤ C_2 δ^λ. Dokazatel~stvo. Vyberem proizvol~noe 1−H < λ < H, i zafik-

siruem nekotoroe 0 < ρ < H − λ. Vospol~zuemsØ Lemmoæ 1 i dlØ zadannogo ε > 0 naædem δ_0 ∈ (0, 1) i Ω_{ε, δ0} , takie qto P (Ω_{ε, δ0} ) > 1−ε i dlØ ω ∈ Ω_{ε, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ sup t∈[0,T ] | ~Y^δ_t | ≤ C_0. (6.23)

Utverßdenie lemmy poluqaem s pomow~¸ neravenstva (6.23), UtverßdeniØ 2 i usloviØ (6.4): sup t∈[0,T ] | ~Y^δ_t − Y^δ_t | = sup_{t∈[0,T ]} |(1 + b ~Y^δ_t ) (B_t − B_{τk(t)} ) + δ^{−1}ξ^δ_{k(t)+1}(t − τ_{k(t)})| ≤ sup_{t∈[0,T ]} ( (1 + bC_0) K(t − τ_{k(t)})^{H−ρ} + |ξ^δ_{k(t)+1}| ) ≤ C ( δ^{H−ρ} + δ^{1+γ} ) . � DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy nußno pokazat~, qto iz Lemm 2, 3 sledu¸t shodimosti (6.6). Prodemonstriruem ffto na primere pervoæ shodimosti

Z^δ_t := sup_{t∈[0,T ]} | ~Y^δ_t − X_t| →^P 0, δ → 0, (6.24)

kotoraØ poluqaetsØ iz rezul~tata Lemmy 2.

Pust~ nekotoroe qislo Δ > 0 fiksirovano. Dokaßem, qto imeet mesto shodimost~

P (Z^δ_t ≥ Δ) → 0, δ → 0. (6.25)

DlØ fftogo fiksiruem λ, udovletvorØ¸wee uslovi¸ 0 < λ <

min(H − 1/2, γ). IshodØ iz Lemmy 2, dlØ l¸bogo ε > 0 my moßem

naæti δ_0 = δ_0(ε/2) > 0 i Ω_{ε/2, δ0} ⊂ Ω takie, qto P (Ω_{ε/2, δ0} ) > 1 − ε/2 i dlØ l¸byh ω ∈ Ω_{ε/2, δ0} , δ < δ_0 vypolnØetsØ uslovie

Z^δ_t ≤ C_1 δ^λ.

30 T. ANDROWUK

Poskol~ku C_1 = C_1(ω) ne zavisit ot δ, to sluqaænaØ veliqina

C_1(ω) δ^λ · 1I_{Ωε/2, δ0} (ω) →^P 0, δ → 0.

�to znaqit, qto suwestvuet δ_1 > 0 takoe, qto

P (C_1 δ^λ · 1I_{Ωε/2, δ0} > Δ) < ε/2, δ < δ_1.

Sledovatel~no, dlØ l¸bogo δ < min(δ_0, δ_1) vypolnØetsØ neravenstvo

P (Z^δ_t ≥ Δ) ≤ P (C_1 δ^λ · 1I_{Ωε/2, δ0} > Δ) + P (Ω\Ω_{ε/2, δ0} ) < ε/2 + ε/2 = ε,

qto dokazyvaet (6.25) i (6.24) v silu proizvol~nosti Δ > 0.

Shodimost~ sup_{t∈[0,T ]} |Y^δ_t − ~Y^δ_t | →^P 0 v (6.6) dokazyvaetsØ analogiqno. � 7. Vspomogatel~nye utverßdeniØ Privedem bez dokazatel~stv izvestnye utverßdeniØ, ispol~- zovannye v hode dokazatel~stva Teoremy 2.

Utverßdenie 2. Pust~ B = {Bt, t ∈ [0, T ]} est~ DBD s parame-

trom Hersta H ∈ (0, 1). Togda dlØ l¸bogo 0 < ρ < H suwestvuet sluqaænaØ veliqina K = K(ω; ρ, T ) takaØ, qto poqti navernoe dlØ l¸byh 0 ≤ s, t ≤ T spravedliva ocenka |B_t − B_s| ≤ K|t − s|^{H−ρ}. Dokazatel~stvo. Sm. Lemmu 7.4 [16].

DlØ funkcii f : [0, T ] → R i α ∈ (0, 1) opredelim normu ‖f‖_{α,1;(0,T )} := T∫ 0 |f(u)| u^α du + T∫ 0 y∫ 0 |f(y) − f(u)| (y − u)^{α+1} du dy. Mnoßestvo funkciæ f takih, qto ‖f‖_{α,1;(0,T )} < ∞ est~ obobwenie sobolevskogo prostranstva na sluqaæ drobnyh proizvodnyh i oboznaqaetsØ W^{α,1}_0 (0, T ).

DlØ sußeniØ funkcii f na [s, t] ⊂ [0, T ] takße vvedem normu ‖f‖_{α,1;(s,t)} := t∫ s |f(u)| (u − s)^α du + t∫ s y∫ s |f(y) − f(u)| (y − u)^{α+1} du dy.

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 31

Utverßdenie 3. Pust~ dlØ sluqaænogo processa Z = {Zt, t ∈

[0, T ]} i α ∈ (1−H, 1/2) s veroØtnost~¸ 1 vypolnØetsØ ‖Z‖_{α,1;(s,t)} <

∞. Togda dlØ integrala t∫ s Z_udB_u spravedliva ocenka | | | t∫ s Z_udB_u | | | ≤ G‖Z‖_{α,1;(s,t)}, gde sluqaænaØ veliqina G = G(w; α, T ) koneqna s veroØtnost~¸ 1 i ne zavisit ot vybora s, t i processa Z.

Dokazatel~stvo. Sledstvie PredloßeniØ 4.1 [16] i Lemmy 7.4

[16]. �

Takße my pol~zovalis~ sledu¸wim variantom lemmy Gronuolla.

Utverßdenie 4. Fiksiruem 0 ≤ α < 1, a, b > 0. Pust~ x : [0, ∞) →

[0, ∞) – nepreryvnaØ funkciØ, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ

x_t ≤ a + b t^α t∫ 0 (t − s)^{−α}s^{−α}x_sds. Togda x_t ≤ a c_1 exp { c_2 b^{1/(1−α)}t } , gde c_1 = c_1(α), c_2 = c_2(α) – poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot α.

Dokazatel~stvo. Sm. Lemmu 7.6 [16]. �

V zakl¸qenie avtor vyskazyvaet iskrenn¸¸ blagodarnost~ Mihailu Anatolieviqu Lifxicu i ılii Stepanovne Mixure za poleznye sovety i vnimanie k dannoæ rabote.

Literatura

1. W. W. Charemza, M. A. Lifshits, and S. B. Makarova, Conditional testing for unitroot bilienarity in financial time series: some theoretical and empirical results. — Journal of Economic Dynamics and Control 29 (2005), 63–96.

2. M. A. Lifxic, Princip invariantnosti v bilineænoæ modeli so slaboæ nelineænost~¸. — Zap. nauqn. semin. POMI 320 (2004), 97–105.

32 T. ANDROWUK

3. J. Beran, Statistics for Long-Memory Processes. Chapman and Hall, New York

(1994).

4. A. W. Lo and A. C. MacKinlay, Stock Market Prices do not follow Random Walks:

Evidence from a Simple Specification Test. — Rev. of Financial Studies 1 (1988), 41–66.

5. E. E. Peters, Fractal market analysis. Wiley, New York (1994). 6. W. Willinger, M. S. Taqqu, and V. Teverovsky, Stock Market Prices and Long- Range Dependence. — Finance and Stochastics 3 (1999), 1–13.

7. A. N. Shiryaev, Essentials of Stochastic Finance. Word Scientific, Singapore

(1999).

8. I. Adelman, Long cycles – fact or artifact?. — Amer. Economic Rev. 60 (1965),

444–463.

9. C. W. J. Granger, The typical spectral shape of an economic variable. — Econo-

metrica 34 (1966), 150–161.

10. A. N. Shiryaev, On arbitrage and replication for fractal models. Proc. Workshop

on Mathematical Finance, Paris, INRIA (1998), 1–7.

11. T. Sottinen and E. Valkeila, On arbitrage and replication in the fractional Black- Scholes pricing model. — Statistics and Decisions 21 (2003), 93–107.

12. T. Androshchuk and Yu. Mishura, Mixed Brownian - Fractional Brownian Model:

absence of arbitrage and related topics. — Stochastics: An International Journal of Probability and Stochastics Processes 78, no. 5 (2006), 281–300.

13. B. Mandelbrot and J. Van Ness, Fractional Brownian motion, fractional noises and applications. — SIAM Review 10, no. 4 (1968), 422–437.

14. T. Sottinen and E. Valkeila, Fractional Brownian motion as a model in Finance.

— Preprint-302 (2001), 16 p.

15. M. Zähle, Integration with respect to fractal functions and stochastic calculus.

Part I. — Probability Theory and Related Fields 111 (1998), 33–372. 16. D. Nualart and A. Rǎscanu, Differential equations driven by fractional Brownian motion. — Collect. Math. 53, no. 1 (2002), 55–81.

17. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. “Nauka”, M. (1977), 352 s.

18. S. J. Lin, Stochastic analysis of fractional Brownian motion. — Stochastics and

stochastic reports collect 55 (1995), 121–140.

19. A. Neuenkirch and I. Nourdin, Exact rate of convergence of some approximation schemes associated to SDEs driven by a fractional Brownian motion. In preparation (2006).

20. Yu. Mishura and G. Shevchenko, The rate of convergence for Euler approximation of solutions of stochastic differential equations driven by fractional Brownian motion. — Submitted in: Stochastics: An Internationa Journal of Probability and Stochastics Processes (2006).

Androshchuk T. Asymptotic behavior of the Unit Root Bilinear model with fractional Gaussian noise. Euler’s scheme with small perturbations.

We consider the Unit Root Bilinear model with a sequence of innovations given by the fractional Gaussian noise (increases of the fractional

ASIMPTOTIQESKOE POVEDENIE BILINE`NO` MODELI 33 Brownian motion). For such a model we prove a variant of the Donsker– Prohorov limit theorem and obtain convergence of the model in probability to solution of a proper stochastic differential equation with fBm. The proof is based on the result about convergence of the Euler’s scheme with ’small perturbations’ for SDE with fBm, which is also proved.

Postupilo 20 noØbrØ 2006 g. Kievskiæ Nacional~nyæ Universitet im. Tarasa Xevqenka, mehaniko-matematiqeskiæ fakul~tet E-mail: nutaras@univ.kiev.ua