Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 340, 2006 g.

A. S. Quhnov

UDALENIE VERXIN IZ k-SV˚ZNYH GRAFOV BEZ POTERI k-SV˚ZNOSTI

1. Vvedenie

NastoØwaØ rabota posvØwena izuqeni¸ struktury k-svØznyh grafov. V stat~e my budem rassmatrivat~ koneqnye neorientirovannye grafy bez petel~ i kratnyh reber. Graf nazyvaetsØ

k-svØznym, esli v nem ne menee k + 1 verxiny i posle udaleniØ

l¸bogo nabora iz k − 1 verxiny poluqaetsØ svØznyæ graf.

Vaßnu¸ rol~ v izuqenii svØznyh grafov igra¸t bloki (t.e. maksimal~nye po vkl¸qeni¸ dvusvØznye podgrafy) i toqki soqleneniØ. Analogom toqek soqleneniØ v k-svØznom grafe ØvlØ¸tsØ k-razdelØ¸wie mnoßestva, to est~ takie k-fflementnye mnoßestva verxin grafa, pri udalenii kotoryh terØetsØ svØznost~. Zdes~ budet ispol~zovano opredelenie bloka v k-svØznom grafe, vvedennoe v rabote [3].

Legko dokazat~, qto iz svØznogo grafa moßno udalit~ bez poteri svØznosti l¸boe mnoßestvo vnutrennih, to est~ ne ØvlØ- ¸wihsØ toqkami soqleneniØ, verxin neskol~kih (ne obØzatel~- no vseh) razliqnyh blokov. DlØ k-svØznogo grafa napraxiva- ¸weesØ obobwenie, voobwe govorØ, neverno: ne vsegda vozmoßno udalit~ l¸boæ nabor vnutrennih verxin razliqnyh blokov tak, qtoby sohranilas~ k-svØznost~. Odnako pri opredelennyh usloviØh, naloßennyh na graf i na bloki, iz kotoryh berutsØ verxiny, iz fftih blokov moßno vybrat~ po odnoæ verxine tak, qto pri udalenii l¸bogo podmnoßestva fftogo mnoßestva verxin k-svØznost~ sohranØetsØ. Inymi slovami, vybrannoe mnoßestvo v kakom-to smysle nikak ne vliØet na k-svØznost~ grafa.

Nailuqxih rezul~tatov udaetsØ dostignut~ pri izuqenii ksvØznyh grafov, stepeni vseh verxin kotoryh hotØ by^{3k}�^1_2 . Vpervye oni poØvilis~ v rabote [1], gde bylo dokazano, qto iz l¸bogo takogo grafa moßno udalit~ kaku¸-nibud~ verxinu bez poteri k-svØznosti. V rabote [2] bylo dokazano, qto v l¸bom k-svØznom grafe, stepen~ vseh verxin kotorogo hotØ by 2k, moß- 103

104 A. S. QUHNOV no vybrat~ po odnoæ verxine iz vseh blokov, vnutrennosti kotoryh ne men~xe, qem ih granicy, tak, qtoby udalenie l¸bogo podmnoßestva fftogo mnoßestva ne lixalo graf k-svØznosti.

V nastoØweæ rabote dokazany analogiqnye utverßdeniØ dlØ grafov, stepeni verxin kotoryh ne men~xe^{3k}�^1_2 i vnutrennosti kotoryh hotØ by v dva raza bol~xe ih granic, a takße dlØ grafov, stepeni verxin kotoryh hotØ by^{3k}_2 , a vnutrennosti strogo bol~xe, qem granicy (sm. teoremy 1 i 2).

2. Osnovnye ponØtiØ

DlØ proizvol~nogo grafa G qerez V (G) my, kak obyqno, budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh ego verxin, a qerez E(G) – mnoßestvo vseh ego reber. Stepen~ verxiny v v grafe G budem oboznaqat~ qerez deg v.

DlØ W ⊂ V (G) qerez G − W my budem oboznaqat~ graf, kotoryæ poluqaetsØ pri udalenii iz G vseh verxin mnoßestva W i vseh vyhodØwih iz nih reber.

Pod komponentoæ svØznosti grafa G my budem ponimat~ maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ svØznyæ podgraf grafa G.

Koliqestvo fflementov v l¸bom mnoßestve M budem oboznaqat~ qerez |M |. DlØ kratkosti oboznaqeniæ koliqestvo verxin grafa G, to est~ mownost~ V (G), budem oboznaqat~ takße qe- rez |G|. Opredelenie 1. Nazovem mnoßestvo R verxin grafa G razdelØ-

¸wim, esli graf G − R nesvØzen. V sluqaØh, kogda neobhodimo ukazat~ koliqestvo fflementov razdelØ¸wego mnoßestva, my budem nazyvat~ razdelØ¸wee mnoßestvo iz x verxin x-razdelØ¸wim.

Budem govorit~, qto razdelØ¸wee mnoßestvo R grafa G razdelØet nabor verxin X, esli pri udalenii mnoßestva R ne vse neudalennye verxiny nabora X okaßutsØ v odnoæ komponente svØznosti. Mnoßestvo vseh k-razdelØ¸wih mnoßestv grafa G budem oboznaqat~ qerez R_k(G).

Opredelenie 2. Pust~ G – k-svØznyæ graf, R ∈ Rk(G), H – kom-

ponenta svØznosti grafa G − R. Togda nazovem H komponentoæ grafa G. Takße budem govorit~, qto komponenta H v grafe G otdelØetsØ mnoßestvom R.

Komponentu k-svØznogo grafa G budem nazyvat~ minimal~noæ, esli ona ne soderßit nikakoæ drugoæ komponenty, otdelØemoæ

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 105 kakim-nibud~ k-razdelØ¸wim mnoßestvom.

Opredelenie 3. Pust~ B ⊂ V (G) – maksimal~noe po vkl¸qeni¸

mnoßestvo verxin v k-svØznom grafe G, takoe, qto dlØ razdeleniØ l¸byh dvuh verxin x, y ∈ B neobhodimo udalit~ hotØ by k + 1 verxinu. Togda nazovem B blokom.

Mnoßestvo verxin bloka B, ne vhodØwih v k-razdelØ¸wie mnoßestva grafa G, nazovem vnutrennost~¸ B i oboznaqim I(B). Mnoßestvo verxin, vhodØwih v kakie-libo k-razdelØ¸wie mnoßestva, oboznaqim R(B) i budem nazyvat~ graniceæ bloka B. Verxiny iz I(B) i R(B) budem nazyvat~ vnutrennimi i graniqnymi, sootvetstvenno.

Esli I(B) pusto, budem nazyvat~ blok B pustym. V protivnom sluqae budem nazyvat~ ego nepustym.

Lemma 1. DlØ l¸byh dvuh pereseka¸wihsØ blokov B1 i B2 k-

svØznogo grafa G suwestvuet S ∈ R_k(G), celikom soderßawee B_1 ∩ B_2.

Dokazatel~stvo dannoæ lemmy soderßitsØ v rabote [3]. �to oznaqaet, qto ispol~zuemoe opredelenie granic i vnutrennosteæ blokov udovletvorØet estestvennomu uslovi¸: bloki mogut peresekat~sØ tol~ko po graniqnym verxinam.

3. Udalenie verxin

V dal~neæxem graf G budem vsegda sqitat~ k-svØznym. Takße budem sqitat~, qto stepeni vseh ego verxin ne menee^{3k}�^1_2 .

Iz opredeleniØ bloka sleduet, qto esli udalit~ kaku¸- nibud~ vnutrenn¸¸ verxinu nepustogo bloka k-svØznogo grafa G, to graf ostanetsØ k-svØznym. Pokaßem, pri kakih usloviØh, naloßennyh na graf i na nabor blokov, iz vseh blokov fftogo nabora moßno udalit~ po verxine bez poteri k-svØznosti.

Legko dokazat~, qto vnutrennosti nikakih dvuh razliqnyh blokov ne pereseka¸tsØ. Sledovatel~no, moßno govorit~ o mnoßestvah vnutrennih verxin razliqnyh blokov grafa G.

Lemma 2. Rassmotrim mnoßestvo M = {v1, v2, . . . , vn} (gde n >

1) verxin grafa G, nikakie dve iz kotoryh ne leßat v odnoæ minimal~noæ komponente, oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami:

1) suwestvuet S_1 ∈ R_k(G), kotoroe razdelØet mnoßestvo M ;

106 A. S. QUHNOV

2) pri udalenii verxin l¸bogo sobstvennogo podmnoßestva mnoßestva M graf G sohranØet k-svØznost~.

Pust~ S_1, S_2, . . . , S_m – vse k-razdelØ¸wie mnoßestva grafa G, kotorye razdelØ¸t M . Poloßim S = ∩^n_{i=1}S_i.

Togda posle udaleniØ l¸boæ k − 1 verxiny iz grafa G − M vse verxiny, ne vhodØwie v S, popadut v odnu komponentu svØznosti. Bolee togo, koliqestvo ne voxedxih v fftu komponentu svØznosti verxin iz mnoßestva S ne prevoshodit^k�^1_2 .

DannaØ lemma dlØ qut~ bolee xirokogo klassa grafov dokazana v rabote [2].

Opredelenie 4. Mnoßestvo M vnutrennih verxin razliqnyh

blokov grafa G, soderßawee ne bolee qem po odnoæ verxine kaßdogo bloka, nazovem neudalimym, esli pri udalenii kakogo-to podmnoßestva mnoßestva M (vozmoßno, samogo M ) graf G terØet k-svØznost~. Esli pri udalenii l¸bogo podmnoßestva mnoßestva M graf ne terØet k-svØznosti, nazovem M udalimym.

Lemma 3. Esli M – minimal~noe po vkl¸qeni¸ neudalimoe mno-

ßestvo grafa G, to dlØ nego vypolnØ¸tsØ usloviØ 1) i 2) lemmy 2.

Dokazatel~stvo. V rabote [3] dokazano, qto l¸baØ minimal~-

naØ komponenta ØvlØetsØ vnutrennost~¸ kakogo-to bloka. Znaqit, dve vnutrennie verxiny razliqnyh blokov ne mogut leßat~ v odnoæ minimal~noæ komponente. Vypolnenie usloviØ 1) lemmy 2 sleduet iz togo, qto dva l¸byh razliqnyh nepustyh bloka, oqevidno, dolßny razdelØt~sØ kakim-libo mnoßestvom iz R_k(G); uslovie 2) lemmy 2 vypolnØetsØ, poskol~ku M – minimal~noe po vkl¸qeni¸ neudalimoe mnoßestvo. �

Teorema 1. Pust~ G – k-svØznyæ graf, stepeni vseh verxin ko-

torogo hotØ by^{3k}�^1_2 . Pust~ {B_i}^n_{i=1} – nabor blokov v G, takoæ, qto |I(B_i)| > 2|R(B_i)|. Togda moßno vybrat~ po odnoæ verxine iz vnutrennosteæ fftih blokov tak, qtoby ffti verxiny sostavili udalimoe mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ R(Bi) = {d1, . . . , dq}. Rassmotrim ver-

xinu d_1 i otmetim v I(B_i) odnu iz smeßnyh s neæ verxin (esli takie est~). Zatem rassmotrim verxinu d_2 i otmetim v I(B_i) odnu iz ne otmeqennyh verxin, smeßnyh s d_2 (esli takaØ verxina est~). I tak dalee. Na xage s nomerom j my otmetim v I(B_i) odnu

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 107 iz ewe neotmeqennyh verxin, smeßnyh s d_j (esli takie verxiny est~). Nazovem otmeqennye v hode fftogo processa verxiny otmeqennymi verxinami pervogo roda. Ih ne bolee |R(B_i)|.

Povtorim fftot process ewe raz, na xage s nomerom j otmeqaØ v

I(B_i) odnu iz ewe ne otmeqennyh verxin, smeßnyh s d_j (esli ta-

kie verxiny est~). Verxiny, otmeqennye v hode fftogo processa, nazovem otmeqennymi verxinami vtorogo roda. Ih takße ne bolee |R(B_i)|. Sledovatel~no, vsego my otmetili ne bolee 2|R(B_i)| verxin, i hotØ by odna verxina v I(B_i) ostalas~ neotmeqennoæ. Vyberem v bloke B_i l¸bu¸ neotmeqennu¸ vnutrenn¸¸ verxinu v_i.

Dokaßem, qto mnoßestvo {v_i}^n_{i=1} udalimoe. Predpoloßim protivnoe. Togda v fftom mnoßestve est~ kakoe-to minimal~noe po vkl¸qeni¸ neudalimoe podmnoßestvo. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto ffto M = {v_i}^l_{i=1}. V grafe G − M est~ (k − 1)- razdelØ¸wee mnoßestvo R. Primeniv lemmu 3 i lemmu 2, poluqim, qto vse komponenty grafa G − M , otdelØemye mnoßestvom R, krome, vozmoßno, odnoæ, soderßat v summe ne bolee^k�^1_2 verxin, i vse ih verxiny leßat v pereseqenii vseh mnoßestv iz

Rk(G), razdelØ¸wih M . Vyberem sredi fftih komponent odnu,

nazovem ee F_1. �to moßno sdelat~, tak kak v protivnom sluqae mnoßestvo R otdelØet v grafe G − M vsego odno komponentu. Itak, F_1 – komponenta grafa G − M , otdelØemaØ mnoßestvom R, kotoraØ leßit v l¸bom mnoßestve iz R_k(G), razdelØ¸wem M . V qastnosti, sredi verxin F_1 net vnutrennih verxin blokov. Pri fftom |F_1| 6^k�^1_2 (sm. ris. 1).

Provedem podsqet summy stepeneæ verxin komponenty F_1. Rassmotrim blok B_i (gde 1 6 i 6 l). Pust~ v B_i soderßatsØ t_i otmeqennyh verxin pervogo roda i s_i otmeqennyh verxin vtorogo roda, smeßnyh s verxinami iz F_1. Otmeqennye verxiny ne mogut vhodit~ ni v F_1, poskol~ku ØvlØ¸tsØ vnutrennimi verxinami blokov, ni v M . Znaqit, vse ffti verxiny vhodØt v R, Poluqaem neravenstvo l∑ i=1 (t_i + s_i) 6 k − 1.

V processe vybora otmeqennyh verxin vtorogo roda my v nekotorom porØdke rassmotreli vse verxiny mnoßestva F_1 i na kaßdom xage otmetili ne bolee qem odnu iz ewe ne otmeqennyh

108 A. S. QUHNOV

Ris. 1.

k fftomu momentu verxin, smeßnyh s rassmatrivaemoæ verxinoæ iz F_1. Poskol~ku v bloke B_i okazalos~ s_i otmeqennyh verxin vtorogo roda, smeßnyh s F_1, ffto oznaqaet, qto, rassmatrivaØ B_i, my otmeqali verxiny vtorogo roda ne bolee qem na s_i xagah, sdelannyh s verxinami iz F_1. Esli v F_1 est~ bolee qem s_i verxin, smeßnyh s v_i, to pri rassmotrenii odnoæ iz fftih verxin my ne poluqili ni odnoæ novoæ otmeqennoæ verxiny vtorogo roda. No ffto nevozmoßno, poskol~ku v fftot moment byla neotmeqennaØ verxina, smeßnaØ s rassmatrivaemoæ (verxina v_i). Pofftomu v_i smeßna ne bolee qem s s_i verxinami iz F_1.

Analogiqno, v_i smeßna ne bolee qem s t_i verxinami iz F_1. Sledovatel~no, v_i smeßna ne bolee qem s^{(ti+si)}_2 verxinami iz

F_1. Sloßiv ffti neravenstva dlØ vseh i (1 6 i 6 l) my poluqim,

qto ot verxin M = {v_i}^l_{i=1} k verxinam mnoßestva F_1 vyhodilo ne bolee qem^1_2 ∑_l i=1 (t_i + s_i) reber.

Verxina iz mnoßestva F_1 moßet byt~ smeßna v grafe G tol~- ko s verxinami mnoßestva M = {v_i}^l_{i=1}, verxinami (k − 1)- razdelØ¸wego mnoßestva R i drugimi verxinami iz F_1. Oboznaqim dlØ udobstva koliqestvo verxin v F_1 za p.

UqityvaØ, qto stepen~ kaßdoæ verxiny mnoßestva F_1 dolßna byt~ ne menee^{3k}�^1_2 , i neravenstva na summu t_i i s_i, poluqaem

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 109 neravenstvo na summarnu¸ stepen~ verxin F_1: p ( 3k − 1 2 ) 6 p(p − 1) + p(k − 1) +^{∑li=1 (ti + si)}_2 6

6 p(p − 1) + p(k − 1) +^{k − 1}_2 ,

otkuda

0 6 p^2 − p^{(k + 3}_2^) +^{k − 1}_2 = (p − 1)^(p −^{k + 1}_2^) − 1.

V pravoæ qasti my poluqili kvadratnyæ trehqlen s poloßitel~nym starxim kofffficientom, prinima¸wiæ pri p = 1 i

p =^{k+1}_2 znaqenie −1. No 1 6 p 6^k�^1_2 . Sledovatel~no, pri vseh

dopustimyh p znaqenie fftogo trehqlena otricatel~no. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Teorema 2. Pust~ G – k-svØznyæ graf, stepeni vseh verxin ko-

torogo hotØ by^{3k}_2 , {B_i}^n_{i=1} – nabor blokov v grafe G, takoæ, qto |I(B_i)| > |R(B_i)| + 1. Togda moßno vybrat~ po odnoæ verxine iz vnutrennosteæ fftih blokov tak, qtoby ffti verxiny sostavili udalimoe mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dokazatel~stvo dannoæ teoremy

ves~ma gromozdko, izloßim snaqala ego plan.

V naqale dokazatel~stva my otmetim neskol~ko verxin vo vnutrennosti kaßdogo bloka tak, qtoby neotmeqennymi ostalis~ hotØ by 2 verxiny i pri fftom kaßdaØ verxina iz granic bloka okazalas~ smeßna hotØ by s odnoæ otmeqennoæ verxinoæ. Budem iskat~ udalimoe mnoßestvo sredi ostavxihsØ neotmeqennymi verxin. DlØ fftogo rassmotrim minimal~noe neudalimoe mnoßestvo i dokaßem, qto posle ego udaleniØ dlØ l¸bogo (k −1)- razdelØ¸wego mnoßestva odna iz komponent, kotorye ono otdelØet, obØzatel~no sostoit rovno iz odnoæ verxiny. Rassmotrim vse verxiny, kotorye otdelØ¸tsØ takim obrazom, i dokaßem, qto kaßdaØ iz nih dolßna byt~ smeßna s oqen~ bol~xim koliqestvom neotmeqennyh verxin (sm. neravenstvo (1)), posle qego postroim mnoßestvo neotmeqennyh verxin, takoe, qto dlØ kaßdoæ takoæ otdelØemoæ verxiny ffta ocenka ne vypolnØetsØ. Znaqit, posle udaleniØ fftogo mnoßestva ni odna iz fftih verxin ne otdelØetsØ (k−1)-razdelØ¸wim mnoßestvom. Takim obrazom, postroennoe mnoßestvo ne moßet byt~ neudalimym.

110 A. S. QUHNOV

Teper~ pereædem k detal~nomu dokazatel~stvu. Budem govorit~, qto verxina w, leßawaØ v R(B_i), imeet stepen~ m otnositel~no bloka B_i, esli ona smeßna rovno s m vnutrennimi verxinami fftogo bloka. Stepen~ verxiny w otnositel~no bloka B_i oboznaqim qerez deg (w, B_i). Mnoßestvo verxin stepeni m otnositel~no bloka B_i budem oboznaqat~ R(B_i, m). Napomnim, qto R(B_i, 2) ⊂ R(B_i).

DlØ kaßdogo bloka B_i postroim vspomogatel~nyæ mul~tigraf (to est~ graf, v kotorom, vozmoßno, est~ kratnye rebra) D, takoæ, qto V (D) = I(B_i), E(D) = R(B_i, 2), a verxiny u i v soedineny v grafe D rebrom w togda i tol~ko togda, kogda verxina w smeßna s verxinami u i v v grafe G.

Rassmotrim vse komponenty svØznosti fftogo grafa, soderßawie bol~xe odnoæ verxiny, to est~ komponenty svØznosti, v kotoryh est~ hotØ by odno rebro. Oboznaqim ih qerez D_1, . . . , D_z. Qerez T (D_j ) oboznaqim ostovnoe derevo grafa D_j , a qerez N_j – summarnoe koliqestvo reber v mul~tigrafah D_s s nomerami

s < j. Koliqestvo reber vsego mul~tigrafa D pri fftom dlØ obw-

nosti oboznaqim qerez N_{z+1} .

Voz~mem kaku¸-nibud~ visØqu¸ verxinu v T (D_j ) i nazovem ee u_j. Teper~ na xage s nomerom r proizvol~no vyberem kakoenibud~ rebro grafa T (D_j ), odin konec kotorogo uße kak-to nazvan, a drugoæ ewe net. Nazovem ffto rebro d_{Nj +r} . Nenazvannyæ konec fftogo rebra nazovem v_{Nj +r} . �tu operaci¸ budem prodolßat~ do teh por, poka vse verxiny dereva T (D_j ) ne okaßutsØ kak-to nazvannymi (a vse rebra – oboznaqennymi qerez d_s dlØ kakih-to s). Esli v mul~tigrafe D_j verxina u_j ne byla visØqeæ, rassmotrim kakoe-nibud~ incidentnoe eæ rebro d ∈ E(D_j ), kotorogo net v E(T (D_j )). Nazovem ego d_{Nj +}j_{T (Dj )}j, to est~ prisvoim emu sledu¸wiæ porØdkovyæ nomer posle nomera poslednego zanumerovannogo rebra, a verxinu u_j pereoboznaqim qerez

v_{Nj +}j_{T (Dj )}j. Ostal~nye rebra v proizvol~nom porØdke oboznaqim

qerez d_s, gde s menØetsØ ot N_j + |T (D_j )| (esli u_j visØqaØ v D_j ) ili N_j + |T (D_j)| + 1 (esli u_j ne visØqaØ v D_j ) do N_{j+1}.

Takim obrazom, qerez d_1, . . . , d_{Nz}+1 my oboznaqili vse rebra mul~tigrafa D. Tak kak pri postroenii fftogo mul~tigrafa v kaqestve mnoßestva ego reber bralos~ R(B_i, 2), to my oboznaqili takim ße obrazom i vse verxiny ishodnogo grafa, ime¸wie stepen~ dva otnositel~no bloka B_i.

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 111 Prodolßim numeraci¸ verxin grafa G. Verxiny iz R(B_i), stepen~ kotoryh otnositel~no B_i ne ravna dvum, oboznaqim v proizvol~nom porØdke qerez d_s, gde s menØetsØ ot N_{z+1} + 1 do

|R(B_i)|. Takim obrazom, vse verxiny stepeni 2 otnositel~no blo-

ka B_i my pomestili v naqalo spiska verxin v vybrannom nami porØdke, a verxiny bol~xeæ i men~xeæ stepeni – v konec spiska v proizvol~nom porØdke.

Rassmotrim verxinu d_1 i otmetim v B_i smeßnu¸ s neæ vnutrenn¸¸ verxinu v_1 (vybrannu¸ v hode opisannogo vyxe processa numeracii), esli deg (d_1, B_i) = 2, i proizvol~nu¸ smeßnu¸ s neæ verxinu v protivnom sluqae (esli takaØ verxina est~).

Zatem na xage s nomerom s rassmotrim verxinu d_s i otmetim v B_i smeßnu¸ s neæ vnutrenn¸¸ verxinu sledu¸wim obrazom: esli deg (d_s, B_i) = 2 i v mul~tigrafe D est~ verxina, oboznaqennaØ nami za v_s, to otmetim fftu verxinu. Esli deg (d_s, B_i) = 2, a verxiny v_s v mul~tigrafe D ne suwestvuet, to po postroeni¸ oba konca rebra d_s ime¸t nomera men~xe s. Sledovatel~no, oni otmeqeny ranee, to est~ neotmeqennyh verxin, smeßnyh s

d_s, ne ostalos~. Esli ße deg (d_s, B_i) ≠ 2, vyberem proizvol~nu¸

smeßnu¸ s d_s verxinu (esli takaØ verxina est~).

Takim obrazom, my otmetim vo vnutrennosti bloka B_i ne bolee |R(B_i)| verxin.

Zameqanie 1. Pri fftom, esli na xage s nomerom s verxina ne

otmeqalas~, to ffto oznaqaet, qto neotmeqennyh verxin, smeßnyh s d_s, net.

Poskol~ku po uslovi¸ |I(B_i)| > |R(B_i)|+1, v bloke B_i ostalos~ kak minimum dve neotmeqennye vnutrennie verxiny. Vyberem l¸bye dve takie verxiny i nazovem ih w_{i1} i w_{i2}.

Tak kak dlØ r = 1, 2 verxina w_{ir} ne byla otmeqena, ffto oznaqaet, v qastnosti, qto pri rasmotrenii mul~tigrafa D ffta verxina ne oboznaqalas~ qerez v_s ni dlØ kakogo s, takogo, qto

deg (d_s, B_i) = 2 (v protivnom sluqae, ona byla by otmeqena pri

rassmotrenii verxiny d_s ili ranee). Sledovatel~no, w_{ir}, rassmatrivaemaØ kak verxina mul~tigrafa D, – ffto libo verxina nulevoæ stepeni, ne popavxaØ ni v odin graf D_j, libo visØqaØ verxina u_j dlØ kakogo-to j.

Takim obrazom, kaßdaØ iz fftih verxin smeßna ne bolee qem s odnoæ verxinoæ stepeni dva otnositel~no bloka B_i.

Poloßim W = {w_{ir}|i = 1, . . . , n; r = 1, 2}.

112 A. S. QUHNOV

Pust~ suwestvuet nabor qisel {r_i|r_i ∈ {1, 2}}^n_{i=1}, takoæ, qto mnoßestvo {w_{iri} }^n_{i=1} ⊂ W neudalimoe. Togda v fftom mnoßestve verxin est~ kakoe-to minimal~noe po vkl¸qeni¸ neudalimoe podmnoßestvo. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto ffto

M = {w_{iri} }^l_{i=1}. V grafe G − M est~ (k − 1)-razdelØ¸wee mno-

ßestvo R. Po lemme 3 suwestvuet komponenta F_1 grafa G − M , otdelØemaØ mnoßestvom R, kotoraØ leßit v l¸bom mnoßestve iz

Rk(G), razdelØ¸wem M . Pri fftom |F1| 6^{k�1}_2 .

Provedem podsqet summy stepeneæ verxin mnoßestva F_1. Rassmotrim blok B_i (gde 1 6 i 6 l). Pust~ v B_i soderßatsØ t_i otmeqennyh verxin, smeßnyh s F_1. Vse ffti verxiny vhodØt v R. Poluqaem neravenstvo l∑ i=1 t_i 6 k − 1. Poskol~ku v bloke B_i okazalos~ t_i otmeqennyh verxin, smeßnyh s F_1, ffto oznaqaet, qto my otmeqali verxiny ne bolee qem na t_i xagah, sdelannyh s verxinami iz F_1. Kak bylo skazano v zameqanii 1, esli na xage s nomerom s v bloke B_i verxina ne otmeqalas~, to ffto oznaqaet, qto neotmeqennyh verxin, smeßnyh s

d_s, net. V qastnosti, verxina w_{iri} ne smeßna s d_s. Sledovatel~-

no, udalennaØ iz B_i verxina w_{iri} byla smeßna ne bolee qem s t_i verxinami iz F_1.

Verxina iz mnoßestva F_1 moßet byt~ smeßna v grafe G tol~ko s verxinami mnoßestva M = {w_{iri} }^l_{i=1}, verxinami iz

R ∈ Rk�1(G − M ) i drugimi verxinami iz F1. Oboznaqim dlØ

udobstva |F_1| qerez p.

UqityvaØ neravenstva na summu t_i i to, qto stepen~ kaßdoæ verxiny mnoßestva F_1 dolßna byt~ ne menee^{3k}_2 , poluqaem sledu¸wee neravenstvo na summarnu¸ stepen~ verxin mnoßestva F_1: p ( 3k 2 ) 6 p(p − 1) + p(k − 1) +^{l∑}_{i=1} ti 6 p(p − 1) + p(k − 1) + k − 1,

otkuda

0 6 p^2 − p^{(k}_2 + 2^) + k − 1 = (p − 2)^(p −^k_2^) − 1.

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 113 V pravoæ qasti my poluqili kvadratnyæ trehqlen s poloßitel~nym starxim kofffficientom, prinima¸wiæ pri p = 2 i

p =^k_2 znaqenie −1. No 1 6 p 6^k�^1_2 . Sledovatel~no, pri vseh

dopustimyh p, krome edinicy, znaqenie fftogo trehqlena otricatel~no. Ots¸da p = 1, to est~ F_1 sostoit iz odnoæ verxiny. Oboznaqim fftu verxinu qerez x. Mnoßestvo vseh verxin x, dlØ kotoryh suwestvu¸t minimal~noe neudalimoe mnoßestvo

M ⊂ W , sostoØwee iz vnutrennih verxin razliqnyh blokov i

R ∈ Rk�1(G − M ), otdelØ¸wee x, oboznaqim qerez X.

Tak kak M – minimal~noe po vkl¸qeni¸, a R otdelØet x v

G − M , to verxina x dolßna byt~ smeßna v G s k − 1 verxinoæ

mnoßestva R, vsemi l verxinami mnoßestva M i tol~ko s nimi (sm. ris. 2). Takim obrazom, l+k −1 = deg v ≥^{3k}_2 , otkuda l ≥^k_2 +1. DlØ vseh i = 1, . . . , l verxiny w_{iri} dolßny byt~ smeßny s x, a koliqestvo verxin iz F_1 = {x}, smeßnyh s verxinoæ w_{iri} , ne prevoshodit t_i. Sledovatel~no, t_i ≥ 1 dlØ vseh takih i. Tak kak x smeßna s t_i otmeqennymi verxinami bloka B_i i s verxinoæ w_{iri} , vypolnØetsØ neravenstvo deg (x, B_i) ≥ t_i + 1 ≥ 2. Sledovatel~no, qisla h_i = deg (x, B_i) − 2 neotricatel~ny dlØ vseh i = 1, . . . , l.

Ris. 2.

Togda l∑ i=1 h_i = l∑ i=1 (deg (x, B_i) − 2) ≤ deg x − 2l = l + k − 1 − 2l =

114 A. S. QUHNOV = 2 ( k 2 + 1 ) − l − 3 ≤ l − 3. Sledovatel~no, iz neotricatel~nosti h_i poluqaem, qto hotØ by 3 iz nih ravny nul¸, to est~ stepeni verxiny x otnositel~no kak minimum treh blokov ravny dvum.

Verxiny w_{iri} , smeßnye s x, takie, qto h_i = 0, nazovem vydelennymi verxinami dlØ x. Ne obØzatel~no vse ffti verxiny popali v mnoßestvo M . Poskol~ku, kak bylo skazano vyxe, kaßdaØ verxina w_{ir} smeßna ne bolee qem s odnoæ verxinoæ stepeni dva otnositel~no bloka B_i, ona moßet byt~ vydelennoæ tol~ko dlØ odnoæ verxiny x ∈ X.

Pust~ krome vydelennyh verxin mnoßestva M verxina x smeßna ewe s a vydelennymi dlØ x verxinami. Esli verxiny w_{i1} i w_{i2} obe smeßny s x, to ni odna iz nih ne moßet byt~ vydelennoæ dlØ x, poskol~ku v bloke B_i, s odnoæ storony, po opredeleni¸ vydelennosti, dolßno byt~ rovno dve smeßnyh s x verxiny, s drugoæ storony, po postroeni¸ otmeqennyh verxin, dolßna byt~ otmeqennaØ smeßnaØ s x verxina, a obe verxiny

w_{i1} i w_{i2} ne otmeqeny. Sledovatel~no, tak kak vse verxiny iz

M smeßny s x, a v kaßdom bloke B_i, gde 1 ≤ i ≤ l, est~ verxina iz M , to vse a ne leßawih v M vydelennyh dlØ x verxin leßat v blokah s nomerami bol~ximi l. DlØ kaßdogo takogo bloka B_i imeem deg (x, B_i) = 2, pofftomu vse bloki s nomerami, bol~ximi l, v summe soderßat hotØ by 2a verxin, smeßnyh s x. Togda l∑ i=1 h_i = l∑ i=1 (deg (x, B_i) − 2) ≤ deg x − 2a − 2l = l + k − 1 − 2l − 2a ≤

≤ 2 ( k 2 + 1 ) − l − 3 − 2a ≤ l − 3 − 2a. To est~ hotØ by 2a + 3 verxiny iz M ØvlØ¸tsØ vydelennymi dlØ x. Sledovatel~no, esli dlØ verxiny x vydeleno b verxin, to b ≥ 3a + 3, to est~ a ≤^b_3 − 1. Poskol~ku a celoe, a ≤ [ b 3 ] − 1. (1)

Takim obrazom, esli my hotim postroit~ udalimoe mnoßestvo verxin Y = {y_i|y_i ∈ I(B_i)}^n_{i=1}, to dlØ kaßdoæ verxiny x ∈ X nam

UDALENIE VERXIN IZ k–SV˚ZNYH GRAFOV 115 dostatoqno dobit~sØ, qtoby v Y ne popalo hotØ by [_b 3 ] vydelennyh dlØ x verxin. Togda v Y ne budet minimal~nogo neudalimogo podmnoßestva M , takogo, qto posle ego udaleniØ verxina x otdelØetsØ kakim-to (k − 1)-razdelØ¸wim mnoßestvom R.

To est~, esli my proizvol~nym obrazom razob~em mnoßestvo vydelennyh dlØ x verxin na [_b 2 ] par i, vozmoßno, odno mnoßestvo iz odnoæ verxiny, to nam dostatoqno budet iskl¸qit~ iz mnoßestva Y po odnoæ verxine iz kaßdoæ pary. Togda v Y ne popadet daße [_b 2 ] vydelennyh dlØ x verxin.

Oboznaqim vse poluqivxiesØ takim obrazom dlØ vseh verxin

x ∈ X pary za P_s dlØ s = 1, . . . , m. Napomnim, qto kaßdaØ verxi-

na iz W moßet byt~ vydelennoæ ne bolee qem dlØ odnoæ verxiny

x ∈ X i pofftomu moßet popast~ ne bolee qem v odnu paru P_s.

Vyberem v mnoßestve W = {w_{ir}|i = 1, . . . , n; r = 1, 2} udalimoe mnoßestvo verxin Y = {y_i|y_i ∈ I(B_i)}^n_{i=1} sledu¸wim obrazom: v kaqestve y_1 vyberem verxinu w_{11} – vnutrenn¸¸ verxinu bloka

B_1. Esli y_1 ne leßit ni v kakoæ pare P_s, v kaqestve y_2 voz~mem

verxinu w_{21}. Esli y_1 leßit v kakoæ-nibud~ pare P_s, rassmotrim drugu¸ verxinu iz fftoæ pary. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto ffto verxina w_{22}. Togda v kaqestve y_2 my takße voz~mem verxinu w_{21}.

Esli vybrannaØ na xage s nomerom j − 1 verxina y_j�_1, prinadleßawaØ mnoßestvu I(B_j�_1), ne leßala ni v kakoæ pare P_s, to v kaqestve y_j vyberem verxinu w_{j1}. Esli y_j�_1 leßala v kakoænibud~ pare P_s, to posmotrim, v kakom bloke leßit vtoraØ verxina iz fftoæ pary, w_{tr}. Esli t > j − 1, to, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto w_{tr} – ffto w_{j2}. Togda v kaqestve y_j my takße voz~mem verxinu w_{j1}. Kak bylo skazano vyxe, verxiny w_{t1} i w_{t2} ne mogut byt~ vydelennymi dlØ odnoæ verxiny x ∈ X. Sledovatel~no, leßat~ v odnoæ pare oni takße ne mogut, pofftomu vozmoßnost~ t = j − 1 iskl¸qena. Esli t < j − 1, to verxina

w_{tr} ne mogla popast~ v Y , inaqe na sledu¸wem xage, soglasno

naxemu algoritmu, verxina y_j�_1 dolßna byla okazat~sØ v W \Y . Pofftomu w_{tr} ne popala v Y .

Sledovatel~no, dve verxiny iz odnoæ pary P_s v Y odnovremenno okazat~sØ ne mogut. Takim obrazom, my postroili mnoßestvo vnutrennih verxin razliqnyh blokov, ne soderßawee ni odnogo minimal~nogo neudalimogo podmnoßestva, to est~ udalimoe mnoßestvo. �

116 A. S. QUHNOV

Avtor blagodarit D. V. Karpova i A. V. Pastora za privleqenie vnimaniØ k dannoæ teme i bescennye sovety.

Literatura

1. G. Chartrand, A. Kaugars, D. R. Lick, Critically n-connected graphs. — Proc.

Amer. Math. Soc. 32, No. 1. (1972), 63–68.

2. D. V. Karpov, A. V. Pastor, O strukture k-svØznogo grafa. — Zap. nauqn.

semin. POMI 266 (2000), 76–106.

3. D. V. Karpov, Bloki v k-svØznyh grafah. — Zap. nauqn. semin. POMI 293 (2002), 59–93.

Chukhnov A. S. Removing vertices from k-connected graphs without losing k-connectivity.

The problem of removing vertices from a k-connected graph without losing k-connectivity is studied. We prove that one can remove some inner vertices from k-blocks, provided the interior of each block is large enough with respect to its boundary and the degree of any vertex of the graph is greater than^{3k}�^1_2 or^{3k}_2 .

Postupilo 19 dekabrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet