Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 340, 2006 g.

D. V. Karpov

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k-SV˚ZNOM GRAFE

Vvedenie. Osnovnye opredeleniØ

Struktura vzaimnogo raspoloßeniØ toqek soqleneniØ v svØznom grafe horoxo izvestna i imeet mnogoqislennye primeneniØ v teorii grafov (sm. [7, 8]). PonØtie verxinnoæ k-svØznosti moßno rassmatrivat~ kak obobwenie ponØtiØ svØznosti. �to privelo k mnogoqislennym popytkam obobweniØ metodov i konstrukciæ, izvestnyh dlØ svØznogo grafa, na sluqaæ k-svØznogo grafa. Takim obrazom voznikaet odno iz napravleniæ issledovaniæ v teorii svØznosti grafov – issledovanie vzaimnogo raspoloßeniØ k-verxinnyh razdelØ¸wih mnoßestv v k-svØznom grafe i razbieniØ grafa fftimi mnoßestvami. V 1966 godu W. T. Tutte [3] polnost~¸ opisal strukturu vzaimnogo raspoloßeniØ dvuhverxinnyh razdelØ¸wih mnoßestv v dvusvØznom grafe i pokazal, qto ona imeet mnogo obwego so strukturoæ toqek soqleneniØ. Sluqaæ k > 2 namnogo sloßnee; o strukture krazdelØ¸wih mnoßestv v k-svØznom grafe izvestno znaqitel~no men~xe.

V rabote rassmatriva¸tsØ neorientirovannye grafy bez petel~ i kratnyh reber. Na protØßenii vseæ raboty my budem pol~zovat~sØ sledu¸wimi opredeleniØmi i oboznaqeniØmi. Mnoßestva verxin i reber grafa G budem oboznaqat~ qerez V (G) i E(G) sootvetstvenno. My budem nazyvat~ dve verxiny grafa svØzannymi, esli suwestvuet put~ meßdu nimi. Pod komponentoæ svØznosti grafa v rabote podrazumevaetsØ maksimal~- noe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo ego poparno svØzannyh verxin.

DlØ l¸bogo mnoßestva reber E ⊂ E(G) my, kak obyqno, budem oboznaqat~ qerez G−E graf, poluqennyæ iz G v rezul~tate uda-

Avtor blagodarit za podderßku issledovaniæ programmu fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. Raboty podderßana grantom Prezidenta RF NX-8664.2006.1, grantom INTAS 04-77-7173 i grantom RFFI 05-0100932. 33

34 D. V. KARPOV leniØ reber mnoßestva E. DlØ e ∈ E(G) poloßim G − e = G − {e}. DlØ l¸bogo mnoßestva verxin V ⊂ V (G) my budem oboznaqat~ qerez G − V graf, poluqennyæ iz G v rezul~tate udaleniØ verxin mnoßestva V i vseh incidentnyh im reber. DlØ v ∈ V (G) poloßim G − v = G − {v}. Vo vseæ rabote pust~ G – k-svØznyæ graf (zdes~ i dalee

k > 2 – natural~noe qislo). Mnoßestvo S ⊂ V (G) – razdelØ-

¸wee, esli graf G − S nesvØzen. Semeæstvo vseh razdelØ¸wih mnoßestv grafa G my budem oboznaqat~ qerez R(G), a semeæstvo vseh ego k-verxinnyh razdelØ¸wih mnoßestv (my budem nazyvat~ takie mnoßestva k-razdelØ¸wimi) budem oboznaqat~ qerez R_k(G). Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ issledovanie svoæstv k-razdelØ¸wih mnoßestv k-svØznogo grafa, a takße izuqenie struktury vzaimnogo raspoloßeniØ takih mnoßestv. My postaraemsØ pokazat~ shodstvo fftoæ struktury so strukturoæ vzaimnogo raspoloßeniØ toqek soqleneniØ svØznogo grafa.

Opredelenie 1. 1) Pust~ R, X ⊂ V (G). Budem govorit~, qto mno-

ßestvo R razdelØet mnoßestvo X, esli ne vse verxiny iz X \ R leßat v odnoæ komponente svØznosti grafa G − R.

2) Pust~ U, W ⊂ V (G). Budem govorit~, qto mnoßestvo R otdelØet mnoßestvo U ot mnoßestva W , esli U ⊄ R, W ⊄ R i nikakie dve verxiny u ∈ U \ R i w ∈ W \ R ne leßat v odnoæ komponente svØznosti grafa G − R.

V sluqae, kogda U = {u}, my budem govorit~, qto R otdelØet verxinu u ot mnoßestva W . Esli ße U = {u} i W = {w}, to my budem govorit~, qto R otdelØet verxinu u ot verxiny w.

Vo vseh rabotah po teorii svØznosti sqitaetsØ, qto “qasti” razbieniØ grafa odnim razdelØ¸wim mnoßestvom S tak ili inaqe sootvetstvu¸t komponentam svØznosti grafa G − S. Naxa rabota ne budet iskl¸qeniem. Odnako dlØ izuqeniØ struktury vzaimnogo raspoloßeniØ razdelØ¸wih mnoßestv neobhodimo opredelit~ razbienie grafa naborom iz neskol~kih razdelØ¸wih mnoßestv. V fftom voprose issledovateli xli raznymi putØmi, v toæ ili inoæ stepeni obobwa¸wimi opredelenie dvusvØznogo bloka v svØznom grafe.

Blok svØznogo grafa – ffto, s odnoæ storony, maksimal~nyæ po vkl¸qeni¸ dvusvØznyæ podgraf (naibolee klassiqeskoe opredelenie bloka), a s drugoæ storony – qast~ razbieniØ grafa toqkami soqleneniØ (to est~, odnoverxinnymi razdelØ¸wimi mno-

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 35 ßestvami). Pri popytke obobwit~ pervyæ podhod (sm., naprimer, [2]) poluqaetsØ opredelenie bloka v k-svØznom grafe, kak maksimal~nogo po vkl¸qeni¸ (k+1)-svØznogo podgrafa. Pri vseæ prostote i krasote fftogo opredeleniØ otmetim, qto svoæstva opredelennyh takim obrazom blokov oqen~ daleki ot svoæstv blokov svØznogo grafa.

Naibolee mnogoqislennymi byli popytki opredelit~ razbienie grafa naborom ego razdelØ¸wih mnoßestv kak rezul~tat processa posledovatel~nogo razbieniØ grafa mnoßestvami fftogo nabora (sm. [3] dlØ dvusvØznyh grafov, a takße [1, 6] dlØ grafov bol~xeæ svØznosti). ObwaØ sut~ fftih opredeleniæ takova. RassmatrivaetsØ razdelØ¸wee mnoßestvo S. Pust~ H_1, . . ., H_n – komponenty svØznosti grafa G − S. Qasti razbieniØ grafa mnoßestvom S opredelØ¸tsØ kak inducirovannye podgrafy grafa G na verxinah H_i ∪S (dlØ i ∈ {1, . . ., n}), k kotorym dlØ sohraneniØ k-svØznosti dobavlØ¸tsØ vsevozmoßnye rebra meßdu verxinami mnoßestva S. Dalee rassmatrivaetsØ sledu¸wee razdelØ¸wee mnoßestvo, leßawee v odnoæ iz poluqennyh qasteæ (netrudno pokazat~, qto takoe mnoßestvo ØvlØetsØ razdelØ¸wim i v ishodnom grafe) i proishodit sledu¸waØ operaciØ razbieniØ. Netrudno ponØt~, qto v rezul~tate takogo processa razbieniØ svØznogo grafa ego toqkami soqleneniØ poluqatsØ bloki vne zavisimosti ot posledovatel~nosti razbieniØ. Odnako pri k > 1 v k-svØznom grafe mogut suwestvovat~ zavisimye (to est~ razdelØ¸wie drug druga) k-razdelØ¸wie mnoßestva; posle razbieniØ po odnomu iz nih my ne moßem provesti razbienie po vtoromu. Takim obrazom, v obwem sluqae rezul~tat zavisit ot posledovatel~nosti razbieniØ.

My priderßivaemsØ znaqitel~no bolee prostogo podhoda k opredeleni¸ razbieniØ grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv, predloßennogo v [5].

Opredelenie 2. Pust~ S ⊂ R(G).

Qast~ razbieniØ grafa G naborom S (ili qast~ S-razbieniØ) – ffto takoe maksimal~noe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo A ⊂ V (G), qto nikakoe mnoßestvo S ∈ S ne razdelØet A. Budem oboznaqat~ qerez Part (S) mnoßestvo vseh qasteæ S-razbieniØ. DlØ S ∈ R(G) poloßim Part (S) = Part ({S}).

V fftih oboznaqeniØh ne ukazyvaetsØ graf, tak kak vo vseæ rabote oni budut primenØt~sØ imenno dlØ qasteæ razbieniØ grafa

36 D. V. KARPOV

G. DlØ kratkosti v dal~neæxem vmesto “qast~ razbieniØ grafa G naborom S” my budem govorit~ prosto “qast~ iz Part (S)”. Netrudno ponØt~, qto dlØ razliqnyh qasteæ A_1, A_2 ∈ Part (S) pereseqenie A_1 ∩ A_2 soderßitsØ v odnom iz mnoßestv nabora S. �to soobraßenie pokazyvaet estestvennost~ dannogo vyxe opredeleniØ.

Otmetim, qto i pri takom podhode qasti razbieniØ svØznogo grafa naborom iz vseh ego toqek soqleneniØ – ffto mnoßestva verxin blokov fftogo grafa. DlØ l¸bogo mnoßestva S ∈

R(G) kaßdaØ qast~ iz Part (S) – ffto komponenta svØznosti grafa

G − S, ob¨edinennaØ s mnoßestvom S. V teoreme 1 my pokaßem, qto dlØ l¸bogo nabora S ⊂ R(G) qasti iz Part (S) predstavlØ- ¸tsØ v vide pereseqeniØ qasteæ razbieniØ grafa mnoßestvami fftogo nabora; bolee togo, vse maksimal~nye po vkl¸qeni¸ mnoßestva verxin grafa, predstavimye v takom vide, – ffto vse qasti iz Part (S).

Opredelenie 3. Verxiny qasti A ∈ Part (S), ne vhodØwie ni

v odno iz mnoßestv nabora S, budem nazyvat~ vnutrennimi, a mnoßestvo vseh takih verxin – vnutrennost~¸ qasti A, kotoru¸ budem oboznaqat~ qerez Int (A). Verxiny qasti A, vhodØwie v kakie-libo mnoßestva iz S, my budem nazyvat~ graniqnymi, a mnoßestvo vseh fftih verxin – graniceæ qasti A i oboznaqat~ qerez Boundary (A).

My dokaßem, qto Boundary (A) sostoit iz vseh verxin qasti A, ime¸wih smeßnye verxiny vne A. Graniceæ qasti razbieniØ grafa odnim razdelØ¸wim mnoßestvom S, estestvenno, budet mnoßestvo S.

Kak uße skazano vyxe, odnoæ iz glavnyh trudnosteæ v izuqenii svoæstv k-razdelØ¸wih mnoßestv k-svØznogo grafa ØvlØetsØ naliqie zavisimyh razdelØ¸wih mnoßestv. DlØ l¸bogo nabo-

ra S k-razdelØ¸wih mnoßestv my opredelim graf zavisimosti

Dep (S), verxiny kotorogo sootvetstvu¸t mnoßestvam nabora S, priqem dve verxiny smeßny togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸wie im mnoßestva zavisimy. Nabor S predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ komponent zavisimosti – podnaborov, sootvetstvu¸wih komponentam svØznosti grafa Dep (S).

V razdele 2 my sformuliruem i dokaßem teoremu o razbienii, kotoraØ pozvolØet pokazat~, qto struktura vzaimnogo

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 37 raspoloßeniØ udovletvorØwih nekotorym usloviØm naborov krazdelØ¸wih mnoßestv k-svØznogo grafa izobraßaetsØ s pomow~¸ giperdereva i imeet svoæstva, analogiqnye svoæstvam struktury toqek soqleneniØ svØznogo grafa. V razdele 3 s pomow~¸ teoremy o razbienii my opixem strukturu vzaimnogo raspoloßeniØ komponent zavisimosti proizvol~nogo nabora krazdelØ¸wih mnoßestv S k-svØznogo grafa i dokaßem rØd faktov, svØzyva¸wih razbienie grafa naborom S s razbieniØmi grafa komponentami zavisimosti fftogo nabora. Komponenty zavisimosti i ih struktura predstavlØ¸tsØ nam poleznymi instrumentami dlØ raboty s razdelØ¸wimi mnoßestvami.

V razdele 4 my dadim opredelenie romaxki – nabora F podmnoßestv V (G), sostoØxego iz centra P (vozmoßno, pustogo) i

m > 4 cikliqeski uporØdoqennyh nepustyh lepestkov Q1, . . . , Qm

odinakovogo razmera (|P | + 2|Q_i| = k), dlØ kotoryh suwestvuet nabor S ⊂ R_k(G), razbiva¸wiæ graf na m cikliqeski uporØdoqennyh qasteæ s granicami iz centra romaxki i dvuh sosednih ee lepestkov. Budem govorit~, qto fftot nabor S poroßdaet romaxku F . My pokaßem, qto vse poroßda¸wie romaxku F nabory odinakovo razbiva¸t graf, ffto razbienie my nazovem razbieniem grafa romaxkoæ F . Romaxku udobno predstavlØt~ v vide kruga, v centre kotorogo raspoloßen centr romaxki, a po okrußnosti – lepestki sootvetstvenno cikliqeskomu porØdku. Kaßdu¸ qast~ razbieniØ grafa romaxkoæ udobno raspoloßit~ meßdu sootvetstvu¸wimi sosednimi lepestkami. OkaßetsØ, qto l¸boe mnoßestvo, sostoØwee iz centra i dvuh nesosednih lepestkov, ØvlØetsØ k-razdelØ¸wim, priqem razdelØet graf tak, kak sootvetstvu¸waØ fftomu mnoßestvu lomanaØ (soedinØ¸waØ lepestki i centr) razdelØet krug (sm. ris. 1).

PonØtie romaxki ØvlØetsØ oboweniem horoxo izvestnyh konstrukciæ dlØ sluqaev malyh k. Tak, u l¸boæ romaxki v dvusvØznom grafe centr pust, a kaßdyæ lepestok ØvlØetsØ odinoqnoæ verxinoæ. TakaØ romaxka predstavlØet iz sebØ “cikl”, hordy kotorogo sootvetstvu¸t razdelØ¸wim mnoßestvam. Imenno ffta konstrukciØ stala odnoæ iz glavnyh v rabote [3], gde W. T. Tutte opisal strukturu vzaimnogo raspoloßeniØ dvuhverxinnyh razdelØ¸wih mnoßestv v dvusvØznom grafe. V konce raboty my v kaqestve ill¸stracii k poluqennym rezul~tatam privedem dostatoqno prostoe i naglØdnoe opisanie struktury dvusvØznogo

38 D. V. KARPOV grafa s pomow~¸ romaxek. Netrudno ponØt~, qto u l¸boæ romaxki v trehsvØznom grafe i centr, i lepestki ØvlØ¸tsØ odinoqnymi verxinami, takaØ romaxka napominaet “koleso” iz raboty [4].

V razdele 5 my dokaßem interesnyæ fakt: dlØ togo, qtoby kaßdaØ qast~ razbieniØ k-svØznogo grafa G naborom S ⊂ R_k(G) soderßala ne menee k verxin, neobhodimo i dostatoqno, qtoby l¸baØ komponenta zavisimosti nabora S, sostoØwaØ bolee qem iz odnogo mnoßestva, poroßdala romaxku.

Otmetim, qto, na nax vzglØd, poluqennye v rabote rezul~taty ØvlØ¸tsØ naborom instrumentov, s pomow~¸ kotoryh, vozmoßno, v buduwem udastsØ poluqit~ bolee polnye rezul~taty dlØ sluqaØ k > 2.

1. Svoæstva razdelØ¸wih mnoßestv i qasteæ razbieniØ 1.1. Razbienie grafa naborom razdelØ¸wih mnoßestv Teorema 1. Pust~ nabory S1, . . . , Sn ⊂ R(G) poparno ne pereseka-

¸tsØ, S = ∪^n_{i=1} S_i. Rassmotrim vse mnoßestva verxin vida A = n⋂ i=1 A_i, (1.1)

gde A_i ∈ Part (S_i). Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

1) L¸baØ qast~ A ∈ Part (S) predstavlØetsØ v vide (1.1). 2) Iz vseh mnoßestv verxin grafa G, predstavimyh v vide (1.1), qastØmi iz Part (S) ØvlØ¸tsØ te i tol~ko te, kotorye ØvlØ¸tsØ maksimal~nymi po vkl¸qeni¸ sredi mnoßestv takogo vida.

3) Esli mnoßestvo verxin A predstavimo v vide (1.1) i A ∉ Part (S), to A ØvlØetsØ podmnoßestvom odnogo iz mnoßestv nabora S.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ A ∈ Part (S). DlØ kaßdogo i ∈

{1, 2, . . ., n} ni odno iz mnoßestv nabora S_i ne razdelØet A. Sledovatel~no, suwestvuet qast~ A_i ∈ Part (S_i), soderßawaØ A. Pust~ ~A = ∩^n_{i=1} A_i. Vkl¸qenie A ⊂ ~A oqevidno.

Dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Predpoloßim, qto verxina b ∈ ~A \ A. Togda suwestvuet razdelØ¸wee mnoßestvo S ∈ S, otdelØ¸wee b ot A. Ne umalØØ obwnosti predpoloßim, qto S ∈ S_i.

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 39 Togda b ∉ A_i, sledovatel~no, b ∉ ~A. Protivoreqie. Takim obrazom, A = ∩^n_{i=1} A_i.

2) My dokazali, qto l¸baØ qast~ iz Part (S) predstavlØetsØ v vide (1.1). Mnoßestvo verxin, predstavimoe v vide (1.1), nevozmoßno razdelit~ nikakim mnoßestvom iz nabora S. Sledovatel~no, qastØmi iz Part (S) budut te i tol~ko te mnoßestva vida (1.1), kotorye ØvlØ¸tsØ maksimal~nymi po vkl¸qeni¸ sredi mnoßestv takogo vida.

3) Pust~ A = ∩^n_{i=1}A_i (gde A_i ∈ Part (S_i)), priqem A ∉ Part (S). Togda suwestvuet qast~ B ∈ Part (S), takaØ, qto B ) A. Rassmotrim predstavlenie B = ∩^n_{i=1}B_i, gde B_i ∈ Part (S_i). Tak kak B ≠ A, to A_j ≠ B_j dlØ kakogo-to j. Sledovatel~no, A ⊂ A_j ∩ B_j , a takoe pereseqenie obØzatel~no ØvlØetsØ podmnoßestvom odnogo iz mnoßestv nabora S_j . �

Sledstvie 1. Pust~ nabory S, T ⊂ R(G) ne pereseka¸tsØ, a

qast~ A ∈ Part (S) takova, qto ni odno iz mnoßestv nabora T ee ne razdelØet. Togda A ∈ Part (S ∪ T).

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ sleduet, qto suwestvuet qast~

B ∈ Part (T), soderßawaØ A. Togda A = A ∩ B, priqem netrudno ponØt~, qto sredi vseh mnoßestv verxin grafa G, ime¸wih predstavlenie v vide pereseqeniØ qasti iz Part (S) i qasti iz Part (T), A ØvlØetsØ maksimal~nym po vkl¸qeni¸. Po punktu 2 teoremy 1 togda A ∈ Part (S ∪ T). �

1.2. Granica i vnutrennost~ qasti razbieniØ

V fftom razdele my opixem svoæstva granic i vnutrennosteæ qasteæ razbieniØ k-svØznogo grafa naborom k-razdelØ¸wih mnoßestv.

Zameqanie. Pust~ S ∈ Rk(G), togda graf G − S nesvØzen. DlØ

l¸boæ qasti F ∈ Part (S) ee vnutrennost~ Int (F ) est~ mnoßestvo vseh verxin odnoæ iz komponent svØznosti grafa G − S. Tak kak S ØvlØetsØ minimal~nym po vkl¸qeni¸ razdelØ¸wim mnoßestvom, to kaßdaØ verxina iz S dolßna byt~ smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ iz Int (F ), to est~ inducirovannyæ podgraf grafa G na mnoßestve verxin iz F svØzen. �to soobraßenie budet neodnokratno ispol~zovat~sØ v dal~neæxem.

Teorema 2. Pust~ G – k-svØznyæ graf, S ⊂ Rk(G), A ∈ Part (S).

Togda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

40 D. V. KARPOV

1) Boundary (A) otdelØet Int (A) ot ostal~nyh verxin grafa. 2) L¸baØ verxina v ∈ Boundary (A) smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ, ne vhodØweæ v qast~ A.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 1, suwestvuet predstavlenie

A = ∩_{S∈}S A_S , gde A_S ∈ Part (S).

1) DlØ l¸boæ verxiny y ∉ A suwestvuet takoe S ∈ S, qto y ∉ A_S . Togda mnoßestvo S otdelØet verxinu y ot Int (A). Sledovatel~- no, nikakaØ verxina y ∉ A ne moßet byt~ smeßna ni s kakoæ verxinoæ iz Int (A). Ots¸da nemedlenno sleduet utverßdenie punkta 1.

2) DlØ l¸boæ graniqnoæ verxiny v ∈ Boundary (A) suwestvuet takoe mnoßestvo S ∈ S, qto v ∈ S. Rassmotrim otliqnu¸ ot A_S qast~ F_S ∈ Part (S). Ee vnutrennost~ Int (F_S ) ne peresekaetsØ s A i obØzatel~no soderßit verxinu smeßnu¸ s v. �

Sledstvie 2. DlØ k-svØznogo grafa G vypolnØ¸tsØ sledu¸wie

utverßdeniØ.

1) Pust~ S ⊂ R_k(G), A ∈ Part (S). Togda Boundary (A) est~ mnoßestvo vseh verxin qasti A, ime¸wih smeßnye verxiny ne iz A.

2) Pust~ nabory S, T ⊂ R_k(G) takovy, qto A ∈ Part (S) i A ∈ Part (T). Togda granica A, kak qasti iz Part (S), sovpadaet s graniceæ A, kak qasti iz Part (T).

Dokazatel~stvo. Punkt 1 neposredstvenno sleduet iz teoremy 2

i daet opredelenie granicy qasti iz Part (S), ne zavisØwee ot mnoßestv nabora S. Ots¸da sleduet utverßdenie punkta 2. �

Opredelenie 4. Pust~ S ⊂ R(G), A ∈ Part (S). Nazovem qast~ A

pustoæ, esli Int (A) = ? i nepustoæ v protivnom sluqae. Nazovem qast~ A maloæ, esli |A| < k i normal~noæ, esli |A| > k.

1.3. Zavisimye i nezavisimye k-razdelØ¸wie mnoßestva

NastoØwiæ razdel soderßit neskol~ko nesloßnyh lemm, v kotoryh sobrany neobhodimye nam v dal~neæxem tehniqeskie rezul~taty.

Opredelenie 5. Budem nazyvat~ mnoßestva S, T ∈ Rk(G) neza-

visimymi, esli S ne razdelØet T i T ne razdelØet S. V protivnom sluqae budem nazyvat~ ffti mnoßestva zavisimymi.

Nesloßno pokazat~, qto esli S, T ∈ R_k(G) i S ne razdelØet T , to T ne razdelØet S, to est~ ffti mnoßestva nezavisimy (sm.

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 41 lemmu 10 iz raboty [6]; takße fftot fakt dokazyvalsØ v kaqestve odnoæ iz lemm v rabote [1].)

Lemma 1. 1) Pust~ mnoßestva S, T ∈ Rk(G) takovy, qto S ne

peresekaetsØ so vnutrennost~¸ nekotoroæ qasti A ∈ Part (T ). Togda S i T nezavisimy, priqem S ne razdelØet qast~ A.

2) Pust~ mnoßestva S, T ∈ R_k(G) nezavisimy, a qast~ A ∈ Part (T ) soderßit S. Togda v Part (S) est~ qast~, soderßawaØ vse otliqnye ot A qasti iz Part (T ).

Dokazatel~stvo. 1) Tak kak inducirovannyæ podgraf grafa G

na mnoßestve verxin Int (A) svØzen, a kaßdaØ verxina mnoßestva T = Boundary (A) smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ iz Int (A) i S ∩ Int (A) = ?, to vse verxiny iz A \ S leßat v odnoæ komponente svØznosti grafa G − S, to est~ S ne razdelØet A i, sledovatel~no, ne razdelØet T . �to oznaqaet, qto mnoßestva S i T nezavisimy.

2) Po punktu 1 mnoßestvo S ne razdelØet nikakoæ otliqnoæ ot A qasti iz Part (T ). Poskol~ku T \ S ≠ ?, vse ffti qasti soderßatsØ v odnoæ qasti iz Part (S). �

Lemma 2. Pust~ nabory S, T ⊂ Rk(G) takovy, qto l¸bye dva

mnoßestva S ∈ S i T ∈ T nezavisimy. Pust~ qast~ A ∈ Part (T) ne soderßit ni odno iz mnoßestv nabora S. Togda v Part (S) est~ qast~, soderßawaØ A.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 1 suwestvuet predstavlenie

A = ∩_{T ∈}T A_T , gde A_T ∈ Part (T ).

L¸boe mnoßestvo S ∈ S otdeleno kakim-to mnoßestvom T ∈ T ot qasti A, sledovatel~no, S ∩ Int (A_T ) = ?. Po lemme 1 suwestvuet takaØ qast~ A_S ∈ Part (S), qto A_S ⊃ A_T ⊃ A. Mnoßestvo verxin B = ∩_{S∈}S A_S soderßit A. Tak kak B nevozmoßno razdelit~ nikakim mnoßestvom nabora S, to suwestvuet qast~ iz Part (S), soderßawaØ B i, sledovatel~no, soderßawaØ A. �

Opredelenie 6. Graf zavisimosti Dep (S) nabora S – ffto graf,

verxiny kotorogo sootvetstvu¸t mnoßestvam nabora, a dve verxiny smeßny togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸wie im mnoßestva zavisimy.

42 D. V. KARPOV

Lemma 3. Pust~ nabory S, T ⊂ Rk(G) ne pereseka¸tsØ, priqem

graf zavisimosti Dep (S) svØzen, a l¸bye dva mnoßestva S ∈ S i T ∈ T nezavisimy. Togda vse mnoßestva nabora S leßat v odnoæ qasti A ∈ Part (T), i nikakaØ drugaØ qast~ iz Part (T) ne soderßit ni odnogo mnoßestva nabora S.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~noe mnoßestvo T ∈ T.

Tak kak T i l¸boe mnoßestvo S ∈ S nezavisimy, to kaßdoe takoe S celikom soderßitsØ v nekotoroæ qasti iz Part (T ). Pust~ mnoßestva S_1, S_2 ∈ S leßat v raznyh qastØh A_1, A_2 ∈ Part (T ), sootvetstvenno. Togda S_2 ∩ Int (A_1) = ?, i po lemme 1 mnoßestva S_1 i S_2 nezavisimy. Ots¸da v silu svØznosti grafa zavisimosti Dep (S) sleduet, qto vse mnoßestva nabora S soderßatsØ v odnoæ qasti iz Part (T ). Tak kak ffto utverßdenie verno dlØ l¸bogo mnoßestva T ∈ T, to suwestvuet qast~ A ∈ Part (T), soderßawaØ vse mnoßestva nabora S.

Predpoloßim, qto otliqnaØ ot A qast~ B ∈ Part (T) soderßit mnoßestvo S ∈ S. Togda S ⊂ A∩B, no pereseqenie A∩B ØvlØetsØ podmnoßestvom odnogo iz mnoßestv nabora T, qto nevozmoßno. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo. �

Lemma 4. Pust~ nabory S, T ⊂ Rk(G) ne pereseka¸tsØ, priqem

l¸bye dva mnoßestva S ∈ S i T ∈ T nezavisimy. Pust~ qast~ A ∈ Part (T) soderßit vse mnoßestva nabora S, a qast~ B ∈ Part (S) soderßit vse mnoßestva nabora T. Togda B soderßit ob¨edinenie vseh otliqnyh ot A qasteæ iz Part (T).

Dokazatel~stvo. Granica l¸boæ qasti iz Part (T) sostoit iz

verxin mnoßestv nabora T i, sledovatel~no, soderßitsØ v B. Rassmotrim otliqnu¸ ot A nepustu¸ qast~ A^′ ∈ Part (T). Po lemme 2 suwestvuet qast~ B^′ ∈ Part (S), soderßawaØ A^′. Predpoloßim, qto B^′ ≠ B. Tak kak B^′ ⊃ Boundary (A^′) i B ⊃ Boundary (A^′), to iz B^′ ≠ B sleduet

Boundary (A^′) ⊂ B ∩ B^′ ⊂ S ∈ S,

otkuda v silu nepustoty qasti A^′ imeem Boundary (A^′) = S. Poskol~ku S ⊂ A, to S = A∩A^′ ⊂ T ∈ T, otkuda S ∈ T, qto nevozmoßno. Sledovatel~no, sdelannoe vyxe predpoloßenie nevozmoßno i A^′ ⊂ B. �

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 43

Lemma 5. Pust~ T ⊂ Rk(G), graf zavisimosti Dep (T) svØzen, a

mnoßestvo T ∈ R_k(G) \ T ØvlØetsØ graniceæ qasti B ∈ Part (T). Togda qast~ B predstavlØet soboæ ob¨edinenie vseh qasteæ iz Part (T ), vnutrennosti kotoryh ne pereseka¸tsØ s mnoßestvami nabora T, a nikakaØ drugaØ qast~ iz Part (T) ne soderßit mnoßestvo T .

Dokazatel~stvo. Po lemme 3 nikakaØ otliqnaØ ot B qast~ iz

Part (T) ne moßet soderßat~ mnoßestvo T , a vse mnoßestva nabora T leßat v odnoæ qasti F ∈ Part (T ). Po lemme 4 qast~ B soderßit ob¨edinenie vseh otliqnyh ot F qasteæ iz Part (T ). UqityvaØ, qto l¸baØ qast~ iz Part (T) s graniceæ T est~ ob¨edinenie neskol~kih qasteæ iz Part (T ), my poluqaem utverßdenie lemmy. �

Lemma 6. Pust~ grafy zavisimosti naborov T1, T2 ⊂ Rk(G) svØz-

ny, a mnoßestvo R ∈ R_k(G) \ (T_1 ∪ T_2) takovo, qto vse verxiny mnoßestv iz T_1 i T_2 soderßatsØ v odnoæ qasti F ∈ Part (R) i suwestvuet qast~ A ∈ Part (T_1) ∩ Part (T_2) s graniceæ R. Togda suwestvu¸t dva zavisimyh mnoßestva T_1 ∈ T_1 i T_2 ∈ T_2.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Po lemme 5 qast~ A

ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh otliqnyh ot F qasteæ iz Part (R). Tak kak graf zavisimosti Dep (T_1) svØzen i nikakoe mnoßestvo nabora T_1 ne zavisimo ni s kakim mnoßestvom nabora T_2, to po lemme 3 vse mnoßestva nabora T_1 leßat v odnoæ qasti B ∈ Part (T_2). Poskol~ku mnoßestvo R ⊂ ∪_{T ∈}T_1 T takße leßit v B, to po lemme 5 imeem A = B. Odnako vse mnoßestva nabora T_1 leßat v F , priqem F ∩ A = R. Sledovatel~no, vse ffti mnoßestva sovpada¸t s R, qto nevozmoßno. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo. �

1.4. Razbienie k-svØznogo grafa paroæ zavisimyh k-razde-lØ¸wih mnoßestv Lemma 7. Pust~ mnoßestva S, T ∈ Rk(G) zavisimy. Pust~

Part (S) = {F_1, . . ., F_n}, a Part (T ) = {H_1, . . . , H_m}. DlØ vseh i ∈ {1, . . ., n} i j ∈ {1, . . ., m} vvedem oboznaqeniØ P = S ∩ T, S_j = S ∩ Int (H_j), T_i = T ∩ Int (F_i), G_{i,j} = F_i ∩ H_j.

Togda Part ({S, T }) = {G_{i,j}}_{i∈{1,...,n}, j∈{1,...,m}},

44 D. V. KARPOV

Boundary (G_{i,j}) = P ∪ T_i ∪ S_j ,

priqem T_i ≠ ? dlØ vseh i ∈ {1, . . ., n} i S_j ≠ ? dlØ vseh j ∈ {1, . . ., m}. Dokazatel~stvo. PonØtno, qto S = (_m⋃ j=1 S_j ) ∪ P i T = (_n⋃ i=1 T_i ) ∪ P. Predpoloßim, qto S_j = ? (dlØ nekotorogo j) ili, qto to ße samoe, S ∩ Int (H_j) = ?. Po lemme 1 ffto oznaqaet nezavisimost~ S i T , protivoreqie s usloviem. Analogiqno dokazyvaetsØ nepustota l¸bogo iz mnoßestv T_i. Takim obrazom poluqaetsØ, qto vse mnoßestva S_1, . . . , S_m, T_1, . . . , T_n nepusty. Tak kak G_{i,j} ⊃ S_i ∪ T_j i mnoßestva S_i i T_j vmeste ne vhodØt ni v kakoe drugoe mnoßestvo G_{x,y}, to G_{i,j} ⊄ G_{x,y} pri (i, j) ≠ (x, y). Togda po teoreme 1 my poluqaem, qto Part ({S, T }) sostoit iz vseh qasteæ G_{i,j}. PonØtno, qto Boundary (G_{i,j}) = P ∪ T_i ∪ S_j . �

Lemma 8. Pust~ mnoßestva S, T ∈ Rk(G) zavisimy, a qast~

A ∈ Part ({S, T }) pusta. Togda suwestvu¸t smeßnye verxiny w ∈ A \ T i w^′ ∈ A \ S. Dokazatel~stvo. Po lemme 7 suwestvuet predstavlenie A =

A_S ∩ A_T , gde A_S ∈ Part (S) i A_T ∈ Part (T ), a Boundary (A) = P ∪ W_S ∪ W_T , gde P = S ∩ T, W_S = S ∩ Int (A_T ) ⊂ S \ T i W_T = T ∩ Int (A_S ) ⊂ T \ S,

priqem W_S ≠ ? i W_T ≠ ?. Kak my znaem (sm. zameqanie pered teoremoæ 2), l¸baØ verxina mnoßestva W_S ⊂ S \ T dolßna byt~ smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ iz Int (A_S ). No W_S otdeleno mnoßestvom T ot vseh verxin iz Int (A_S ) krome verxin mnoßestva W_T . Sledovatel~no, l¸baØ verxina mnoßestva W_S smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ mnoßestva W_T . �

2. Teorema o razbienii

Rassmotrim koneqnoe mnoßestvo V , fflementy kotorogo budem nazyvat~ verxinami. Pust~ kaßdoæ verxine w ∈ V sootvetstvuet razbienie Class_w(V ) mnoßestva V \ {w} na neskol~ko klassov

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 45 (vozmoßno, takoæ klass vsego odin). Budem govorit~, qto verxina w razdelØet verxiny v_1 i v_2, esli v_1 i v_2 leßat v raznyh klassah Class_w(V ).

Nazovem verxiny v_1, v_2 ∈ V sosednimi, esli ih ne razdelØet nikakaØ verxina mnoßestva V . Postroim gipergraf razbieniØ Struct (V ) na verxinah mnoßestva V , giperrebra kotorogo – ffto maksimal~nye po vkl¸qeni¸ mnoßestva poparno sosednih verxin.

Privedem primer mnoßestva verxin i gipergrafa razbieniØ, pokazyva¸wiæ, kakoe otnoxenie imeet ffta konstrukciØ k teorii svØznosti. Pust~ F – svØznyæ graf, a R_1(F ) – mnoßestvo vseh ego toqek soqleneniØ, to est~ takih verxin a ∈ V (F ), qto graf F − a nesvØzen. DlØ takoæ verxiny a klassy razbieniØ Class_a(R_1(F )) budut sostoØt~ iz toqek soqleneniØ, leßawih v odnoæ komponente svØznosti grafa F − a. Imenno xiroko izvestnaØ struktura vzaimnogo raspoloßeniØ toqek soqleneniØ svØznogo grafa [7, 8] podskazala nam rezul~tat teoremy 3 (sm. dalee).

Opredelenie 7. Pust~ H – gipergraf.

Nazovem posledovatel~nost~ verxin gipergrafa a_1a_2 . . . a_k putem, esli suwestvu¸t takie giperrebra e_1, e_2, . . .e_{k−1}, qto a_i, a_{i+1} ∈ e_i dlØ vseh i ∈ {1, . . ., k − 1}. Nazovem put~ ciklom, esli suwestvuet giperrebro e_k ∋ a_1, a_k.

Nazovem dve verxiny gipergrafa svØzannymi, esli suwestvuet put~ meßdu nimi. Pust~ komponenta svØznosti gipergrafa H – ffto l¸boe maksimal~noe po vkl¸qeni¸ mnoßestvo poparno svØzannyh verxin fftogo gipergrafa. Nazovem gipergraf H svØznym, esli l¸bye dve ego verxiny svØzany.

DlØ l¸boæ verxiny v gipergrafa H opredelim H − v kak gipergraf, poluqennyæ iz H v rezul~tate udaleniØ verxiny v i vseh incidentnyh eæ giperreber.

Nazovem svØznyæ gipergraf H giperderevom, esli dlØ l¸bogo cikla v fftom gipergrafe suwestvuet giperrebro, soderßawee vse verxiny fftogo cikla.

Nazovem verxinu v giperdereva H visØqeæ, esli gipergraf H − v svØzen.

Otmetim, qto giperderevo – ffto ponØtie, obobwa¸wee ponØtie dereva dlØ gipergrafov. Pri fftom visØqie verxiny giperdereva ØvlØ¸tsØ analogom visØqih verxin dereva.

46 D. V. KARPOV

Teorema 3. Pust~ dlØ l¸byh a, b, c ∈ V vypolneno uslovie: esli a

razdelØet b i c, to b ne razdelØet a i c. Togda spravedlivy sledu- ¸wie utverßdeniØ.

1) Gipregraf Struct (V ) ØvlØetsØ giperderevom.

2) Pust~ dlØ nekotoroæ verxiny a ∈ V gipergraf Struct (V ) − a raspadaetsØ na komponenty svØznosti W_1, . . . , W_ℓ. Togda Class_a(V ) = {W_1, . . . , W_ℓ}. Dokazatel~stvo. Vse utverßdeniØ teoremy dlØ sluqaØ |V | = 1

oqevidny. Pust~ |V | > 2.

a. Dokaßem indukcieæ po koliqestvu verxin, qto suwestvu-

¸t dve takie verxiny a, b ∈ V , dlØ kotoryh |Class_a(V )| = |Class_b(V )| = 1. Baza dlØ mnoßestva, sostoØwego ne bolee qem iz treh verxin, oqevidna.

Dokaßem indukcuionnyæ perehod. Rassmotrim proizvol~- nu¸ verxinu c ∈ V , pust~ V^′ = V \ {c}. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, suwestvu¸t dve takie verxiny a, b ∈ V^′, qto |Class_a(V^′)| = |Class_b(V^′)| = 1. Togda |Class_a(V )| > 1 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda Class_a(V ) = {V^′, {c}}, a |Class_b(V )| > 1 v tom i i tol~ko tom sluqae, kogda Class_b(V ) = {V^′, {c}}.

Esli |Class_a(V^′)| = |Class_b(V^′)| = 1, to dve trebuemye verxiny naædeny. Pust~ |Class_a(V )| > 1. Togda Class_a(V ) = {V^′, {c}}, sledovatel~no, a razdelØet b i c, togda b ne moßet razdelØt~ a i c, i po dokazannomu v predyduwem abzace my poluqaem, qto |Class_b(V )| = 1. Tak kak dlØ l¸boæ verxiny x ∈ V^′ \ {a} verxina a razdelØet c i x, to c ne razdelØet a i x. Takim obrazom, |Class_c(V )| = 1, i v kaqestve iskomyh verxin moßno vzØt~ b i c.

b. Dokaßem indukcieæ po koliqestvu verxin v mnoßestve V

svØznost~ gipergrafa Struct (V ). Baza dlØ mnoßestva, sostoØwego ne bolee qem iz treh verxin, oqevidna. Rassmotrim takie verxiny a, b ∈ V , qto |Class_a(V )| = |Class_b(V )| = 1. Pust~ V^′ = V \{a}. Po indukcionomu predpoloßeni¸, gipergraf Struct (V^′) svØzen. Tak kak |Class_a(V )| = 1, to vse verxiny mnoßestva V^′ svØzany i v gipergrafe Struct (V ). Po analogiqnym priqinam verxiny mnoßestva V \ {b} svØzany v Struct (V ), qto oznaqaet svØznost~ gipergrafa Struct (V ).

c. Pust~ a_1a_2 . . . a_k – put~ v gipergrafe Struct (V ), b ∉ {a_1, . . . , a_k}. Togda b ne razdelØet pary verxin a_1 i a_2, . . . , a_{k−1} i a_k. Sledovatel~no, b ne razdelØet a_1 i a_k.

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 47 Iz fftogo fakta oqevidno sleduet, qto l¸bye dve verxiny, vhodØwie v kakoæ-libo cikl gipergrafa Struct (V ), nevozmoßno razdelit~ nikakoæ otliqnoæ ot nih verxinoæ. Sledovatel~- no, vse verxiny cikla prinadleßat odnomu giperrebru. Takim obrazom, Struct (V ) – giperderevo.

d. Rassmotrim l¸bu¸ komponentu svØznosti W_i. Iz dokazannogo vyxe sleduet, qto a ne razdelØet nikakie dve verxiny iz W_i. Sledovatel~no, vse verxiny iz W_i leßat v odnom klasse razbieniØ Class_a(V ).

Rassmotrim dve raznyh komponenty W_i i W_j i vyberem v nih sosednie s a verxiny w_i i w_j, sootvetstvenno. NikakaØ otliqnaØ ot w_i, w_j, a verxina ne moßet razdelit~ pary sosednih verxin w_i i a, a takße w_j i a. Sledovatel~no, razdelit~ verxiny w_i i w_j moßet tol~ko a. Poskol~ku w_i i w_j ne prinadleßat odnomu giperrebru, to a ih razdelØet, sledovatel~no, vse verxiny iz W_i leßat v odnom klasse Class_a(V ), a vse verxiny iz W_j – v drugom. �

Zameqanie 2. Iz teoremy 3 sleduet, qto mnoßestvo

W = {a ∈ V : |Class_a(V )| = 1}

– ffto mnoßestvo vseh visØqih verxin giperdereva Struct (V ), priqem esli |V | > 2, to i |W | > 2.

3. Komponenty zavisimosti

Pust~ G – k-svØznyæ graf, a S ⊂ R_k(G).

Opredelenie 8. Budem nazyvat~ komponentoæ zavisimosti na-

bora S l¸boæ nabor T ⊂ S, sostoØwiæ iz vseh mnoßestv, sootvetstvu¸wih verxinam odnoæ iz komponent svØznosti grafa zavisimosti Dep (S).

Do konca fftogo razdela my budem sqitat~, qto S_1, . . . , S_m – vse komponenty zavisimosti nabora S. Mnoßestvo vseh komponent zavisimosti oboznaqim qerez Comp (S).

Budem govorit~, qto qast~ razbieniØ Part (S_i) soderßit komponentu zavisimosti S_j , esli ona soderßit vse vhodØwie v S_j mnoßestva. TakaØ qast~ suwestvuet i edinstvenna po lemme 3; oboznaqim ee qerez A_{i⊃j}.

48 D. V. KARPOV

Kaßdoæ komponente zavisimosti T ∈ Comp (S) postavim v sootvetstvie razbienie Class T(Comp (S)) ostal~nyh komponent zavisimosti na klassy: kaßdyæ klass budut obrazovyvat~ komponenty zavisimosti, soderßawiesØ v odnoæ iz qasteæ Part (T).

Opredelenie 9. Gipergraf opisannogo vyxe razbieniØ

Struct (Comp (S)) my budem nazyvat~ gipergrafom komponent zavisimosti nabora S i dlØ prostoty oboznaqat~ qerez Struct (S).

Teorema 4. 1) Gipergraf komponent zavisimosti Struct (S) ØvlØ-

etsØ giperderevom.

2) Pust~ T ∈ Comp (S), a C_1, . . ., C_n – komponenty svØznosti gipergrafa Struct (S)−T. Togda komponenty zavisimosti iz mnoßestva C_i soderßatsØ v odnoæ qasti B_i ∈ Part (T), priqem B_i ≠ B_j pri i ≠ j.

3) Pust~ T ∈ Comp (S), a qast~ A ∈ Part (T) soderßit hotØ by odno mnoßestvo iz S \ T. Togda suwestvuet edinstvennoe giperrebro gipergrafa Struct (S), verxinami kotorogo ØvlØ¸tsØ T i neskol~ko (byt~ moßet, odna) komponent zavisimosti, leßawih v qasti A.

Dokazatel~stvo. 1) i 2) Proverim vypolnenie usloviØ iz te-

oremy 3 dlØ opisannogo vyxe razbieniØ mnoßestva Comp (S). Pust~ komponenta zavisimosti S_i razdelØet S_j i S_ℓ, to est~ qasti A_{i⊃j} i A_{i⊃ℓ} razliqny. Togda po lemme 4 my imeem A_{j⊃i} ⊃ A_{i⊃ℓ}, sledovatel~no, S_i i S_ℓ leßat v odnom klasse iz Class S_j (Comp (S)). Takim obrazom, S_j ne razdelØet S_i i S_ℓ. Teper~ utverßdeniØ 1 i 2 nastoØweæ teoremy sledu¸t iz teoremy 3.

3) Kak pokazano vyxe, dlØ kaßdoæ komponenty iz Comp (S) libo vse ee mnoßestva soderßatsØ v A, libo ni odno iz nih ne leßit v A. Iz usloviØ sleduet, qto mnoßestvo C_A ⊂ Comp (S) komponent zavisimosti, vse mnoßestva kotoryh soderßatsØ v A, nepusto. Iz punktov 1 i 2 sleduet, qto komponenty zavisimosti iz C_A obrazu¸t komponentu svØznosti gipergrafa Struct (S)−T. Tak kak Struct (S) – giperderevo, to suwestvuet edinstvennoe giperrebro gipergrafa Struct (S), sostoØwee iz T i neskol~kih komponent zavisimosti iz C_A. �

Teorema 5. 1) Pust~ S1, . . . Sn – vse komponenty zavisimo-

sti nabora S, prinadleßawie nekotoromu giperrebru r grafa

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 49

Struct (S). DlØ vseh i ∈ {1, . . ., n} pust~ A_i ∈ Part (S_i) – qast~, soderßawaØ mnoßestva vseh ostal~nyh komponent zavisimosti iz

S1, . . . , Sn. Togda dlØ mnoßestva verxin

A = ∩^n_{i=1}A_i (3.1)

vypolnØetsØ odno iz dvuh utverßdeniæ.

(i) Mnoßestvo A ØvlØetsØ normal~noæ qast~¸ Part (S) (to est~, soderßit hotØ by k verxin), priqem Boundary (A) =

∪^n_i=1Boundary (A_i).

(ii) n = 2, Boundary (A_1) = Boundary (A_2) = A ∈ S, priqem odna iz komponent zavisimosti S_1 ili S_2 – ffto {A}.

2) DlØ l¸boæ qasti H ∈ Part (S), ne predstavimoæ v vide (3.1), suwestvuet takaØ komponenta zavisimosti S^′ ∈ Comp (S), qto H ∈ Part (S^′).

3) Pust~ S^′ ∈ Comp (S) i qast~ A ∈ Part (S^′) takovy, qto A ne soderßit mnoßestv iz S \ S^′. Togda A ∈ Part (S).

Dokazatel~stvo. 1) Rassmotrim l¸bu¸ otliqnu¸ ot S1, . . . , Sn

komponentu zavisimosti S_ℓ (esli takaØ komponenta zavisimosti suwestvuet). Tak kak Struct (S) – giperderevo, to suwestvuet edinstvennoe takoe i 6 n, qto S_ℓ leßit v odnoæ komponente svØznosti grafa Struct (S) − S_i, a S_1, . . . S_{i−1}, S_{i+1}, . . . , S_n – v drugoæ. Togda po utverßdeni¸ 2 teoremy 4 my imeem A_{i⊃ℓ} ≠ A_i, i po lemme 3 suwestvuet qast~ B ∈ Part (S_ℓ), soderßawaØ A_i. Sledovatel~no, mnoßestva komponent zavisimosti, ne prinadleßawih giperrebru r, ne razdelØ¸t A. Togda po teoreme 1 i sledstvi¸ 1 libo A ∈ Part (S), libo A – podmnoßestvo odnogo iz mnoßestv nabora ∪^n_{j=1} S_j . Poskol~ku dlØ vseh i ∈ {1, . . . , n} qast~ A_i soderßit

∪^n_j=1 Boundary (A_j ), to A ⊃ ∪^n_j=1 Boundary (A_j ), otkuda |A| > k (dlØ

l¸bogo j qast~ A_j nepusta, sledovatel~no, |Boundary (A_j )| > k).

Pust~ A ∈ Part (S). Verxina qasti A, ne vhodØwaØ v granicu ni odnoæ iz qasteæ A_i, po sledstvi¸ 2 ne moßet byt~ smeßna ni s kakoæ verxinoæ ne iz A, sledovatel~no, Boundary (A) =

∪^n_i=1 Boundary (A_i).

Pust~ A ∉ Part (S). Togda iz skazannogo vyxe sleduet, qto

Boundary (A_1) = Boundary (A_2) = · · · = Boundary (A_n) = A.

Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto A ∈ S_1. Tak kak A = Boundary (A_1) – granica qasti iz Part (S_1), to A i l¸boe mnoßestvo nabora S_1 nezavisimy, otkuda S_1 = {A}. Predpoloßim, qto

50 D. V. KARPOV

n > 3. Po lemme 5 mnoßestvo B, ravnoe ob¨edineni¸ vseh otliq-

nyh ot A_1 qasteæ iz Part (A), prinadleßit Part (S_2) ∩ Part (S_3). Togda po lemme 6 graf zavisimosti Dep (S_2 ∪ S_3) svØzen, qto nevozmoßno.

2) Dokaßem utverßdenie indukcieæ po koliqestvu komponent zavisimosti v nabore. Baza dlØ sluqaØ, kogda komponenta zavisimosti odna, oqevidna. Dokaßem perehod. Pust~ T ∈ Comp (S) – komponenta zavisimosti, sootvetstvu¸waØ visØqeæ verxine giperdereva Struct (S); ffta komponenta zavisimosti ne razdelØet nikakie dve drugie. Togda utverßdenie punkta 2 dlØ nabora T^′ = S \ T uße dokazano. Pust~ qast~ B ∈ Part (T) soderßit vse mnoßestva nabora T^′, a qast~ B^′ ∈ Part (T^′) soderßit vse mnoßestva nabora T. Po teoreme 1 dlØ l¸boæ qasti H ∈ Part (S) suwestvuet predstavlenie H = H_1 ∩ H_2, gde H_1 ∈ Part (T) i H_2 ∈ Part (T^′).

Esli H_1 = B i H_2 = B^′, to qast~ H predstavlØetsØ v vide (3.1), protivoreqie s usloviem. Po lemme 4 qast~ B soderßit ob¨edinenie vseh otliqnyh ot B^′ qasteæ iz Part (T^′), a qast~ B^′ soderßit ob¨edinenie vseh otliqnyh ot B qasteæ iz Part (T). Togda po sledstvi¸ 1 ostal~nye qasti iz Part (S) – ffto libo qasti iz Part (T), libo qasti iz Part (T^′), otkuda oqevidno sleduet dokazyvaemoe utverßdenie.

3) Tak kak qast~ A ne soderßit mnoßestv iz S \ S^′, to po lemme 2 ni odno iz fftih mnoßestv ne razdelØet A. Togda po sledstvi¸ 1 my imeem A ∈ Part (S). �

Sledstvie 3. Pust~ S ⊂ Rk(G), T ∈ Comp (S), A ∈ Part (T). To-

gda libo {Boundary (A)} ∈ Comp (S), libo suwestvuet takaØ qast~ B ∈ Part (S), qto Boundary (B) ⊃ Boundary (A).

Dokazatel~stvo. Esli qast~ A ne soderßit mnoßestv iz S \ T,

to po qasti 3 teoremy 5 my imeem A ∈ Part (S). Togda moßno vzØt~ B = A.

Pust~ qast~ A soderßit hotØ by odno mnoßestvo iz S \ T. Togda po teoreme 4 suwestvuet takoe giperrebro giperdereva Struct (S), qto odnoæ iz ego verxin ØvlØetsØ T, a vse ostal~- nye verxiny fftogo giperrebra – komponenty zavisimosti, soderßawiesØ v A. Togda po punktu 1 teoremy 5 libo suwestvuet takaØ qast~ B ∈ Part (S), qto Boundary (B) ⊃ Boundary (A), libo {Boundary (A)} ∈ Comp (S). �

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 51

Opredelenie 10. Nazovem komponentu zavisimosti nabora S

kraæneæ, esli ona sootvetstvuet visØqeæ verxine giperdereva Struct (S).

Zameqanie 3. 1) U l¸bogo nabora S ⊂ Rk(G) s nesvØznym gra-

fom zavisimosti imeetsØ hotØ by dve kraænih komponenty zavisimosti.

2) Iz teoremy 4 sleduet, qto komponenta zavisimosti S^′ nabora S ne razdelØet nikakie dve komponenty zavisimosti fftogo nabora togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ kraæneæ.

4. Romaxki

Pereædem k opredeleni¸ romaxki – vaßneæxego v naxeæ rabote ponØtiØ. Napomnim, qto my imeem delo s k-svØznym grafom G, gde k > 2.

Pust~ m > 4, a mnoßestva P, Q_1, . . . , Q_m ⊂ V (G) takovy, qto 0 6 |P | < k, Qi ∩ P = ?, |Qi| =^{k − |P |}_2 dlØ vseh i ∈ {1, . . ., m}. Rassmotrim nabor F = (P ; Q_1, . . . , Q_m), v kotorom mnoßestva Q_1, . . . , Q_m sqita¸tsØ cikliqeski uporØdoqennymi. My budem sqitat~, qto cikliqeskaØ perestanovka mnoßestv Q_1, . . . , Q_m ne menØet nabora F . Vvedem oboznaqenie Q_{i,j} = Q_i ∪ Q_j ∪ P . Pust~ R(F ) – nabor, sostoØwiæ iz mnoßestv Q_{i,j} dlØ vseh par razliqnyh nesosednih v cikliqeskom porØdke indeksov i i j.

Opredelenie 11. Pust~ suwestvuet takoæ nabor S ⊂ R(F ), qto

S ⊂ Rk(G), a razbienie Part (S) sostoit iz m qasteæ G1,2, G2,3,

. . . , G_{m,1}, priqem Boundary (G_{i,i+1}) = Q_{i,i+1}. Togda nazovem nabor F romaxkoæ, mnoßestvo P – centrom, a mnoßestva Q_1, . . . , Q_m – lepestkami fftoæ romaxki. Esli nikakie dva lepestka romaxki F ne pereseka¸tsØ, to nazovem fftu romaxku pravil~noæ. Budem govorit~, qto nabor S poroßdaet romaxku F .

Odnu i tu ße romaxku mogut poroßdat~ razliqnye nabory razdelØ¸wih mnoßestv. Niße my dokaßem, qto esli nabory S i

T poroßda¸t romaxku F , to Part (S) = Part (T). My budem nazy-

vat~ ffto razbienie razbieniem grafa G romaxkoæ F i oboznaqat~ qerez Part (F ).

52 D. V. KARPOV

Takße budet dokazano, qto esli F – romaxka, to R(F ) ⊂

Rk(G). Pri k 6 3 imeet mesto sovpadenie Part (R(F )) = Part (F ),

qto ne vsegda verno pri k > 4.

Vvedennye vyxe oboznaqeniØ budem sqitat~ standartnymi dlØ romaxki. Lepestki romaxki vsegda budem ukazyvat~ v cikliqeskom porØdke i rassmatrivat~ ih indeksy, kak vyqety po modul¸ koliqestva lepestkov. Raspoloßim lepestki Q_1, Q_2, . . . , Q_m po okrußnosti sootvetstvenno ih cikliqeskomu porØdku i pomestim v centr okrußnosti centr romaxki P . Meßdu lepestkami Q_i i Q_{i+1} my pomestim qast~ G_{i,i+1}. Na risunke izobraßeno razbienie grafa romaxkoæ s vosem~¸ lepestkami. Vvedem oboznaqenie G_{i,j} = ∪^{j−1}_{x=i} G_{x,x+1} (indeks x probegaet znaqeniØ ot i do j − 1 v cikliqeskom porØdke). V teoreme 6 my dokaßem, qto mnoßestvo Q_{i,j} otdelØet G_{i,j} ot G_{j,i} to est~ razbivaet graf imenno tak, kak sootvetstvu¸waØ fftomu mnoßestvu lomanaØ razbivaet krug.

Ris. 1.

Pri malyh znaqeniØh k romaxki ime¸t bol~xoe znaqenie dlØ issledovaniØ struktury k-svØznyh grafov. Tak, u l¸boæ romaxki v dvusvØznom grafe centr pust, a kaßdyæ lepestok ØvlØetsØ odinoqnoæ verxinoæ. TakaØ romaxka predstavlØet iz sebØ “cikl”, hordy kotorogo sootvetstvu¸t razdelØ¸wim mnoßestvam. Imenno takaØ konstrukciØ stala odnoæ iz glavnyh v rabote [3], gde W. T. Tutte opisal strukturu vzaimnogo raspoloßeniØ dvuhverxinnyh razdelØ¸wih mnoßestv v dvusvØznom grafe. V konce raboty my v kaqestve ill¸stracii naxih rezul~tatov

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 53 privedem dostatoqno prostoe i naglØdnoe opisanie struktury dvusvØznogo grafa s pomow~¸ romaxek.

Netrudno ponØt~, qto u l¸boæ romaxki v trehsvØznom grafe i centr, i lepestki ØvlØ¸tsØ odinoqnymi verxinami, takaØ romaxka napominaet “koleso” iz raboty [4].

Pri bol~xih k romaxki ustroeny znaqitel~no sloßnee: i lepestki, i centr mogut sostoØt~ iz neskol~kih verxin, sosednie lepestki mogut peresekat~sØ. Dokaßem rØd svoæstv romaxek.

Lemma 9. Graf zavisimosti l¸bogo nabora k-razdelØ¸wih mno-

ßestv, poroßda¸wego romaxku, svØzen.

Dokazatel~stvo. Pust~ F = (P ; Q1, . . . , Qm) i nabor S po-

roßdaet romaxku F . Togda Part (S) = {G_{1,2}, G_{2,3}, . . . , G_{m,1}}, Boundary (G_{i,i+1}) = Q_{i,i+1}. Predpoloßim, qto graf Dep (S) nesvØzen, i rassmotrim l¸bu¸ komponentu zavisimosti S^′ nabora S. Rassmotrim mnoßestvo Q_{i,j} ∈ S \ S^′. Tak kak Q_{i,j} i l¸boe mnoßestvo nabora S^′ nezavisimy, to suwestvuet qast~ A ∈ Part (S^′), soderßawaØ Q_{i,j}. PonØtno, qto A est~ ob¨edinenie neskol~kih qasteæ iz Part (F ), to est~ granica A est~ ob¨- edinenie centra i neskol~kih lepestkov romaxki. Iz vkl¸qeniØ A ⊃ Q_{i,j} legko vyvesti, qto Boundary (A) soderßit kakieto dva nesosednih lepestka Q_x i Q_y. Po sledstvi¸ 3 togda libo {Boundary (A)} ∈ Comp (S), libo suwestvuet takaØ qast~ B ∈ Part (S), qto Boundary (B) ⊃ Boundary (A) ⊃ Q_x ∪ Q_y. Legko videt~, qto oba varianta v naxem sluqae nevozmoßny. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo. �

Teorema 6. Pust~ F = (P ; Q1, . . . , Qm) – romaxka.

Togda R(F ) ⊂ R_k(G), priqem Q_{i,j} otdelØet G_{i,j} ot G_{j,i}.

Dokazatel~stvo. Pust~ nabor S poroßdaet romaxku F , togda

Part (S) = {G_{1,2}, G_{2,3}, . . ., G_{m,1}}, Boundary (G_{i,i+1}) = Q_{i,i+1}. Pust~ Q_{i,j} ∈ S. Togda mnoßestvo Q_{i,j} ne razdelØet ni odnu iz qasteæ G_{x,x+1}. Sledovatel~no, ono ne razdelØet ni G_{i,j}, ni G_{j,i}. Ots¸da sleduet, qto Part (Q_{i,j} ) = {G_{i,j}, G_{j,i}}.

Nazovem mnoßestvo lepestkov M romaxki F horoxim, esli dlØ l¸byh dvuh razliqnyh lepestkov Q_i, Q_j ∈ M mnoßestvo Q_{i,j} otdelØet G_{i,j} ot G_{j,i}. DlØ l¸bogo takogo nepustogo podnabora

T ⊂ S, qto graf Dep (T) svØzen, my dokaßem idukcieæ po |T|, qto

mnoßestvo vseh lepestkov, vhodØwih v mnoßestva iz T, horoxee (oboznaqim ffto mnoßestvo lepestkov qerez L(T)).

54 D. V. KARPOV

Baza dlØ podnabora iz odnogo mnoßestva uße proverena, dokaßem perehod. V nabore T ⊂ S, soderßawem bolee odnogo mnoßestva, est~ takoe mnoßestvo T , qto dlØ nabora T^′ = T \ {T } graf Dep (T^′) svØzen. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, mnoßestvo lepestkov L(T^′) – horoxee. Pust~ T = Q_{i,j}, togda dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸bogo lepestka Q_x ∈ L(T^′) mnoßestvo Q_{i,x} otdelØet G_{i,x} ot G_{x,i}. Moßno sqitat~, qto Q_x ⊂ G_{i,j}, x ∉ {i, j}. Kak dokazano vyxe, mnoßestvo Q_{i,j} otdelØet G_{i,j} ot G_{j,i}. Tak kak graf Dep (T) svØzen, to suwestvuet takoe mnoßestvo R ∈ T^′, qto R i Q_{i,j} zavisimy; sledovatel~no, R∩Int (G_{j,i}) ≠ ?. �to oznaqaet, qto R ∩ Int (G_{j,i}) = Q_y, gde Q_y ∈ L(T^′) i y ∉ {i, j}. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, mnoßestvo Q_{x,y} otdelØet G_{x,y} ot G_{y,x}. Takim obrazom, mnoßestva Q_{i,j} i Q_{x,y} zavisimy, i po lemme 7 mnoßestvo Q_{i,x} otdelØet G_{i,j} ∩ G_{x,y} = G_{i,x} ot ostal~nyh verxin grafa (to est~, ot G_{x,i}). Tak kak po lemme 9 graf Dep (S) svØzen, to teorema dokazana. �

Sledstvie 4. DlØ romaxki F = (P ; Q1, . . ., Qm) vypolnØ¸tsØ sle-

du¸wie utverßdeniØ.

1) Nesosednie v cikliqeskom porØdke lepestki romaxki ne mogut peresekat~sØ.

2) Raspoloßim indeksy 1, 2, . . .m po okrußnosti sootvetstvenno ih cikliqeskomu porØdku i postavim v sootvetstvie mnoßestvu Q_{i,j} hordu fftoæ okrußnosti, soedinØ¸wu¸ i i j. Togda mnoßestva Q_{x,y} i Q_{z,t} ØvlØ¸tsØ zavisimymi k-razdelØ¸wimi mnoßestvami v tom i tol~ko tom sluqae, kogda sootvetstvu¸- wie im hordy okrußnosti pereseka¸tsØ vo vnutrenneæ toqke.

3) Esli mnoßestva Q_{x,y} i Q_{z,t} ØvlØ¸tsØ zavisimymi razdelØ- ¸wimi mnoßestvami, to Q_{x,y} otdelØet drug ot druga lepestki Q_z i Q_t.

Dokazatel~stvo fftih utverßdeniØ neposredstvenno sleduet iz teoremy 6.

Sledstvie 5. DlØ romaxki F = (P ; Q1, . . ., Qm) vypolnØ¸tsØ sle-

du¸wie utverßdeniØ.

1) Pust~ j ∉ {i, i + 1, i + 2}. Togda G_{i,j} ∈ Part (Q_{i,j}). 2) Pust~ hotØ by odna iz qasteæ G_{i,i+1} ili G_{i+1,i+2} nepusta.

Togda G_{i,i+2} ∈ Part (Q_{i,i+2}).

Dokazatel~stvo. 1) V rassmatrivaemom sluqae Int (Gi,j−1) ≠

?. Po teoreme 6 mnoßestvo Gi,j−1 est~ ob¨edinenie qasteæ

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 55

A_1, . . . , A_ℓ ∈ Part (Q_{i,j−1}) (vozmoßno, ℓ = 1), priqem legko videt~, qto vse ffti qasti nepusty, a ih vnutrennosti ne pereseka¸tsØ s Q_{i,j}. Togda Q_{i,j} ne razdelØet ni odnu iz qasteæ A_1, . . . , A_ℓ, a sledovatel~no, i ih ob¨edinenie G_{i,j−1}. Analogiqno, Q_{i,j} ne razdelØet G_{i+1,j}. Teper~ ponØtno, qto Q_{i,j} ne razdelØet G_{i,j} = G_{i,j−1} ∪ G_{i+1,j}. Tak kak Q_{i,j} po teoreme 6 otdelØet G_{i,j} ot G_{j,i}, to G_{i,j} ∈ Part (Q_{i,j} ).

2) Mnoßestvo Q_{i,i+2} ne peresekaet vnutrennost~ ni odnoæ iz qasteæ G_{i,i+1} i G_{i+1,i+2}. Sledovatel~no, esli kakaØ-to iz qasteæ G_{i,i+1} i G_{i+1,i+2} nepusta, to Q_{i,i+2} ne razbivaet fftu qast~. Ots¸- da oqevidno sleduet utverßdenie punkta 2. �

Pust~ indeksy i i j takovy, qto j ∉ {i − 2, i − 1, i, i + 1, i + 2}. Iz utverßdeniØ 1 sledstviØ 5 ponØtno, qto togda Part (Q_{i,j}) = {G_{i,j}, G_{j,i}}. Pust~ k 6 3. Kak my uße otmeqali, v fftom sluqae lepestki l¸boæ romaxki k-svØznogo grafa – odnoverxinnye mnoßestva. Togda iz sledstviØ 5 dlØ l¸byh dvuh nesosednih v cikliqeskom porØdke indeksov i, j poluqaetsØ, qto Part (Q_{i,j}) = {G_{i,j}, G_{j,i}}.

Teorema 7. Pust~ nabory S, T ∈ Rk(G) poroßda¸t romaxki

F_S i F_T , sootvetstvenno, s odinakovym centrom i odinakovymi mnoßestvami lepestkov. Togda Part (S) = Part (T) i F_S = F_T (to est~ cikliqeskie porØdki lepestkov v fftih romaxkah odinakovy).

Dokazatel~stvo. Pust~ FS = (P ; Q1, . . . , Qm), togda Part (S) =

{G_{1,2}, G_{2,3}, . . ., G_{m,1}}, Boundary (G_{i,i+1}) = Q_{i,i+1}. Tak kak nabory lepestkov romaxek F_S i F_T sovpada¸t, to granica l¸boæ qasti iz Part (T) est~ mnoßestvo vida Q_{x,y}. Predpoloßim, qto odna iz qasteæ Part (F_T ) imeet granicu Q_{i,j}, gde indeksy i i j – nesosednie v cikliqeskom porØdke romaxki F_S.

Rassmotrim dve gruppy lepestkov: leßawie v G_{i,j} i leßawie v G_{j,i}. Mnoßestvo Q_{i,j} i l¸boe mnoßestvo nabora T nezavisimy, a znaqit, Q_{i,j} po sledstvi¸ 4 soderßit libo dva lepestka iz pervoæ gruppy (togda nazovem ego mnoßestvom pervogo tipa), libo dva lepestka iz vtoroæ gruppy (togda nazovem ego mnoßestvom vtorogo tipa). Tak kak obe gruppy soderßat otliqnye ot Q_i i Q_j lepestki, to v nabore T est~ i mnoßestva pervogo tipa, i mnoßestva vtorogo tipa. No po sledstvi¸ 4 mnoßestva raznyh tipov nezavisimy, sledovatel~no, graf Dep (T) nesvØzen, protivoreqie s lemmoæ 9.

56 D. V. KARPOV

Takim obrazom, cikliqeskiæ porØdok v romaxkah F_S i F_T sovpadaet. Ots¸da po teoreme 6 imeem Part (S) = Part (T), to est~, F_S = F_T . �

Iz teoremy 7, v qastnosti, sleduet, qto vse nabory, poroßdawie romaxku F , razbiva¸t graf odinakovo. �tot fakt pokazyvaet korrektnost~ opredeleniØ razbieniØ grafa romaxkoæ F .

5. RazbieniØ bez malyh qasteæ Teorema 8. DlØ l¸bogo nabora k-razdelØ¸wih mnoßestv S v k-

svØznom grafe G sledu¸wie dva utverßdeniØ ravnosil~ny.

1^∘ KaßdaØ qast~ iz Part (S) soderßit po kraæneæ mere k verxin.

2^∘ KaßdaØ komponenta zavisimosti nabora S, sostoØwaØ bolee qem iz odnogo mnoßestva, poroßdaet pravil~nu¸ romaxku.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie 1^∘ sleduet iz utverßdeniØ 2^∘ po

teoreme 5. Dokaßem obratnoe utverßdenie. Rassmotrim takoæ nabor S, qto v Part (S) net malyh qasteæ, i ego komponentu zavisimosti S^′, sostoØwu¸ bolee qem iz odnogo mnoßestva. Po teoreme 5 v Part (S^′) net malyh qasteæ. Dokaßem, qto esli T ⊂ S^′,

|T| > 2 i graf Dep (T) svØzen, to nabor T poroßdaet pravil~nu¸

romaxku.

Proverim bazu dlØ nabora, sostoØwego iz dvuh zavisimyh mnoßestv S i T . S pomow~¸ lemmy 7 netrudno ponØt~, qto vse qasti iz Part ({S, T }) soderßat hotØ by po k verxin v tom i tol~- ko tom sluqae, kogda ffti dva mnoßestva poroßda¸t pravil~nu¸ romaxku.

Dokaßem indukcionnyæ perehod. Pust~ nabor T ⊂ S^′ poroßdaet pravil~nu¸ romaxku F = (P ; Q_1, . . . , Q_m). Pust~ S ∈ S^′ \ T

i T^′ = T ∪ {S} takovy, qto graf Dep (T^′) svØzen. Dokaßem, qto

nabor T^′ takße poroßdaet pravil~nu¸ romaxku. Vvedem oboznaqeniØ p = |S ∩ P |, a_{i,i+1} = |S ∩ Int (G_{i,i+1})|, b_i = |S ∩ Q_i|. Togda_m ∑ i=1 b_i + m∑ i=1 a_{i,i+1} + p = k. (5.1)

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 57

1. Pust~ mnoßestvo S razdelØet pustu¸ qast~ Gi,i+1 ∈

Part (F ). Tak kak |G_{i,i+1}| = k, to S razdelØet fftu qast~ na neskol~ko malyh qasteæ iz Part (T^′). S pomow~¸ teoremy 6 i lemmy 8 netrudno ustanovit~, qto suwestvu¸t smeßnye verxiny u ∈ Q_i, v ∈ Q_{i+1}. Tak kak u i v smeßny, to suwestvuet qast~ B ∈ Part (S^′), soderßawaØ u i v. Po teoreme 1 suwestvuet takaØ qast~ A ∈ Part (T^′), qto u, v ∈ B ⊂ A. Tak kak qast~ A soderßit u i v, to A ⊂ G_{i,i+1}, sledovatel~no, |A| < k. Togda i |B| < k, no v Part (S^′) net malyh qasteæ. Poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto S ne moßet razdelØt~ ni odnu iz pustyh qasteæ iz Part (F ).

2. Pust~ S i Qi,j zavisimy, Part (S) = {H1, . . . , Hℓ}. Ne umalØØ

obwnosti, budem sqitat~, qto |S ∩ Int (G_{i,j})| 6 |S ∩ Int (G_{j,i})|. (5.2) Vvedem oboznaqeniØ:

Q_{i,j} ∩ S = P^′, Q_{i,j} ∩ Int (H_x) = T_x, Int (G_{i,j}) ∩ S = S^′, F_x = G_{i,j} ∩ H_x, R_x = T_x ∪ P^′ ∪ S^′. Pust~ dlØ nekotorogo x my imeem |R_x| < k. Poskol~ku G_{i,j} est~ ob¨edinenie neskol~kih qasteæ iz Part (Q_{i,j}), to F_x v silu lemmy 7 ØvlØetsØ ob¨edineniem neskol~kih qasteæ iz Part ({Q_{i,j}, S}), priqem ob¨edinenie granic fftih qasteæ – ffto R_x, sledovatel~no, vse ffti qasti pusty i F_x = R_x. Vyberem dve smeßnye verxiny u ∈ S^′ i v ∈ T_x (takie dve verxiny po lemme 8 est~ v l¸boæ iz pustyh qasteæ iz Part ({Q_{i,j}, S}), sostavlØ¸wih F_x). Tak kak u i v smeßny, to suwestvuet qast~ B ∈ Part (S^′), soderßawaØ u i v.

Otmetim, qto kaßdoe iz mnoßestv verxin F_1, . . . , F_ℓ, G_{j,i} ØvlØetsØ ob¨edineniem neskol~kih qasteæ iz Part (T^′). Sledovatel~- no, odno iz fftih mnoßestv dolßno soderßat~ B, priqem ffto moßet byt~ tol~ko mnoßestvo F_x, tak kak ostal~nye mnoßestva ne soderßat hotØ by odnoæ iz verxin u i v. Takim obrazom, B ⊂ F_x; sledovatel~no, |B| 6 |F_x| < k, qto nevozmoßno.

Sledovatel~no, dlØ vseh x my imeem |R_x| > k. Odnako v silu (5.2)

2k = |R_1| + |R_2| = (2|S^′| + |P^′|) + (|T_1| + |T_2| + |P^′|) 6 k + k. (5.3)

58 D. V. KARPOV V (5.3) dolßno dostigat~sØ ravenstvo, qto vozmoßno lix~ v sluqae, kogda Part (S) = {H_1, H_2} i

|Q_{i,j} ∩ Int (H_1)| = |Q_{i,j} ∩ Int (H_2)|, |S ∩ Int (G_{i,j})| = |S ∩ Int (G_{j,i})|. (5.4) 3. Predpoloßim, qto mnoßestvo S ne peresekaet vnutrennost~

ni odnoæ iz qasteæ iz Part (F ). UqityvaØ p. 1, poluqaem, qto v fftom sluqae S ne razdelØet ni odnu iz qasteæ Part (F ). Takoe mnoßestvo moßet byt~ razdelØ¸wim tol~ko v sluqae, kogda ono ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh lepestkov i centra romaxki F . V fftom sluqae ponØtno, qto nabor T^′ takße poroßdaet romaxku F .

Teper~ ne umalØØ obwnosti moßno predpoloßit~, qto a_{i,i+1} ≠ 0. V silu zavisimosti S i Q_{i,i+1} imeet mesto odin iz dvuh sluqaev.

(1) Suwestvuet takoe j ≠ i, qto a_{j,j+1} > 0.

(2) DlØ vseh x ≠ i my imeem a_{x,x+1} = 0, i suwestvuet takoe t ∉ {i, i + 1}, qto b_t ≠ 0. Rassmotrim sluqaæ (1). Iz (5.4) imeem 2a_{i,i+1}+b_i+b_{i+1} = k−p = 2a_{j,j+1} + b_j + b_{j+1}. UqityvaØ (5.1), poluqaem, qto a_{x,x+1} = 0 pri x ∉ {i, j} i b_x = 0 pri x ∉ {i, i + 1, j, j + 1}. Bolee togo, esli b_i ≠ 0 ili b_{j+1} ≠ 0, to i = j + 1, a esli b_j ≠ 0 ili b_{i+1} ≠ 0, to j = i + 1. Tak kak v romaxke hotØ by qetyre lepestka, to Q_{i,i+1} ≠ Q_{j,j+1}; sledovatel~no, ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto i ≠ j + 1 i b_i = b_{j+1} = 0.

Predpoloßim, qto j = i + 1. V fftom sluqae mnoßestvo S ne razdelØet G_{j+1,i} ⊃ (Q_{j+2} ∪(P \S)). Otmetim, qto mnoßestva Q_{j,j+2} i S zavisimy i po (5.4) mnoßestvo S dolßno razdelØt~ Q_{j,j+2} na dve qasti odinakovogo razmera. �to vozmoßno lix~ kogda S ⊃ P , b_j = 0 i S ne razbivaet lepestok Q_j .

Pust~ vse indeksy i, i + 1, j, j + 1 razliqny. Togda netrudno ponØt~, qto S ne razbivaet qasteæ G_{j+1,i} i G_{i+1,j}. Predpoloßim, qto S ⊅ P . Oqevidno, mnoßestva S i Q_{i,j} zavisimy i po (5.4) mnoßestvo S dolßno razdelØt~ Q_{i,j} na dve ravnye qasti. UqityvaØ, qto S ne razdelØet ni Q_i ∪ (P \ S), ni Q_j ∪ (P \ S), poluqaem S ⊃ P .

Takim obrazom, mnoßestvo S ØvlØetsØ ob¨edinenniem centra P i dvuh ravnyh lepestkov Q^′_i = S ∩ Int (G_{i,i+1}) i Q^′_j = S ∩ Int (G_{j,j+1}). Mnoßestvo S ne razbivaet otliqnyh ot G_{i,i+1}

RAZDEL˚ıWIE MNOȷESTVA V k–SV˚ZNOM GRAFE 59 i G_{j,j+1} qasteæ iz Part (F ), delit qast~ G_{i,i+1} na dve qasti s granicami Q_i ∪ Q^′_i ∪ P i Q_{i+1} ∪ Q^′_i ∪ P , a qast~ G_{j,j+1} – na dve qasti s granicami Q_j ∪ Q^′_j ∪ P i Q_{j+1} ∪ Q^′_j ∪ P . Sledovatel~no, nabor

T^′ poroßdaet pravil~nu¸ romaxku F^′, poluqennu¸ iz F doba-

vleniem lepestka Q^′_i meßdu Q_i i Q_{i+1} i lepestka Q^′_j meßdu Q_j i Q_{j+1}.

Sluqaæ (2) razbiraetsØ analogiqno. V fftom sluqae poluqaetsØ S = P ∪Q^′_i ∪Q_t, v romaxku F dobavlØetsØ odin novyæ lepestok Q^′_i = S ∩ Int (G_{i,i+1}) meßdu Q_i i Q_{i+1}. �

6. Struktura razbieniØ dvusvØznogo grafa

V principe, struktura razbieniØ dvusvØznogo grafa 2-razdelØ¸wimi mnoßestvami dostatoqno polno izuqena v knige [3]. Ne pretenduØ na pervenstvo v fftom voprose, my opixem fftu strukturu s pomox~¸ razrabotannoæ vyxe teorii romaxek, tak kak ffto opisanie predstavlØetsØ nam dostatoqno prostym, udobnym i naglØdnym.

Otmetim vaßnoe obstoØtel~stvo, dela¸wee sluqaæ dvusvØznogo grafa gorazdo bolee prostym, qem sluqaæ grafa bol~xeæ svØznosti: v razbienii dvusvØznogo grafa l¸bym naborom razdelØ¸wih mnoßestv net malyh qasteæ, tak kak netrudno ponØt~, qto vse qasti razbieniØ soderßat hotØ by po dve verxiny. (Deæstvitel~no, l¸baØ verxina x dvusvØznogo grafa smeßna hotØ by s odnoæ verxinoæ y, togda verxiny x i y nevozmoßno razdelit~. Sledovatel~no, ne suwestvuet qasti, sostoØweæ iz odnoæ verxiny x.)

Itak, pust~ G – dvusvØznyæ graf, a S – proizvol~nyæ nabor 2-razdelØ¸wih mnoßestv grafa G. Po teoreme 8 iz skazannogo vyxe sleduet, qto mnoßestva l¸boæ komponenty zavisimosti nabora S poroßda¸t romaxku. Kak my uße otmeqali, l¸baØ romaxka F v dvusvØznom grafe imeet pustoæ centr i odnoverxinnye lepestki, predstavlØØ iz sebØ “cikl”, v kotorom l¸bye dve sosednie verxiny ØvlØ¸tsØ graniceæ qasti F -razbieniØ grafa, a dve nesosednie verxiny poroßda¸t razdelØ¸wee mnoßestvo, kotoroe razbivaet graf na dve qasti tak, kak sootvetstvu¸waØ im horda razbivaet cikl.

Strukturu vzaimnogo raspoloßeniØ romaxek-komponent zavisimosti nabora S pokazyvaet giperderevo komponent zavisimosti Struct (S). S pomow~¸ giperdereva Struct (S) i teoremy 5

60 D. V. KARPOV

my poluqaem polnoe opisanie vseh qasteæ razbieniØ dvusvØznogo grafa G naborom 2-razdelØ¸wih mnoßestv S – ffto libo qasti razbieniØ G odnoæ iz romaxek-komponent zavisimosti, ne soderßawie drugih komponent zavisimosti, libo pereseqenie qasteæ razbieniØ grafa romaxkami-komponentami zavisimosti, poroßda¸wimi kakoe-libo giperrebro giperdereva Struct (S).

Literatura

1. W. Hohberg, The decomposition of graphs into k-connected components. — Discr.

Math. 109 (1992), 133–145.

2. D. W. Matula, k-Blocks and Ultrablocks in Graphs — J. Combin. Theory, Ser. B 24 (1978), 1–13.

3. W. T. Tutte, Connectivity in graphs. Toronto, Univ. Toronto Press (1966). 4. W. T. Tutte, A theory of 3-connected graphs. — Indag. Math. 23 (1961), 441– 455.

5. D. V. Karpov, Bloki v k-svØznyh grafah — Zap. nauqn. semin. POMI 293 (2002), 59–93.

6. D. V. Karpov, A. V. Pastor, O strukture k-svØznogo grafa. — Zap. nauqn.

semin. POMI 266 (2000), 76–106.

7. O. Ore, TeoriØ grafov. Nauka, Moskva (1968). 8. F. Harari, TeoriØ grafov. Mir, Moskva (1973).

Karpov D. V. Vertex cuts in a k-connected graph.

We study the structure of k-vertex cuts in a k-vertex-connected graph. A case of a biconnected graph is described in details as an illustration for our method.

Postupilo 12 dekabrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: dvk@pdmi.ras.ru