Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

A. N. Frolov

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` OBOBWENNYH PROCESSOV KOKSA

1. Vvedenie

Issledovani¸ predel~nogo povedeniØ veroØtnosteæ malyh ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin i razliqnyh klassov sluqaænyh processov na protØßenii mnogih let udelØetsØ znaqitel~noe vnimanie. Naibolee vaßnymi issledovannymi klassami sluqaænyh processov ØvlØ¸tsØ processy s nezavisimymi priraweniØmi i gaussovskie processy.

Asimptotika veroØtnosteæ malyh ukloneniæ processov s nezavisimymi priraweniØmi byla naædena v rabotah Mogul~skogo [1], Borovkova i Mogul~skogo [2] i v stat~Øh iz bibliografiæ fftih rabot. V qastnosti, bylo issledovano asimptotiqeskoe povedenie malyh ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin i odnorodnyh processov s nezavisimymi priraweniØmi. Otmetim, qto k poslednemu klassu otnosØtsØ ustoæqivye, puassonovskie i obobwennye puassonovskie processy.

S razliqnymi rezul~tatami dlØ gaussovskih processov i literaturoæ po fftomu voprosu moßno poznakomit~sØ, naprimer, v obzorah Ledu [3], Li i Xao [4] i Lifxica [5].

PredstavlØet suwestvennyæ interes poluqenie novyh rezul~- tatov ob asimptotike veroØtnosteæ malyh ukloneniæ dlØ drugih klassov sluqaænyh processov, priraweniØ kotoryh uße mogut byt~ zavisimymi. K takim klassam otnosØtsØ, v qastnosti, razliqnye processy, postroennye po summam sluqaænogo qisla nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. Pri fftom qislo slagaemyh samo ØvlØetsØ sluqaænym processom, obyqno ne zavisØwim ot slagaemyh. Takie processy my dalee budem nazyvat~ obobwennymi. Dadim teper~ opredelenie nekotoryh iz nih.

Pust~ X, X_1, X_2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh odina-

Rabota vypolnena pri podderßke granta 05-01-00486 RFFI. 163

164 A. N. FROLOV kovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, S_n = X_1 + · · · + X_n dlØ

n > 1, S0 = 0.

Pust~ ν(t) – standartnyæ puassonovskiæ process, ne zavisØwiæ ot posledovatel~nosti {X_k}. Togda sluqaænyæ process

η(t) = S_{ν(λt)}, λ > 0, nazyvaetsØ obobwennym puassonovskim pro-

cessom.

Esli δ(t) – process vosstanovleniØ, ne zavisØwiæ ot {X_k}, to

ζ(t) = S_{δ(t)} nazyvaetsØ obobwennym processom vosstanovleniØ.

V tom sluqae, kogda vremena vosstanovleniØ ime¸t ffksponencial~noe raspredelenie, obobwennyæ process vosstanovleniØ prevrawaetsØ v obobwennyæ puassonovskiæ process.

Analogiqno processam η(t) i ζ(t) my opredelim obobwennyæ process Koksa. No snaqala napomnim opredelenie samogo processa Koksa. Zdes~ my sleduem rabote �mbrehtsa i Kl¸ppel~- berg [6].

Pust~ Λ(t), t > 0, – sluqaænaØ mera, t.e. p.n. (poqti navernoe)

Λ(0) = 0, Λ(t) < ∞ dlØ vseh t > 0 i Λ(t) imeet neubyva¸wie

traektorii. Predpoloßim, qto Λ(t) ne zavisit ot standartnogo puassonovskogo processa ν(t). Toqeqnyæ process N (t) = ν(Λ(t)) nazyvaetsØ processom Koksa. V qastnosti, esli traektorii Λ(t) p.n. nepreryvny, to dlØ l¸boæ realizacii λ(t) mery Λ(t) process

N (t) ØvlØetsØ neodnorodnym puassonovskim processom s meroæ

intensivnosti λ(t).

Pust~ N (t) – process Koksa, ne zavisØwiæ ot posledovatel~- nosti {X_k}. Sluqaænyæ process S(t) = S_{N(t)} my budem nazyvat~ obobwennym processom Koksa.

Interes k processam Koksa svØzan s tem, qto oni ØvlØ¸tsØ estestvennymi toqeqnymi processami dlØ modelirovaniØ processa vyplat v strahovoæ i finansovoæ matematike. Preßde vsego oni vystupa¸t v kaqestve obobweniæ klassiqeskoæ puassonovskoæ (odnorodnoæ) modeli, poØvlØ¸weæsØ v teh sluqaØh, kogda potok vyplat ordinaren i odnoroden vo vremeni, a koliqestva vyplat za nepereseka¸wiesØ intervaly vremeni nezavisimy. Vvedenie v model~ neodnorodnosti vo vremeni prodiktovano voznika¸wim na praktike izmeneniem razmerov strahovogo portfelØ. �to privodit k neodnorodnomu puassonovskomu processu v kaqestve modeli dlØ qisla vyplat. DlØ togo, qtoby uqest~ kolebaniØ riska, v klassiqesku¸ model~ vvodØt dopolnitel~nu¸ nezavisimu¸ sluqaænu¸ veliqinu Λ, polagaØ, qto qi-

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 165 slo vyplat ØvlØetsØ puassonovskim processom s intensivnost~¸ Λt. V fftom sluqae process vyplat nazyvaetsØ smexannym puassonovskim processom. Ispol~zovanie processov Koksa pozvolØet obobwit~ klassiqesku¸ puassonovsku¸ model~ odnovremenno v dvuh rassmotrennyh napravleniØh. Krome togo, processy Koksa voznika¸t v kaqestve predel~nyh processov v procedurah proreßivaniØ. Deæstvitel~no, process vyplat qasto byvaet rezul~tatom proreßivaniØ processa proisxestviæ, t.e. kaßdoe proisxestvie nezavisimo ot ostal~nyh vleqet za soboæ vyplatu s veroØtnost~¸ p i otkaz v vyplate s veroØtnost~¸ 1 − p. V qastnosti, esli process proisxestviæ – puassonovskiæ process, to i process vyplat takße budet puassonovskim processom. Bolee polno s primeneniem proreßivaniØ v modelØh riska moßno poznakomit~sØ v [6].

Otmetim, qto pri opredelennyh usloviØh processy Koksa ØvlØ¸tsØ processami vosstanovleniØ, kotorye takße obrazu¸t vaßnyæ klass processov, ispol~zuemyh v razliqnyh priloßeni- Øh i, v qastnosti, v strahovyh modelØh (sm. [6]). Odnako dalee my nakladyvaem na Λ(t) takie ograniqeniØ, pri kotoryh nax process Koksa budet processom vosstanovleniØ tol~ko v tom sluqae, kogda on puassonovskiæ.

V fftoæ rabote my ne obsußdaem processy vosstanovleniØ. Rezul~taty o malyh ukloneniØh dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ poluqeny Martikaænenom, Frolovym i Xtaænebahom [7].

Za podrobnym obsußdeniem kruga voprosov, svØzannyh s razliqnymi modelØmi riska, my otsylaem qitatelØ k obzornoæ rabote �mbrehtsa i Kl¸ppel~berg [6].

NastoØwaØ rabota posvØwena opisani¸ asimptotiqeskogo povedeniØ veroØtnosteæ malyh ukloneniæ obobwennogo processa Koksa S(t), centrirovannogo lineænoæ funkcieæ ot Λ(t), t.e. veroØtnosteæ

P_T = P ( sup 06t6T | | |S(t) − cΛ(t) | | | 6 xT^), (1)

gde {x_T } – poloßitel~naØ vewestvennaØ funkciØ takaØ, qto x_T → ∞ i x^2_T = o(f(T )) pri T → ∞, f(T ) – funkciØ, opredelØemaØ svoæstvami mery Λ(t), c = EX pri EX < ∞ i c = 0 inaqe. Otmetim, qto, esli EX < ∞, to my centriruem process S(t), voobwe govorØ, sluqaænoæ funkcieæ. Tem ne menee, v sluqae prostoæ

166 A. N. FROLOV puassonovskoæ modeli Λ(t) = λt i naxa centrirovka sovpadaet s estestvennoæ centriru¸weæ funkcieæ ES(t). Analogiqno obstoit delo i v neodnorodnoæ puassonovskoæ modeli. Krome togo, podobnoe centrirovanie ispol~zuetsØ v sootvetstvu¸wih matematiqeskih modelØh processa riska. OkazyvaetsØ, qto fluktuacii razmera riska v takih modelØh dolßny kompensirovat~sØ strahovymi vznosami sluqaænogo razmera, t.k. v protivnom sluqae veroØtnost~ razoreniØ strahovwika moßet byt~ otdelena ot nulØ i ne umen~xat~sØ s rostom naqal~nogo kapitala (sm. [6]). Pofftomu my rassmatrivaem imenno takoe centrirovanie.

Dalee my pokaßem, qto pri opredelennyh usloviØh harakter asimptotiki log P_T takoæ ße, kak v sluqae summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin i processov s nezavisimymi priraweniØmi. Pri naruxenii ße fftih usloviæ povedenie log P_T moßet byt~ soverxenno inym.

2. Rezul~taty

Pust~ X, X_1, X_2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, S_n = X_1 + · · · + X_n dlØ

n > 1, S0 = 0.

Pust~ ν(t) – standartnyæ puassonovskiæ process, ne zavisØwiæ ot posledovatel~nosti {X_k}.

Oboznaqim ξ(t) = S_{ν(t)}. Zametim, qto ξ(t) – ffto obobwennyæ puassonovskiæ process i, sledovatel~no, on ØvlØetsØ odnorodnym processom s nezavisimymi priraweniØmi.

Pust~ Λ(t), t > 0, – sluqaænaØ mera, t.e. p.n. (poqti navernoe)

Λ(0) = 0, Λ(t) < ∞ dlØ vseh t > 0 i Λ(t) imeet neubyva¸wie

traektorii. Pust~ traektorii Λ(t) p.n. nepreryvny i Λ(∞) = ∞ p.n. Predpoloßim, qto Λ(t) ne zavisit ot processa ν(t) i posledovatel~nosti {X_k}.

Opredelim process Koksa N (t) i obobwennyæ process Koksa

S(t) sootnoxeniØmi N (t) = ν(Λ(t)) i S(t) = S_{N(t)}.

Dalee my opixem povedenie veroØtnosteæ malyh ukloneniæ

P_T iz (1).

Teorema 1. Predpoloßim, qto suwestvu¸t poloßitel~naØ voz-

rasta¸waØ nepreryvnaØ funkciØ f(T ), f(T ) → ∞ pri T → ∞, i neotricatel~naØ sluqaænaØ veliqina Λ takie, qto raspredeleniØ Λ(T )/f(T ) slabo shodØtsØ k raspredeleni¸ Λ pri T → ∞. Obozna-

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 167

qim a_T = ess inf Λ(T )/f(T ), a = ess inf Λ. Pust~ a_T → a pri T → ∞ i a > 0.

Esli EX < ∞, to poloßim c = EX. Inaqe poloßim c = 0. Pust~ raspredelenie sluqaænoæ veliqiny ξ_1 = ξ(1) − c prinadleßit oblasti pritØßeniØ strogo ustoæqivogo zakona F_α s indeksom α ∈ (0, 2], t.e. raspredeleniØ (ξ(n) − cn)/B_n slabo shodØtsØ k F_α pri n → ∞, gde {B_n} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh postoØnnyh. Predpoloßim, qto F_α ne sosredotoqeno na poluprØmoæ.

Togda dlØ l¸boæ poloßitel~noæ funkcii x_T takoæ, qto x_T → ∞ i x_T = o(B_{[f(T )]} ) pri T → ∞, vypolnØetsØ sootnoxenie

log P^( sup_{06t6T}^|S(t) − cΛ(t)^| 6 xT^) = − Ca^{f(T )}_{xαT} L(xT )^(1 + o(1)^) (2)

pri T → ∞, gde L(x) = x^{α−2} Eξ^2_1 I{|ξ_1| < x} – medlenno menØ¸- waØsØ na beskoneqnosti funkciØ, C – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ tol~ko ot raspredeleniØ F_α. Esli α = 2, to C = π^2/8. Zdes~ i dalee I{B} oboznaqaet indikator sobytiØ B, [x] oboznaqaet celu¸ qast~ x.

UsloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby raspredelenie ξ_1 prinadleßalo oblasti pritØßeniØ F_α, obyqno formuliru¸t v terminah povedeniØ hvostov ili useqennyh momentov (sm., naprimer, Feller [8, gl. XVII, §5]). DlØ proverki usloviæ teoremy 1 udobnee ispol~zovat~ teoremu 2.6.5, str. 103 knigi Ibragimova i Linnika [9]. Tam neobhodimye i dostatoqnye usloviØ sformulirovany v terminah asimptotiqeskogo povedeniØ v nule harakteristiqeskih funkciæ. Tak kak Ee^{itξ1} = exp { −itc + Ee^{itX} − 1 } , to sootvetstvu¸wie usloviØ legko proverØ¸tsØ, esli izvestno raspredelenie X. Nußno lix~ proverit~, qto v okrestnosti nulØ log Ee^{itξ1} = itγ+h(t) log ψ_α(t), gde γ = const,

h(t) – medlenno menØ¸waØsØ v nule funkciØ, ψ_α(t) – harakteri-

stiqeskaØ funkciØ F_α. V sluqae α = 1 zdes~ nußno dopolnitel~- no predpoloßit~, qto parametr sdviga F_α raven nul¸.

Naibolee prostym primerom Λ(t) ØvlØetsØ Λ(t) = Λf(t), gde sluqaænaØ veliqina Λ i funkciØ f(t) udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 1. Odnako moßno postroit~ i drugie primery. Tak v kaqestve Λ(t) my moßem vybirat~, naprimer, sluqaænye processy, udovletvorØ¸wie zakonu bol~xih qisel i ime¸wie podhodØwie traektorii. Otmetim, qto v teoreme 1 sluqaænaØ veliqi-

168 A. N. FROLOV na Λ moßet byt~ vyroßdennoæ. Pri fftom v prosteæxem sluqae

Λ(t) = Λf(t) my budem imet~ delo s neodnorodnym puassonovskim

processom N (t) i sootvetstvu¸wim processom S(t).

Teorema 1 pokazyvaet, qto pri a > 0 povedenie P_T analogiqno povedeni¸ sootvetstvu¸wih veroØtnosteæ malyh ukloneniæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh veliqin i odnorodnyh processov s nezavisimymi priraweniØmi (sm., naprimer, [1]). V tom sluqae, kogda a = 0, asimptotika log P_T moßet okazat~sØ sovsem inoæ. �to pokazyvaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ teoremy 1 i

a = 0.

Togda dlØ l¸boæ poloßitel~noæ funkcii x_T takoæ, qto x_T → ∞ i x_T = o(B_{[f(T )]} ) pri T → ∞, vypolnØetsØ sootnoxenie

log P^( sup_{06t6T}^|S(t) − cΛ(t)^| 6 xT^) = o^{(f(T )}_{xαT} L(xT )^) , (3)

pri T → ∞, gde L(x) – funkciØ iz teoremy 1.

Teper~ my pokaßem, qto v sluqae a = 0 skorost~ ubyvaniØ

log P_T moßet sil~no otliqat~sØ ot skorosti ubyvaniØ v (2) i,

krome togo, moßet zaviset~ ot skorosti ubyvaniØ v nule funkcii raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny Λ. �to vytekaet iz sledu¸- weæ teoremy.

Teorema 3. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ teoremy 1 i

a_T = a = 0 dlØ vseh T . Pust~ dlØ vseh T funkcii raspredeleniØ F_T (λ) = P(Λ(T ) < λf(T )) i F (λ) = P(Λ < λ) nepreryvny i poloßitel~ny v nevyroßdennom intervale [0, λ_0].

DlØ l¸boæ poloßitel~noæ funkcii x_T takoæ, qto x_T → ∞ i x_T = o(B_{[f(T )]} ) pri T → ∞, oboznaqim qerez ε_T rexenie uravneniØ ε_T − log F_T (ε_T ) = x^α_T f(T )L(x_T ) , gde L(x) – funkciØ iz teoremy 1.

Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo τ > 0 vypolnØetsØ sootnoxenie

log F_T (τ ε_T ) ∼ log F_T (ε_T ) pri T → ∞. (4)

Togda

log P^( sup_{06t6T}^|S(t) − cΛ(t)^| 6 xT^) = log FT (εT )^(1 + o(1)^)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 169 = −ε_T f(T ) x^α_T L(x_T ) ( 1 + o(1) ) pri T → ∞. (5)

Zdes~ ε_T → 0 i F_T (ε_T ) → 0 pri T → ∞.

Privedem nekotorye primery, pokazyva¸wie, qto skorost~ ubyvaniØ log P_T v (5) i (2) mogut suwestvenno otliqat~sØ.

Pust~ F_T (x) ≡ F (x) dlØ vseh T . Esli, naprimer, F (x) = x^p pri x ∈ [0, 1], gde p > 0, to log F_T (ε_T ) ∼ −p log(^{f(T )}_xα_T L(x_T )) pri

T → ∞. Esli F (x) = (− log x)^{−p} pri x ∈ (0, e^{−1}], gde p > 0, to log F_T (ε_T ) ∼ −p log log(^{f(T )}_xα_T L(x_T )) pri T → ∞.

Sledu¸wiæ rezul~tat pokazyvaet, qto uslovie (4) nel~zØ otbrosit~.

Teorema 4. Predpoloßim, qto vypolneny vse usloviØ teoremy 3

krome usloviØ (4). Pust~ dlØ l¸bogo τ > 0 vypolnØetsØ sootnoxenie log F_T (τ ε_T ) ∼ τ^p log F_T (ε_T ) pri T → ∞, gde p > 0.

Togda

log P^( sup_{06t6T}^|S(t) − cΛ(t)^| 6 xT^) = o^(εT^{f(T )}_{xαT} L(xT )^) (6)

pri T → ∞.

3. Dokazatel~stva DlØ dokazatel~stva naxih teorem nam potrebuetsØ sledu¸- wiæ rezul~tat o povedenii veroØtnosteæ malyh ukloneniæ obobwennogo puassonovskogo processa ξ(t).

Lemma 1. Pust~ g(T ) – vozrasta¸waØ nepreryvnaØ funkciØ ta-

kaØ, qto g(T ) → ∞ pri T → ∞.

Esli vypolneny usloviØ teoremy 1, to dlØ l¸boæ poloßitel~- noæ funkcii x_T takoæ, qto x_T → ∞ i x_T = o(B_{[g(T )]} ) pri T → ∞, vypolnØetsØ sootnoxenie

log P^( sup_{06t6g(T )}^|ξ(t) − ct^| 6 xT^) = −C^{g(T )}_{xαT} L(xT )^(1 + o(1)^) (7)

pri T → ∞, gde L(x) i C – funkciØ i postoØnnaØ iz teoremy 1.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Poloßim Mλ = sup_{06t6λ}^|ξ(t) − ct^|.

170 A. N. FROLOV

Voz~mem posledovatel~nost~ {T_k} taku¸, qto T_k ↗ ∞ pri

k → ∞. Tak kak ξ(t) – odnorodnyæ process s nezavisimymi pri-

raweniØmi, to po teoreme 4 iz raboty Mogul~skogo [1]

P(Mg(T_k) 6 xT_k ) 6 P(M[g(T_k)] 6 xT_k ) =

= exp { −C [g(T_k)] x^α_{Tk} L(x_{Tk} )(1 + o(1)) } , pri k → ∞. Ocenka snizu dlØ P(M_{g(Tk)} 6 x_{Tk} ) poluqaetsØ analogiqno. V silu proizvol~nosti vybora {T_k} my poluqaem (7).

Lemma 1 dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. My imeem

P_T = P ( sup 06t6T | | |S(t) − cΛ(t) | | | 6 xT^) = P^( sup_06_t6_{Λ(T )}^|ξ(t) − ct^| 6 xT^) = = ∞∫ 0 P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ) =^{∞∫}_{aT} P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ), (8) gde F_T (λ) = P(Λ(T ) < λf(T )), M_λ = sup_06_t6_λ | |ξ(t) − ct | |. Voz~mem ε > 0. Tak kak funkciØ P ( M_λ 6 x_T ) ne vozrastaet po λ i a_T → a pri T → ∞, to iz (8) sleduet

P_T 6 P ( M_{aT f(T )} 6 x_T ) 6 P^(M(a−ε)f(T ) 6 xT^) (9)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Otmetim, qto normiru¸wie postoØnnye B_n moßno vybrat~ tak, qto vypolneno sootnoxenie B_n = n^{1/α}L_1(n), gde L_1(x) – funkciØ, medlenno menØ¸waØsØ na beskoneqnosti (sm., naprimer, [9, str. 48]). Ots¸da sleduet, qto uslovie x_T = o(B_{[f(T )]} ) pri T → ∞ ffkvivalentno uslovi¸ x_T = o(B_{[bf(T )]} ) pri T → ∞, gde b – proizvol~naØ fiksirovannaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Po lemme 1

log P^(M(a−ε)f(T ) 6 xT^) = − C(a − ε)^{f(T )}_{xαT} L(xT )^(1 + o(1)^).

Tak kak ε moßet byt~ vybrano skol~ ugodno malym, iz poslednego sootnoxeniØ i (9) vytekaet, qto

lim sup T →∞ x^α_T f(T ) 1 L(x_T ) log P_T 6 − Ca. (10)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 171 Voz~mem ε > 0. Snova ispol~zuØ monotonnost~ po λ veroØtno-

sti P^(Mλ 6 xT^) i uslovie aT → a pri T → ∞, iz (8) my poluqim

P_T >

(1+ε)2a_T ∫ a_T P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ)

> P^(M(1+ε)2 a_T f(T ) 6 xT^)FT ((1 + ε)^2aT )
> P^(M(1+ε)3 af(T ) 6 xT^)FT ((1 + ε)a)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Vyberem ε tak, qtoby (1 + ε)a byla toqkoæ nepreryvnosti F (λ) = P(Λ < λ). V silu slaboæ shodimosti F_T (λ) k F (λ) my imeem

P_T > 1 2P^(M(1+ε)3af(T ) 6 xT^)F ((1 + ε)a) (11)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Tak kak x_T = o(B_{[(1+ε)}3_{af(T )]}) pri

T → ∞, to po lemme 1

log P^(M(1+ε)3af(T ) 6 xT^) = − C(1 + ε)^3a^{f(T )}_{xαT} L(xT )^(1 + o(1)^)

pri T → ∞. Iz poslednego sootnoxeniØ i (11) sleduet, qto

lim inf T →∞ x^α_T f(T ) 1 L(x_T ) log P_T > − Ca(1 + ε)^3. (12)

PerehodØ v poslednem neravenstve k predelu pri ε → 0 i uqityvaØ (10), my poluqim (2).

Teorema 1 dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Tak kak log PT 6 0, to nam dosta-

toqno dokazat~ tol~ko sootvetstvu¸wu¸ ocenku snizu.

Voz~mem ε > 0. Ispol~zuØ (8) i monotonnost~ po λ veroØtnosti

P^(Mλ 6 xT^), my imeem

P_T >

(1+ε)2ε ∫ ε P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ)

> P^(M(1+ε)2εf(T ) 6 xT^)(FT ((1 + ε)^2ε) − FT (ε))

172 A. N. FROLOV dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Ots¸da tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 1, my poluqim (12) s zamenoæ a na ε. PerehodØ k predelu pri ε → 0, my poluqim (3).

Teorema 2 dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 3. Poloßim bT =^{f(T )}_xα_T L(xT ). Iz uslo-

viØ x_T = o(B_{[f(T )]} ) pri T → ∞ i vida normiru¸wih postoØnnyh

B_n, kotorye (sm., naprimer, [9, glava XVII, §5]) mogut byt~ vy-

brany tak, qto nL(B_n) B^α_n → d pri n → ∞, sleduet, qto b_T → ∞ pri T → ∞.

Pokaßem, qto ε_T → 0 i F_T (ε_T ) → 0 pri T → ∞. Predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~nost~ {T_k} takaØ, qto T_k ↗ ∞ pri k → ∞ i ε_{Tk} > ε > 0 dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. Togda − log F_{Tk} (ε_{Tk} ) 6 − log F_{Tk} (ε) 6 − log(F (ε)/2) < ∞ dlØ vseh dostatoqno bol~xih k v silu slaboæ shodimosti F_T (λ) k F (λ). Pofftomu −ε_{Tk} / log F_{Tk} (ε_{Tk} ) = 1/b_{Tk} otdeleno ot nulØ, qto protivoreqit tomu, qto b_T → ∞ pri T → ∞. Sledovatel~no, ε_T → 0 pri T → ∞. Dalee, F_T (ε_T ) 6 Δ + F (ε_T ), gde

Δ = sup_06_x6_{λ0} |F_T (x) − F (x)| → 0 pri T → ∞ v silu slaboæ sho-

dimosti F_T (λ) k F (λ) i nepreryvnosti predel~noæ funkcii. Ots¸da sleduet, qto F_T (ε_T ) → 0 pri T → ∞.

Iz poslednego sootnoxeniØ i opredeleniØ ε_T vytekaet, qto

1/b_T = o(ε_T ) pri T → ∞. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo τ > 0 i vseh

dostatoqno bol~xih T my imeem

τ (1 + τ )dB^α_{[f(T )εT ]} > τ [f(T )ε_T ]L(B_{[f(T )εT ]}) > f(T ) b_T L(B_{[f(T )εT ]})

= x^α_T L(B_{[f(T )εT ]}) L(x_T ) = x^α_T l(B_{[f(T )εT ]}) l(x_T ) exp B[_f(_T )_{εT} ] ∫ x_T ϱ(u) u du ,

gde l(u) → l < ∞ i ϱ(u) → 0 pri u → ∞. Zdes~ my vospol~zovalis~ izvestnym predstavleniem medlenno menØ¸weæsØ funkcii (sm., naprimer, [8, glava VIII, §9]). DlØ vseh dostatoqno bol~xih T ,

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 173 pri kotoryh vypolneno neravenstvo x_T 6 B_{[f(T )εT ]}, my imeem

B[_f(_T )_{εT} ] ∫ x_T ϱ(u) u du > −^α_2

B[_f(_T )_{εT} ] ∫ x_T du u = − α 2 log ( B_{[f(T )εT ]} x_T ) . (13)

Pofftomu

τ (1 + τ )dB^α_{[f(T )εT ]} > (1 − τ )x^α_T ( B_{[f(T )εT ]} x_T )_− α_2

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Ots¸da sleduet, qto

x^{3α/2}_T 6 τ (1 + τ )d 1 − τ B^{3α/2}_{[f(T )εT ]} dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

V teh sluqaØh, kogda x_T > B_{[f(T )εT ]}, integral v (13) dlØ vseh dostatoqno bol~xih T ocenivaetsØ snizu tem ße vyraßeniem s obratnym znakom. �to daet

x^{α/2}_T 6 τ (1 + τ )d 1 − τ B^{α/2}_{[f(T )εT ]} dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Takim obrazom my zakl¸qaem, qto x_T = o(B_{[f(T )εT ]}) pri T → ∞. Ispol~zuØ monotonnost~ po λ veroØtnosti P ( M_λ 6 x_T ) i opredelenie ε_T , iz (8) my poluqim

P_T = ε_T∫

0 P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ) +^{∞∫}_{εT} P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ)

6 FT (εT ) + P^(Mε_T f(T ) 6 xT^) = e^{−εT bT} +^(Mε_T f(T ) 6 xT^).

Ots¸da i iz lemmy 1 vytekaet ocenka sverhu v (5).

Pereædem k ocenke snizu. Voz~mem τ > 0. Po lemme 1

P_T > τε_T∫

0 P^(Mλf(T ) 6 xT^)dFT (λ) > P^(Mτε_T f(T ) 6 xT^)FT (τ εT ) = e^{−τεT bT (1+o(1))}F_T (τ ε_T ) = e^{−(1+τ)εT bT (1+o(1))} (14)

174 A. N. FROLOV pri T → ∞. Tak kak τ moßet byt~ vybrano skol~ ugodno malym, my prihodim k nußnoæ nißneæ ocenke v (5).

Teorema 3 dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Kak i v dokazatel~stve teoremy 2

nam dostatoqno poluqit~ tol~ko sootvetstvu¸wu¸ ocenku snizu.

DeæstvuØ tak ße, kak pri dokazatel~stve (14), my poluqim P_T > e^{−(τ p +τ)εT bT (1+o(1))} pri T → ∞. Ots¸da sleduet (6).

Teorema 4 dokazana. �

Literatura 1. A. A. Mogul~skiæ, Malye ukloneniØ v prostranstve traektoriæ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 19 (1974), 726–736.

2. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ, O veroØtnostØh malyh ukloneniæ

dlØ sluqaænyh processov. — Trudy Inst. matem. SOAN SSSR 13 (1989),

147–168.

3. M. Ledoux, Isoperimetry and Gaussian analysis, Lectures on Probability Theory

and Statistics. — Lect. Notes Math. 1648, Springer, Berlin (1996), 165–294.

4. W. V. Li, Q.-M. Shao, Gaussian processes: inequalities, small ball probabilities

and applications. — In: Stochastic Processes: Theory and Methods, Handbook of Statistics C. R. Rao, D. Shanbhag (eds.) 19, North-Holland, Amsterdam (2001), pp. 533–597.

5. M. A. Lifshits, Asymptotic behavior of small ball probabilities. — In: Proceedings of

the Seventh Vilnius Conference on Probability Theory and Mathematical Statistics B. Grigelionis (ed.), VSP/TEV. Vilnius (1999), pp. 453–468.

6. P. �mbrehts, K. Kl¸ppel~berg, Nekotorye aspekty strahovoæ matema-

tiki. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 30 (1993), 374–416.

7. A. I. Martikaænen, A. N. Frolov, ` Xtaænebah, O veroØtnostØh malyh

ukloneniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ. — TeoriØ veroØtn. i ee

primen. (v peqati).

8. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. T. 2. Mir, M. (1967).

9. I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik, Nezavisimye i stacionarno svØzannye

veliqiny. Nauka, M. (1965).

Frolov A. N. On probabilities of small deviations for compound Cox processes.

We derive logarithmic asymtotics for probabilities of small deviations for compound Cox processes. We show that under appropriate conditions, these asymptotics are the same as those for sums of independent random

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 175 variables and processes with independent increments. When these conditions do not hold, the asymptotics of small deviations for compound Cox processes are quite different.

Postupilo 11 noØbrØ 2006 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Andrei.Frolov@pobox.spbu.ru