Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

V. N. Solev OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚

Vvedenie Pust~ X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye fflementy izmerimogo prostranstva (X , B) s obwim raspredeleniem P ∈ P. Zadaqa sostoit v ocenivanii po nabl¸deniØm

X_1, . . . , X_n neizvestnoæ plotnosti f = f(P ),

f = f(P ) = dP dμ . (1)

Zdes~ P izvestnoe mnoßestvo, my predpolagaem, qto vse raspredeleniØ P ∈ P absol¸tno nepreryvny po otnoxeni¸ k σkoneqnoæ mere μ i ispol~zuem oboznaqenie

F = {f : f = f(P ), dlØ nekotoroæ P ∈ P} . (2) F_∗ = {g : g = f_1 − f_2, dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ F} . (3)

My predpolagaem, qto F ⊂ L^2(dμ) i oboznaqaem K naimen~xee central~no-simmetriqnoe vypukloe mnoßestvo, soderßawee F_∗. My budem ispol~zovat~ sledu¸wu¸ polunormu,poroßdennu¸ K ‖φ‖_P = sup_{h∈F�} ∫ φh dμ = sup_{h∈K} ∫ φh dμ. (4) DlØ dvuh veroØtnostnyh raspredeleniæ μ_1 i μ_2 s plotnostØmi

f_1, f_2 po otnoxeni¸ k mere ν = μ_1 +μ_2 my ispol~zuem oboznaqenie |μ_1 − μ_2| dlØ mery |μ_1 − μ_2| {A} = ∫ A |f_1 − f_2| dν. DlØ central~no-simmetriqnogo mnoßestva C funkciæ φ i vero- Øtnostnyh mer P, Q my ispol~zuem oboznaqenie κ_C (P, Q) = sup_{φ∈C} ∫ φ(x)d(P − Q). (5) Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 05-01-00920, NX – 4222.2006.1, RFFI–NNIO 04-01-04000. 151

152 V. N. SOLEV Zdes~ my predpolagaem, qto C ⊂ L^1(d|P − Q|). Zdes~ i dalee integraly bez ukazaniØ predelov berutsØ po vsemu prostranstvu.

Esli P, Q ∈ P my budem pisat~ κ_C (f(P ), f(Q)) := κ_C(P, Q). Pust~ P_n – ffmpiriqeskaØ raspredelenie, postroennoe po vyborke X_1, . . . , X_n, P_n {A} = 1 n n∑ j=1 1I_A(X_j ).

Zdes~ 1I_A(x) – indikator mnoßestva A.

Ocenku ^f_n minimal~nogo rasstoØniØ dlØ neizvestnoæ plotnosti f ∈ F razumno opredelit~ sootnoxeniØmi

^f_n ∈ F, κ_C (P_n, P b_{fn} ) ≤ κ_C (P_n, P_g), dlØ g ∈ F. (6)

Zdes~ i dalee my ispol~zuem oboznaqenie P_f dlØ raspredeleniØ iz P s plotnost~¸ f. Dannoe vyxe opredelenie produktivno tol~ko v tom sluqae, kogda veliqina κ_C (P_n, P) → 0 pri n → ∞. Oqevidnym prepØtstviem dlØ fftogo moßet byt~ to obstoØtel~- stvo, qto v bol~xinstve sluqaev ffmpiriqeskaØ mera P_n i mery

P ∈ P ortogonal~ny. Prostoæ vyhod iz takogo roda zatrudneniØ

sostoit v tom, qto vzamen C my vybiraem podhodØwu¸ koneqnu¸ ε-set~ C_N , C_N = {φ_1, . . . , φ_N } ⊂ C, sup_{φ∈C} inf_j ‖φ − φ_j ‖_P ≤ ε. (7)

Po nekotorym tehniqeskim priqinam takaØ zamena udobna i v sluqae, kogda κ_C(P_n, P) → 0 pri n → ∞.

Itak, pust~ C_N = {φ_1, . . . , φ_N } koneqnoe central~no-simmet-riqnoe podmnoßestvo mnoßestva C. Ocenka ^f_n minimal~nogo rasstoØniØ dlØ neizvestnoæ plotnosti f ∈ F opredelØetsØ sootnoxeniØmi ^f_n ∈ F, κ_{CN} (P_n, P b_{fn} ) ≤ κ_{CN} (P_n, P_g), dlØ g ∈ F. (8) IssleduØ svoæstva takih ocenok my vybiraem ε-set~ C_N v C, nadleßawim obrazom svØzyvaØ ε i n. Pri fftom naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ ocenka veliqiny minimaksnogo riska

sup_{f∈F} E_f κ_C(f, ^f_n).

OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚ 153 Zdes~ i dalee E_f – matematiqeskoe oßidanie, vzØtoe po raspredeleni¸ P_f . Dva primera Zdes~ i dalee dlØ p ≥ 1 my ispol~zuem oboznaqenie L^p(dμ) dlØ L^p−prostranstva s normoæ ‖ψ‖_p = {∫ |ψ|^p dμ }_{1/p} . Primer 1. Pust~

F_∗ = {g : g = f_1 − f_2 dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ F} .

V sluqae, kogda F_∗ ⊂ L^p(dμ) my voz~mem

C_p = { s : s = sign(g) |g|^{p−1} ‖g‖^{p−1}p dlØ nekotoroæ g ∈ F_∗ } . Zdes~ p ≥ 1, 1/p + 1/q = 1. ˚sno, qto, esli F_∗ ⊂ L^p(dμ), togda mnoßestvo C_p leßit na ediniqnoæ sfere prostranstva L^q (dμ) i dlØ l¸byh P, Q ∈ P, κ_{Cp} (P, Q) = ‖f(P ) − f(Q)‖_p (9) Primer 2. Pust~ (X , ρ) – metriqeskoe prostranstvo. Vvedem v

rassmotrenie metriku Kantoroviqa κ(P, Q):

κ(P, Q) = inf_ν ∫ ∫ X ×X ρ(x, y) ν(dx, dy), Zdes~ inf beretsØ po vsem veroØtnostnym raspredeleniØm ν na

X × X s marginalami P i Q. Budem pisat~ ψ ∈ C-Lip, esli

‖ψ‖_{Lip} = sup_{x≠y} |ψ(x) − ψ(y)| ρ(x, y) ≤ C, gde sup beretsØ po vsem x, y ∈ X , x ≠ y.

Pust~ C = {φ : ‖φ‖_{Lip} ≤ 1} . Togda (sm. L. V. Kantoroviq (1942), L. V. Kantoroviq, G. X. Rubinxteæn (1958)) κ_C(P, Q) = sup_{φ∈C} ∫ φ(x)d(P − Q) = κ(P, Q).

154 V. N. SOLEV

�ntropiØ, dvoæstvennost~ metriqeskoæ ffntropii

Preßde vsego opixem problemu, kotoraØ budet interesovat~ nas v fftom punkte. Pust~ (X , B) – izmerimoe prostranstvo, μ – sigma-koneqnaØ mera na (X , B), L^2(dμ) – L^2-prostranstvo s normoæ ‖ · ‖_2 = ‖ · ‖_L2_{(dμ)} i skalØrnym proizvedeniem

(φ, ψ)_L2_{(dμ)} = ∫ φψ dμ. Pust~ F – semeæstvo veroØtnostnyh plotnosteæ otnositel~no mery μ, P = { P : dP dμ = f dlØ nekotoroæ f ∈ F } . Predpoloßim, qto F – podmnoßestvo prostranstva L^2(dμ), C central~no-simmetriqnoe semeæstvo funkciæ, C_N – koneqnoe podmnoßestvo semeæstva C, sostoØwee iz N fflementov. Vozmoßno li vybrat~ C_N takim obrazom, qtoby dlØ l¸byh f_1, f_2 ∈ F

κ_C(f_1, f_2) = sup_{φ∈C} ∫ φ(f_1 − f_2) ≤ κ_{CN} (f_1, f_2) + ε = sup_{φ∈CN} ∫ φ(f_1 − f_2) + ε.

Esli takoæ vybor vozmoßen, kak svØzana veliqina N = N (ε) s metriqeskoæ ffntropieæ mnoßestva P? Otvet poloßitelen, naprimer, v sluqae, kogda F – total~no ograniqennoe podmnoßestvo prostranstva L^2(dμ) i semeæstvo C pomewaetsØ v xar koneqnogo radiusa.

Qtoby sformulirovat~ toqnyæ rezul~tat, my napomnim nekotorye oboznaqeniØ. My oboznaqili K naimen~xee vypukloe central~no-simmetriqnoe telo, soderßawee F_∗ = F − F,

F_∗ = {g : g = f_1 − f_2 dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ F, }

i vveli polunormu ‖φ‖_P = sup_{h∈K} ∫ φh dμ. (10) Pust~ K^0 polØrnoe mnoßestvo dlØ K:

K^0 = { h : sup_{x∈K}(h, x)_L2_{(dμ)} = ‖h‖_P ≤ 1 } .

OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚ 155 ˚sno, qto, esli S ⊂ { x + εK^0 } , to dlØ l¸byh s_1, s_2 ∈ S i l¸- bogo f ∈ F_∗ | ∫ (s_1 − s_2)f dμ| ≤ 2ε. Takim obrazom, esli vozmoßno pokryt~ semeæstvo C koneqnym qislom sdvigov mnoßestva εK^0: C ⊂ N⋃ j=1 { x_j + εK^0 } , to dlØ f_1, f_2 ∈ F poluqaem

κ_C(f_1, f_2) ≤ κ_{CN} (f_1, f_2) + 2ε, (11) gde C_N = {y_1, . . . , y_N } , y_j ∈ { x_j + εK^0 } ∩ C. V metriqeskom prostranstve (Y, ρ) my oboznaqaem V_ε(h) xar radiusa ε s centrom v toqke h. DlØ podmnoßestva D ⊂ Y oboznaqim N = N (ε) = N (ε, D, ρ) naimen~xee N takoe, qto D ⊂ N⋃ j=1 V_ε(h_j), gde h_j ∈ D, j = 1, . . . , N. Veliqina H(ε) = H (ε, D, ρ) = log N (ε, D, ρ) nazyvaetsØ metriqeskoæ ffntropieæ D.

Esli Y – Banahovo prostranstvo s normoæ ‖ · ‖ i ρ(x, y) = ‖x − y‖, my budem pisat~ N (ε, D, ‖ · ‖) i H (ε, D, ‖ · ‖) vmesto N (ε, D, ρ) i H (ε, D, ρ). My hoteli by sravnit~ ffntropi¸ H(ε, C, ‖ · ‖_P ) i ffntropi¸ H(ε, P, ‖ · ‖_L2_{(dμ)}). Predloßenie 1. Pust~ K naimen~xee central~no-simmetriqnoe

vypukloe podmnoßestvo prostranstva L^2(dμ), soderßawee semeæstvo plotnosteæ F, C – central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo, pomewa¸weesØ v ediniqnyæ xar prostranstva L^2(dμ). Togda suwestvu¸t takie universal~nye konstanty c > 0 i C > 0, qto dlØ vseh n, ε > 0 H (cε, C, ‖ · ‖_P ) ≤ CH ( ε, K, ‖ · ‖_L2_{(dμ)} ) . (12)

156 V. N. SOLEV

Preßde, qem pereæti k dokazatel~stvu predloßeniØ 1, privedem formulirovku odnogo rezul~tata S. Artstein, V. Milman,

S. J. Szarek, sledstviem kotorogo predloßenie 1 ØvlØetsØ.

DlØ dvuh vypuklyh tel K i T iz R^n, veliqina N (K, T ) opredelØetsØ kak qislo sdvigov T neobhodimoe dlØ togo, qtoby pokryt~ K: N (K, T ) = min { N : ∃x_1, . . . , x_N ∈ R^n, K ⊂ n⋃ j=1 {T + x_j } } . Oboznaqim K^0 polØrnoe mnoßestvo dlØ K,

K^0 = { x : sup_{y∈K}(x, y) ≤ 1 } . Zdes~ (x, y) – skalØrnoe proizvedenie v R^n. Pust~ V – ediniqnyæ xar v R^n s centrom v naqale koordinat.

Teorema (S. Artstein, V. Milman, S. J. Szarek (2004)). Suwestvu-

¸t dve universal~nye konstanty α i β takie, qto dlØ l¸bogo n, l¸bogo ε > 0 i l¸bogo central~no-simmetriqnogo vypuklogo podmnoßestva K ∈ R^n ime¸t mesto neravenstva N ( V, ε α K^0 )_{1/β} ≤ N (K, εV ) ≤ N ( V, αεK^0 )_β . (14)

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1. Pust~

K = {ψ : ψ = p_1f_1 + p_2f_2 dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ F i |p_1| + |p_2| = 1} , K ⊂ N⋃ j=1 {x_j + εV } . (15) Zdes~ V ediniqnyæ xar prostranstva L^2(dμ) s centrom v toqke 0, fflementy x_1, . . . , x_N ∈ K, predpolagaetsØ, qto pokrytie mnoßestva K vybrano optimal~nym obrazom: N = N (ε, K, ‖ · ‖_L2_{(dμ)}).

Oboznaqim L_N – podprostranstvo prostranstva L^2(dμ), poroßdennoe fflementami x_1, . . . , x_N , K_N – proekci¸ K na L_N , V_N – ediniqnyæ xar podprostranstva L_N s centrom v toqke 0. Oqevidno, K_N ⊂ N⋃ j=1 {x_j + εV_N } , N (ε, K_N , ‖ · ‖_L2_{(dμ)}) ≤ N. (16)

OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚ 157 Oboznaqim K^0_N – polØrnoe mnoßestvo dlØ K_N v L_N :

K^0_N = { h : sup_{x∈KN} |(h, x)_L2_{(dμ)}| ≤ 1, h ∈ L_N } . Iz upomØnutogo vyxe rezul~tata S. Artstein, V. Milman,

S. J. Szarek (2004) sleduet, qto suwestvu¸t dve takie universal~-

nye konstanty d ≥ 1 i C ≥ 1, takie toqki y_1, . . . , y_{N�} iz L_N , qto V_N ⊂ N�⋃ j=1 { y_j + d εK^0_N } , (17)

N_∗ ≤ N^C . (18)

Oboznaqim L^N – ortogonal~noe dopolnenie k L_N , V^N – ediniqnyæ xar podprostranstva L^N s centrom v toqke 0. Zametim, qto |(h, x)_L2_{(dμ)}| ≤ ε, esli x ∈ K, h ∈ L^N , ‖h‖_L2_{(dμ)} ≤ 1. (19) Pofftomu V^N ⊂ εK^0 i dεK^0_N +V_N ⊂ 2dεK^0. Oqevidno, V ⊂ V_N +V^N i, sledovatel~no, V ⊂ N�⋃ j=1 { y_j + d εK^0_N + V^N } . (20)

Ots¸da, V ⊂ N�⋃ j=1 { y_j + 2d εK^0 } . (21)

Poslednee vmeste s (18) daet (12) pri c = 2d.

Ocenka minimal~nogo rasstoØniØ

Pust~ C central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo prostranstva L^2(dμ), kotoroe pomewaetsØ v xar V_R(0) radiusa R s centrom v toqke 0. Dalee, pust~ vybrano central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo C_N ⊂ C, sostoØwee iz N fflementov, takoe, qto N ≤ 2N (C, ε, ‖ · ‖_P ), (22) sup_{x∈C} inf_{y∈CN} ‖x − y‖_P ≤ 2ε. (23)

158 V. N. SOLEV

Pust~ X_1, . . . , X_n nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye fflementy so znaqeniØmi v (X , B) s obwim raspredeleniem P ∈ P i plotnost~¸ f ∈ F. My hotim postroit~ po vyborke

X_1, . . . , X_n ocenku ^f_n ∈ F dlØ neizvestnoæ plotnosti f.

Ocenka minimal~nogo rasstoØniØ ^f_n = ^f^N_n ffto plotnost~ iz F, opredelØemaØ sootnoxeniem κ_{CN} ( P_n, P b_{fn} ) ≤ κ_{CN} (P_n, P_g) dlØ g ∈ F. (24)

Zdes~ P_g – raspredelenie s plotnost~¸ g, P_n – ffmpiriqeskoe raspredelenie.

Lemma 1. Esli f ∈ F, to κ_C ( ^f_n, f )

≤ 2ε + κ_{CN} ( ^f_n, f ) = 2ε + κ_{CN} ( P b_{fn} , P_f )

≤ 2ε + κ_{CN} ( P b_{fn} , P_n ) + κ_{CN} (P_f , P_n)

≤ 2ε + 2κ_{CN} (P_f , P_n) . (25)

Takim obrazom, dlØ togo, qtoby poluqit~ informaci¸ o veliqine κ_C ( ^f_n, f ) dlØ istinnogo znaqeniØ plotnosti f dostatoqno izuqit~ asimptotiqeskoe povedenie supremuma ffmpiriqeskogo processa

ξ(φ) = (P_n − P )φ = ∫ φ d(P_n − P ), φ ∈ C_N . �mpiriqeskieæ process

My dolßny naloßit~ nekotorye usloviØ na central~nosimmetriqnoe podmnoßestvo C i parametriqeskoe mnoßestvo P. Dalee my predpolagaem, qto

C ⊂ V_R(0), gde V_R(0) xar radiusa R

s centrom v toqke 0 v prostranstve L^2(dμ). (26)

My predpolagaem takße qto suwestvuet takaØ polu-metrika ψ, qto dlØ vseh x, y ∈ X , φ ∈ C, P ∈ P |φ(x) − φ(y)| ≤ ψ(x, y), (27)

OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚ 159 ∫∫ ψ^2(x, y)P (dx)P (dy) ≤ L = L(P, C). (28) Oboznaqim

ϑ_n = sup_{φ∈CN} ξ(φ) = κ_{CN} (P_n, P ).

Ocenka veliqiny E_P ϑ_n proizvoditsØ obyqnym metodom (sm.L. De-

vroye, G. Lugoshi (2001)).

Rassmotrim ffmpiriqeskiæ process ξ(φ) = 1 n n∑ j=1 (φ(X_j ) − E_P φ(X_j )) , φ ∈ C_N .

Takim obrazom,

Eϑ_n = E sup_{φ∈CN} 1 n | n∑ j=1 (φ(X_j ) − E_P φ(X_j )) | (29)

Pust~ X^•_1 , . . . , X^•_n – nezavisimye kopii veliqin X_1, . . . , X_n. Horoxo izvestno, qto Eϑn = E sup_{φ∈CN}^|E 1 n n∑ j=1 ( φ(X_j ) − φ(X^•_j ) ) |X_1, . . . , X_n | | | ≤ E^( sup_{φ∈CN} |^1_n^{n∑}_{j=1}^(φ(Xj ) − φ(X^•_j )^) |^)

Takim obrazom,

Eϑn ≤ E^( sup_{φ∈CN} |^1_n^{n∑}_{j=1}^(φ(Xj ) − φ(X^•_j )^) |^). (30)

Dalee rassmotrim n nezavisimyh odinakovo raspredelennyh rademaherovskih veliqin ε_1, . . . , ε_n P {ε_1 = 1} = P {ε_1 = −1} = 1/2, nezavisimyh ot X_1, . . . , X_n, X^•_1 , . . . , X^•_n. ˚sno, qto

E^( sup_{φ∈CN} |^1_n^{n∑}_{j=1}^(φ(Xj ) − φ(X^•_j )^) |^)

= E^( sup_{φ∈CN} |^1_n^{n∑}_{j=1} εj^(φ(Xj ) − φ(X^•_j )^) |^), (31)

160 V. N. SOLEV poskol~ku sluqaænye veliqiny ( φ(X_j −φ(X^•_j ) ) i ε_j ( φ(X_j )−φ(X^•_j ) ) odinakovo raspredeleny.

Na sledu¸wem xage my ispol~zuem horoxo izvestnu¸ lemmu (sm.P. Massart (2000)).

Lemma 2. Pust~ A – koneqnoe podmnoßestvo prostranstva R^n,

sostoØwee iz N fflementov, ε_1, . . . , ε_n rademaherovskie veliqiny,

a = (a_1, . . . , a_n) ∈ R^n, R = sup_{a∈A} ‖a‖ = sup_{a∈A} √_n ∑ j=1 a^2_j . Togda

E sup_{a∈A} n∑ j=1 a_jε_j ≤ R √ 2 ln N . (32)

V naxem sluqae na_j = φ(X_j ) − φ(X^•_j ) – sluqaænye veliqiny, nezavisimye ot ε_1, . . . , ε_n. Pofftomu pri uslovii (27)

R^2 = sup_{a∈A} n∑ j=1 a^2_j ≤ 1 n^2 n∑ j=1 ψ^2(X_j , X^•_j ).

Ots¸da, ispol~zuØ (32), my vyvodim sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 3. Pri usloviØh (27), (28) EP κ_{CN} (P_n, P ) ≤ √ L(P, C) √ 2 ln |C_N | n . (33)

Zdes~ dlØ mnoßestva A my oboznaqili qerez |A| qislo fflementov A. Osnovnoæ rezul~tat

Pust~ X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye fflementy izmerimogo prostranstva (X , B) s obwim raspredeleniem P ∈ P i plotnost~¸ f ∈ F po otnoxeni¸ k σ-koneqnoæ mere μ. Pust~, dalee, C central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo prostranstva L^2(dμ). Pust~ vybrano central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo C_N ⊂ C, sostoØwee iz N fflementov, a ocenka minimal~nogo rasstoØniØ ^f_n = ^f^N_n ffto plotnost~ iz F, opredelØemaØ sootnoxeniem κ_{CN} ( P_n, P b_{fn} ) ≤ κ_{CN} (P_n, P_g) dlØg ∈ F. (34)

OCENKI MINIMAL^NOGO RASSTO˚NI˚ 161

Teorema. Predpoloßim, qto parametriqeskoe mnoßestvo F po-

mewaetsØ v vypukloe central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo K ⊂ L^2(dμ) takoe, qto H ( ε, K, ‖ · ‖_L2_{(dμ)} ) ≤ C ( 1 ε ) 1_γ , (35)

central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo C pomewaetsØ v xar V_R(0) radiusa R s centrom v toqke 0. Togda pri usloviØh (27),

(28) central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo C_N ⊂ C, sostoØwee iz N fflementov moßet byt~ vybrano tak, qtoby risk ocenki minimal~nogo rasstoØniØ ^f_n udovletvorØl neravenstvu

sup_{P ∈P} E_P κ_C ( ^f_n, f) ≤ K(P, C) ( 1 n )^γ_{2γ+1}

(36)

Dokazatel~stvo. My moßem predpolagat~, qto K – vypuklaØ

oboloqka mnoßestva F_∗ = F − F. Po predloßeni¸ 1 suwestvu¸t takie absol¸tnye konstanty c, C, qto dlØ l¸bogo ε > 0 H (cR ε, C, ‖ · ‖_P ) ≤ CH ( ε, K, ‖ · ‖_L2_{(dμ)} ) . (37) Ots¸da i iz (35) poluqaem H (ε, C, ‖ · ‖_P ) ≤ C_R ( 1 ε ) 1_γ . (38)

Pofftomu central~no-simmetriqnoe podmnoßestvo C_N ⊂ C, sosto- Øwee iz N fflementov moßet byt~ vybrano tak, qtoby N ≤ 2N (C, ε, ‖ · ‖_P ), (39) sup_{x∈C} inf_{y∈CN} ‖x − y‖_P ≤ 2ε, (40) Kak ffto sleduet iz lemmy 1 κ_C ( ^f_n, f ) ≤ 2ε + 2κ_{CN} (P_f , P_n) . (41)

Vyberem

ε = ε(n) = ( 1 n ) γ_{2γ+1} . (42)

Pri takom vybore nam ostaetsØ dokazat~, qto Ef κC_N (Pf , Pn) ≤ C(P, C)^{( 1}_n^{) γ2γ+1} . Poslednee sleduet iz lemmy 3 i ocenki (35).

162 V. N. SOLEV

Literatura

1. L. V. Kantoroviq, Peremewenie mass. — DAN SSSR 37, (1942), 227–229. 2. L. V. Kantoroviq, G. X. Rubinxteæn, O prostranstve total~no additivnyh funkciæ. — Vestnik LGU 13, (7) (1958), 52–59.

3. A. N. Kolmogorov, V. M. Tihomirov, �psilon-ffntropiØ i ffpsilonemkost~ mnoßestv v funkcional~nyh prostranstvah. — Uspehi Mat. Nauk 86, (2) (1959), 3–86.

4. L. Devroye and G. Lugoshi, Combinatorial methods in density estimation.

Springer-Verlag, New York (2001).

5. P. Massart, Some applications of concentration inequality. — Annales de la faculté

des science de Toulouse, 6 serie, 9, (2) (2000) 245–303.

6. L. Birgé, On estimating of a density using Hellinger distance and Some others

strange facts. — Probab. Th. Rel. Fields 71 (1993), 271–293.

7. P. Massart, Concentration Inequality and Model Selection. — Ecole d’Eté de Prob-

abilités de Saint-Flour XXXIII–2003, Springer, New York (2003), 1–335.

8. S. Artstein, V. Milman, and S. J. Szarek, Duality of metric entropy. (2004). 9. S. McDiarmid, On the method of bounded differences. — In: Surveys in Combina-

torics. Cambridge University Press (1989) 148–188.

Solev V. N. Minimum distance estimators.

In the paper the estimation problem for unknown density on independent observations is considered. We use the minimum distance estimation method. It is shown, that the accuracy of estimating is connected to the rate of increase of the entropy of parametrical set.

Postupilo 28noØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A Steklova RAN