Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

O. V. Rusakov^1, A. N. Quprunov

PREDEL^NYE TEOREMY DL˚ NEODNORODNOGO PROCESSA ORNXTE`NA–ULENBEKA 1. Vvedenie

Konstrukcii, osnovannye na summirovanii sluqaænyh veliqin s zameweniØmi, ØvlØ¸tsØ gibkim instrumentom dlØ postroeniØ razliqnyh tipov xuma ([1, 2]). My primenØem fftu konstrukci¸ dlØ postroeniØ neodnorodnogo processa Ornxteæna– Ulenbeka, kotoryæ voznikaet kak predel v funkcional~noæ predel~noæ teoreme. Neodnorodnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka ØvlØetsØ markovskim processom s parametrom vØzkosti, zavisØwim ot vremeni. �tot process moßet byt~ opisan sledu¸wim stohastiqeskim differencial~nym uravneniem tipa uravneniØ Lanßevena dX(t) = −H(t)X(t)dt + √ 2H(t)dW (t), gde H(t), t ≥ 0 – nekotoraØ poloßitel~naØ funkciØ; naqal~noe znaqenie X(0) ne zavisit ot brounovskogo dvißeniØ W . Parametr vØzkosti H opredelØetsØ intensivnost~¸ zameweniæ sluqaænyh veliqin ih nezavisimymi kopiØmi.

Shema s zameweniØmi podrobno opisana v [3]. TehniqeskaØ qast~ dokazatel~stv osnovana na rabotah ([4–7]). V rabote [9] issleduetsØ povedenie dispersii summ sluqaænyh veliqin v sheme s zameweniØmi.

Razliqnye obobweniØ processa Ornxteæna–Ulenbeka vostrebovany v stohastiqeskih finansah. Processy tipa Ornxteæna– Ulenbeka ispol~zu¸tsØ, v pervu¸ oqered~, dlØ modeleæ volatil~nosti v processah tipa geometriqeskogo brounovskogo dvißeniØ. ObobweniØ processa Ornxteæna–Ulenbeka na negaussovskiæ sluqaæ dlØ opisaniØ processa volatil~nosti podrobno obsußda¸tsØ v rabote [12]. Suwestvu¸t modeli, v kotoryh obyqnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka primenØetsØ dlØ opisaniØ ffvol¸cii samoæ ceny akcii [13]. Geometriqeskiæ process

1Rabota podderßana grantom NX 4222.2006.1. 111

112 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV Ornxteæna–Ulenbeka i ego vozniknovenie v finansovyh modelØh na osnove opredelennyh mikroffkonomiqeskih predposylok rassmotren v [15]. Ispol~zovanie shemy summirovaniØ s zameweni- Ømi dlØ postroeniØ finansovoæ modeli s geometriqeskim processom Ornxteæna–Ulenbeka opisano v [8, 14]. RassmatrivaemaØ nami shema s zameweniØmi ispol~zuet simmetriqno-zavisimye toqeqnye processy, primenenie kotoryh v modelØh finansovoæ matematiki podrobno rassmotreno v [11]. V sheme s zameweniØmi v odnorodnom sluqae predelom dlØ sluqaænyh momentov zameweniæ pri perehode k nepreryvnomu vremeni budet standartnyæ process Puassona (sm. [10]).

2. OboznaqeniØ, predpoloßeniØ i predvaritel~nye rezul~taty

My ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ:^△= – ravenstvo po opredeleni¸;^d−→ – shodimost~ sluqaænyh fflementov po raspredeleni¸;^d= – ravenstvo po raspredeleni¸ ili sovpadenie koneqnomernyh raspredeleniæ;^p→ – shodimost~ po veroØtnosti;

N – mnoßestvo natural~nyh qisel; [c] – celaØ qast~ c ∈ R;

{c} – drobnaØ qast~ c ∈ R; Q_T – mnoßestvo qisel iz intervala [0, T ], T < ∞, ime¸wih vid qT dlØ racional~nyh q ∈ [0, 1]; I_A – indikatornaØ funkciØ sobytiØ A; γ(v) – sluqaænaØ veliqina, ime¸waØ normal~noe raspredelenie N (0, v^2), v > 0; γ^△= γ(1); (k_n) – posledovatel~nost~ vozrasta¸wih natural~nyh qisel, zadannaØ pri n ∈ N; W – standartnoe brounovskoe dvißenie. DlØ proizvol~noæ sluqaænoæ veliqiny Y my oboznaqaem: Y^{(1)} = Y I_{{|Y |}6_{1}} −EY I_{{|Y |}6_{1}}; Y^{(2)} = Y −Y^{(1)}; σ^2(Y ) – dispersiØ Y . My polagaem, qto vsØkaØ summa po pustomu mnoßestvu indeksov ravna nul¸, a proizvedenie edinice, ∑ ∅ a_i = 0 i ∏ ∅ a_i = 1.

My stroim sluqaænye lomanye kak fflementy prostranstva C[0, T ], gde T < ∞. My rassmatrivaem veroØtnostnoe prostranstvo {Ω, A, P}, kotoroe raspadaetsØ na prØmoe proizvedenie dvuh veroØtnostnyh prostranstv {Ω_0, A_0, P_0} – dlØ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, obrazu¸wih belyæ xum, i {Ω_1, A_1, P_1} – dlØ ih zameweniæ, kogda

P{ω = (ω_0, ω_1) : ω_0 ∈ A_0 ∈ A_0, ω_1 ∈ A_1 ∈ A_1} = P_0(A_0)P_1(A_1).

Sootvetstvu¸wie matematiqeskie oßidaniØ my oboznaqaem, E, E_0 i E_1.

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 113 OsnovnaØ ideØ dlØ postroeniØ naxeæ modeli xuma zakl¸qaetsØ v tom, qto my umnoßaem (vzvexivaem) sluqaænye veliqiny (innovacii), kotorye zadany na veroØtnostnom podprostranstva {Ω_0, A_0, P_0}, na sluqaænye indikatory, kotorye zadany na veroØtnostnom podprostranstva {Ω_1, A_1, P_1}. �ti indikatory vystraiva¸tsØ v posledovatel~nost~, zavisØwu¸ ot vremennogo parametra. Ih my interpretiruem kak “potok informacionnyh sobytiæ”.

My opredelØem shemu seriæ dlØ sobytiæ, opredelØ¸wih zameweniØ,

A_{ji} = A_{ji}(n) ∈ A_1, 1 6 i 6 k_n, 1 6 j 6 [T k_n]^△= K_n, n ∈ N;

zdes~ pervyæ indeks j (nomer stroki) igraet rol~ diskretnogo vremeni, a vtoroæ indeks i (nomer stolbca) igraet rol~ nomera sluqaænoæ veliqiny – fflementarnogo vozmuweniØ, kotoroe daet vklad v obwee znaqenie xuma v moment vremeni j. V kaßdyæ moment vremeni j summy takih fflementarnyh vozmuweniæ budut podqinØt~sØ central~noæ predel~noæ teoreme i sformiru¸t normal~no raspredelennoe znaqenie xuma. DopolneniØ k vvedennym sobytiØm my oboznaqaem A^c_{ji}.

My predpolagaem, qto potok informacionnyh sobytiæ {A_{ji}},

1 6 i 6 kn, 1 6 j 6 Kn, obladaet svoæstvom nezavisimosti po

sovokupnosti znaqeniæ mul~tiindeksa (i, j). Indeks j 6 K_n numeruet uzly razbieniØ intervala [0, T ] s xagom 1/k_n do toqki K_n/k_n. Predpoloßim, qto sobytiØ {A_{ji}} takße udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam (A1) i (A2).

(A1) Potok informacionnyh sobytiæ odnoroden po stolbcam,

to est~ dlØ vsØkogo 1 6 i 6 k_n vypolneny ravenstva,

P(A_{ji}) = P_1(A_{ji})^△= p_j ≡ p_j(n) i P(A^c_{ji}) = P_1(A^c_{ji})^△= q_j ≡ q_j(n) = 1 − p_j(n).

(A2) DlØ vsØkogo fiksirovannogo n veroØtnosti pj (n) mono-

tonno ne ubyva¸t po j. DlØ vsØkogo t ∈ [0, T ] suwestvuet predel pri n → ∞,_{[kn t]} ∏ j=1 p_j(n)^△= h_n(t) → h(t),

114 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV gde h – nekotoraØ poloßitel~naØ ubyva¸waØ funkciØ.

Uslovie (A2) ravnosil~no sledu¸wemu uslovi¸ (A3), sformulirovannomu dlØ dopolnitel~nyh sobytiæ.

(A3) DlØ kaßdogo t ∈ [0, T ] suwestvuet predel lim_{n→∞} [k_nt]∑

j=1 q_j(n) = g(t), gde g(t) – neotricatel~naØ vozrasta¸waØ funkciØ. Pri fftom g(t) = − ln(h(t)).

Zameqanie 1. Iz usloviØ (A2) i predpoloßeniØ o tom, qto pro-

izvedenie po pustomu mnoßestvu indeksov ravno edinice sleduet, qto h(0) = 1. Analogiqno, iz usloviØ (A3) i predpoloßeniØ o tom, qto summa po pustomu mnoßestvu indeksov ravna nul¸ sleduet, qto g(0) = 0. Netrudno videt~, qto shodimost~ v usloviØh

(A2) i (A3) – ravnomernaØ.

Zameqanie 2. DlØ vseh 0 6 t1 6 t2 6 T imeem sledu¸wie ffle-

mentarnye neravenstva dlØ funkciæ g i h

g(t_2) − g(t_1) = − ln h(t_2) h(t_1) ¿ 1 − h(t_2) h(t_1) ¿ 0. DlØ t_1, t_2 ∈ [0, T ] opredelim sledu¸wie funkcii

f(t_1, t_2) = min ( h(t_2) h(t_1) , h(t_1) h(t_2) ) i f_n(t_1, t_2) = min ( h_n(t_2) h_n(t_1) , h_n(t_1) h_n(t_2) ) . Funkcii h, g, f, f_n budut opredelØt~ kovariacionnu¸ strukturu v naxeæ konstrukcii xuma.

Dalee my vvodim sluqaænye veliqiny, kotorye budem summirovat~, to est~ fflementarnye vozmuweniØ, kotorye poroßda¸t xum. �ti sluqaænye veliqiny my opredelØem v ramkah shemy seriæ. (Y) Pust~, Y = {Yn, Ynji ≡ Yji, 1 6 i 6 kn, 0 6 j 6 Kn, n ∈ N} – nabor sluqaænyh veliqin, opredelennyh na veroØtnostnom podprostranstve {Ω_0, A_0, P_0}, takih, qto dlØ kaßdogo fiksirovannogo n ∈ N sluqaænye veliqiny Y_n, Y_{nji} nezavisimy i odinakovo raspredeleny.

DlØ sluqaænyh veliqin, opredelennyh v (Y), my predpolagaem, qto vypolnØetsØ sledu¸waØ shodimost~ k normal~nomu zakonu (odno iz standartnyh usloviæ, voznika¸wih v sheme seriæ).

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 115

(S) V kaßdyæ moment j diskretnogo vremeni imeet mesto shodimost~ po raspredeleni¸ summ sluqaænyh vozmuweniæ k normal~nomu zakonu N (0, v^2), k_n∑

i=1 Y_{nji}^d−→ γ(v), pri n → ∞. Nam potrebu¸tsØ dve sledu¸wie tehniqeskie lemmy.

Lemma A. Dopustim, qto udovletvorØetsØ uslovie (Y). Togda

spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ (1), (2).

(1) Uslovie (S) vypolneno togda i tol~ko togda, kogda sledu-

¸wie predel~nye sootnoxeniØ spravedlivy pri n → ∞: (1a) knP{|Yn| > ε} → 0, ∀ε > 0; (2a) knEYnI_{{|Yn|}6_{1}} → 0; (3a) knσ^2(Y^{(1)}n ) → v^2.

(2) Pust~ uslovie (S) vypolneno, i qisla bni ∈ R ravno-

merno ograniqeny sup_{{1}6_i6_{kn,n∈}N_} |b_{ni}| < ∞. Oboznaqim U_n^△= ∑_{kn} i=1 b_{ni}Y_{n1i}. DlØ posledovatel~nosti (U_n) imeet mesto sledu¸- waØ shodimost~ pri n → ∞,

U_n^d−→ γ(v_1)

togda i tol~ko togda, kogda vypolneno stoØwee niße predel~noe sootnoxenie (4a).

(4a) Suwestvuet postoØnnaØ c > 0, takaØ qto σ^2(Y_nI_{{|Yn|≤c}}) k_n∑

i=1 (b_{ni})^2 → v^2_1 pri n → ∞.

Lemma A ØvlØetsØ prostym sledstviem kriteriØ shodimosti po raspredeleni¸ k normal~nomu zakonu dlØ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, udovletvorØ¸wih uslovi¸ ravnomernoæ beskoneqnoæ malosti.

Lemma B. Pust~ na nekotorom veroØtnostnom prostranstve

zadany (ζ_{ni}), 1 6 i 6 k_n, – nezavisimye odinakovo raspredelennye v kaßdoæ serii sluqaænye veliqiny, ime¸wie koneqnyæ 4- yæ moment. Dopustim, qto suwestvuet universal~naØ konstanta

116 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV C > 0, takaØ, qto dlØ vseh 1 6 i 6 k_n, n ∈ N vypolnØetsØ neravenstvo E(ζ_{ni} − Eζ_{ni})^4 6 C, i imeet mesto shodimost~ Eζ_{ni} → p dlØ nekotoroæ postoØnnoæ p pri n → ∞. Togda suwestvuet poqti navernoe predel pri n → ∞, 1 k_n k_n∑

i=1 ζ_{ni} → p. Lemma B ØvlØetsØ odnoæ iz form usilennogo zakona bol~xih qisel dlØ shemy seriæ.

V sledu¸wem niße tekste indikatory I_{Aji (n)} my oboznaqim qerez I_{ji}, a indikatory sootvetstvu¸wih dopolnitel~nyh sobytiæ, I_Ac_{ji (n)}^△= I^c_{ji}. Lemma B potrebuetsØ nam dlØ dokazatel~stva zakona bol~xih qisel dlØ dannyh indikatorov.

3. Sluqaænye lomanye i ih predel~noe povedenie Osnovnoe opredelenie. Pust~ vypolneno uslovie (Y). Oprede-

lim posledovatel~nost~ xuma kak posledovatel~nost~ summ (S_j ), kaßdyæ fflement kotoroæ sostoit iz slagaemyh Y^′_{ji}, prinadleßawih mnoßestvu Y iz usloviØ (Y). My ispol~zuem sledu¸wu¸ rekurrentnu¸ proceduru.

KaßdaØ posledu¸waØ summa, vzØtaØ po stroke j + 1 est~ summa po predyduweæ stroke j, transformirovannaØ takim obrazom, qto sluqaænoe qislo slagaemyh zamewaetsØ na nezavisimye kopii, to est~,

S_0 ≡ S_0(Y ) ≡ S_0(ω_1, n, Y ) = k_n∑

i=1 Y_{0i}^△= k_n∑

i=1 Y^′_{0i};

S_1 ≡ S_1(Y ) ≡ S_1(ω_1, n, Y ) = k_n∑

i=1 I_{p1i}Y^′_{0i} + k_n∑

i=1 I^c_{1i}Y_{1i}^△= k_n∑

i=1 Y^′_{1i}; . . S_j ≡ S_j (Y ) ≡ S_j (ω_1, n, Y ) = k_n∑

i=1 I_{ji}Y^′_{(j−1)i} + k_n∑

i=1 I^c_{ji}Y_{ji}^△= k_n∑

i=1 Y^′_{ji}; . . (X1)

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 117 Sledu¸wim xagom opredelim razryvnye i nepreryvnye sluqaænye lomanye (dopredel~nyæ xum v nepreryvnom vremeni). Podqerknem zavisimost~ fftih lomanyh ot sluqaænogo parametra – informacionnogo parametra ω_1 ∈ Ω_1. DlØ sluqaØ nepreryvnyh sprava, ime¸wih predely sleva lomanyh,

X^′_n(t) ≡ X^′_n(t, ω_1, n, Y )^△= S_{[tkn ]}(ω_1), t ∈ [0, T ]; i dlØ sluqaØ nepreryvnyh lomanyh,

X_n(t)^△=

S_{[tkn ]}(ω_1) + {tk_n}(S_{[tkn ]+1}(ω_1) − S_{[tkn]}(ω_1))

pri 0 6 t < K_n k_n , S_{Kn} (ω_1) pri K_n k_n 6 t 6 T. (X2)

Teorema 1. Dopustim, qto vypolneny usloviØ (A1), (A2), (Y),

(S). Rassmotrim sluqaænye lomanye, opredelennye vyraßeniØmi (X1) i (X2). Togda dlØ P_1-poqti vseh ω_1 ∈ Ω_1 v prostranstve C[0, T ] dlØ sluqaænyh fflementov X_n ≡ X_n(t) imeet mesto sledu- ¸waØ shodimost~ pri n → ∞, X_n^d→ X, gde X ≡ X(t), t ∈ [0, T ] – centrirovannyæ gaussovskiæ process s kovariacionnoæ funkcieæ B(t_1, t_2) = v^2f(t_1, t_2).

My proill¸striruem teoremu 1 sledu¸wimi primerami.

Primer 1 (standartnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka).

Pust~, k_n = n, b > 0, q_j = (b/n), p_j = 1 − (b/n). Togda dlØ kaßdogo t ∈ [0, T ] my vyqislØem znaqenie funkcii h(t) h(t) = lim_{n→∞} ( 1 − b n )_{[nt]} = e^{−bt}. Takim obrazom usloviØ teoremy 1 vypolneny i predel~nyæ process X imeet kovariacionnu¸ funkci¸ B(t_1, t_2) = v^2e^{b(t1−t2)}, 0 ≤ t_1 ≤ t_2 ≤ T .

Primer 2 (neodnorodnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka I).

Pust~, k_n = n, m > 0,

q_j = m n + (j − 1)m i p_j = 1 − m n + (j − 1)m = n + (j − 2)m n + (j − 1)m .

118 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV Takim obrazom my imeem dlØ kaßdogo t ∈ [0, T ], h(t) = lim_{n→∞} n − m n n n + m · · · n + ([tn] − 2)m n + ([tn] − 1)m = = lim_{n→∞} n − m n + ([tn] − 1)m = 1 1 + tm . UsloviØ teoremy 1 vypolneny i predel~nyæ process X imeet kovariacionnu¸ funkci¸ B(t_1, t_2) = v^2((1 + mt_1)/(1 + mt_2)), 0 ≤ t_1 ≤ t_2 ≤ T .

Primer 3 (neodnorodnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka II).

Pust~, k_n = n, i m > 0, priqem mT < 1. Togda

q_j = m n − (j − 1)m i p_j = 1 − m n − (j − 1)m = n − jm n − (j − 1)m . DlØ vsØkogo 0 6 t 6 T posle nesloßnyh vyqisleniæ my poluqaem znaqeniØ dlØ h(t), h(t) = lim_{n→∞} n − m n n − 2m n − m · · · n − [tn]m n − ([tn] − 1)m = = lim_{n→∞} n − [tn]m n = 1 − tm. UsloviØ teoremy 1 vypolneny i predel~nyæ process X imeet kovariacionnu¸ funkci¸ B(t_1, t_2) = v^2((1 − mt_2)/(1 − mt_1)), 0 ≤ t_1 ≤ t_2 ≤ T .

Sledstvie 1. Pust~ h : [0, T ] → (0, 1] – poloßitel~naØ strogo

monotonno ubyva¸waØ funkciØ, takaØ qto h(0) = 1. Poloßim dlØ kaßdogo 1 6 j 6 K_n

p_j(n)^△= h ([_j k_n ]) h ([_{(j−1)} k_n ]) .

Togda veroØtnosti p_j(n) udovletvorØ¸t uslovi¸ (A2) s predel~- noæ funkcieæ h. Sledovatel~no, teorema 1 vypolnØetsØ, predel~- nyæ process imeet vid X^d= vh(t)W ( 1 (h(t))^2 ) , (L)

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 119 Oqevidno, qto process X imeet postoØnnu¸ dispersi¸, no ne ØvlØetsØ stacionarnym, za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda h(t) – ffksponenta (s otricatel~nym pokazatelem). V sluqae, kogda h(t) – ffksponenta, my imeem preobrazovanie Lamperti [16], kotoroe svØzyvaet po raspredeleni¸ brounovskoe dvißenie i process Ornxteæna–Ulenbeka. ZamenØØ ffksponentu na funkci¸ h (kotoraØ dolßna nasledovat~ nekotorye svoæstva ffksponenty, v qastnosti, monotonnost~) my poluqaem neodnorodnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka.

Napomnim, g(t) = − ln(h(t)) iz usloviæ (A2), (A3). Predpoloßim, qto g differenciruemaØ. Opredelim funkci¸ H(t)^△= dg/dt. Poloßim dlØ prostoty, v = 1. Posle nekotoryh vyqisleniæ my moßem zapisat~ stohastiqeskoe differencial~noe uravnenie (SDU) dlØ predel~nogo processa X, dX(t) = −H(t)X(t)dt + √ 2H(t)dW (t). (U) Naqal~noe znaqenie X(0) ne zavisit ot W i imeet standartnoe normal~noe raspredelenie. Zametim, qto SDU (U) obobwaet SDU (Lanßevena) dlØ standartnogo processa Ornxteæna– Ulenbeka, v kotorom H(t) = β > 0. FunkciØ H(t) igraet rol~ kofffficienta vØzkosti dlØ naxeæ modeli xuma.

Otmetim, qto v primerah 1–3, sootvetstvenno, my imeem sledu¸wee predstavlenie dlØ processa X v smysle preobrazovaniØ Lamperti, X(t)^d= ve^{−bt}W ( e^{2bt} ) ; (Ex1)

X(t)^d= v 1 1 + mt W ( (1 + mt)^2 ) (Ex2)

X(t)^d= v(1 − mt)W ( 1 (1 − mt)^2 ) (Ex3)

Sledu¸wie teoremy 2, 3 ustanavliva¸t shodimost~ k integralam ot neodnorodnogo processa Ornxteæna–Ulenbeka. DlØ izuqeniØ v naxeæ modeli predel~nogo povedeniØ nakoplennyh znaqeniæ xuma my vvodim sledu¸wie sluqaænye processy, za-

120 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV dannye pri t ∈ [0, T ] i dlØ vseh ω_1 ∈ Ω_1,

Z^′_n(t) ≡ Z^′_n(t, ω_1, Y )^△= 1 k_n [k_nt]∑

l=0 S_l ,

Z_n(t) ≡ Z_n(t, ω_1, Y )^△= t∫ 0 X^′_n(s)ds. (X3)

Teorema 2. Pust~ usloviØ (A1), (A2), (Y), (S) vypolneny. Pust~

sluqaænye lomanye opredeleny usloviØmi (X1) i (X3). Togda dlØ P_1-poqti vseh ω_1 ∈ Ω_1 sledu¸waØ shodimost~ vypolnena v C[0, T ] pri n → ∞, Z_n^d→ Z, gde Z = Z(t), t ∈ [0, T ] – centrirovannyæ gaussovskiæ process s kovariacionnoæ funkcieæ

B_1(t_1, t_2) = v^2 t1∫ 0 dx t2∫ 0 f(x, y)dy. Zametim, qto sluqaænye lomanye (Z^′_n) v levoæ qasti usloviØ (X3) razryvny. Pofftomu my dolßny rassmatrivat~ shodimost~ v bolee xirokom klasse funkciæ, qem C[0, T ].

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ (A1), (A2), (Y), (S). Pust~

sluqaænye lomanye opredeleny usloviØmi (X1) i (X3). Togda dlØ P_1-poqti vseh ω_1 ∈ Ω_1 sledu¸waØ shodimost~ vypolnena v L^∞[0, T ] pri n → ∞, Z^′_n^d→ Z. Zameqanie 3. Tak kak traektorii sluqaænogo processa Z^′_n ime-

¸t skaqki v racional~nyh toqkah, my moßem v teoreme 3 vmesto prostranstva L^∞[0, T ] vzØt~ naimen~xee zamknutoe podprostranstvo kusoqno-postoØnnyh funkciæ s vozmoßnymi skaqkami tol~ko v racional~nyh toqkah. �to podprostranstvo uße budet separabel~nym. BlagodarØ fftomu my budem imet~ dostatoqno xirokiæ klass funkcionalov, kotorye izmerimy otnositel~no predel~nogo processa Z v teoreme 3.

Teorema 4. Teoremy 1, 2, 3 osta¸tsØ vernymi, esli v nih opu-

stit~ frazu “dlØ P_1-poqti vseh ω_1 ∈ Ω_1”.

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 121

4. Lemmy

Preßde, qem pristupat~ k dokazatel~stvu teorem, my dolßny zapastis~ rØdom lemm.

Rassmotrim sledu¸wie usloviØ.

1) lim_{n→∞} 1 k_n k_n∑

i=1

[k_n t]∑

j=1 I^c_{ji}(ω_1) = g(t),

2) lim_{n→∞} 1 k_n k_n∑

i=1

[k_n t2]∏

j=[k_nt1]+1

I_{ji}(ω_1) = f(t_1, t_2).

Lemma 1. Pust~ vypolneny usloviØ (A1), (A2). Togda suwestvu-

et takoe sobytie Ω^′ ⊂ Ω_1, qto P_1(Ω^′) = 1 i dlØ vsØkogo ω_1 ∈ Ω^′, dlØ vseh t, t_1, t_2 ∈ [0, T ], t_1 6 t_2; usloviØ 1), 2) vypolneny.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Poloßim, g^{(1)}_{ni} (t) ≡ g^{(1)}_{ni} =^{∑[knt]}_{j=1} I^c_{ji},

g^{(2)}_{ni} (t) ≡ g^{(2)}_{ni} = ∏_{[knt2]} j=[k_nt1]+1 Iji. Togda dlØ vseh 0 6 t1 6 t2 6 T ,

E_1(g^{(1)}_{ni} − E_1g^{(1)}_{ni} )^4 6 [k_nT ]∑

j=1 p_j q_j(1 − p_j q_j)+

+12 [k_nT ]∑

j1=1

[k_n T ]∑

j2=j1+1

p_{j1}q_{j1} p_{j2} q_{j2} 6 [k_nT ]∑

j=1 q_j + 6 [k_n T ]∑

j=1 q_j 2 6 C, gde C = C_1 + 6(C_1)^2 i pri uslovii (A3), C_1 = sup_{n∈}N^{[knT ]} ∑ j=1 q_j(n) < ∞. Sledovatel~no, 0 6 g^{(2)}_{ni} 6 1. Znaqit pri t ∈ [0, T ] ograniqen 4-yæ moment, E_1(g^{(2)}_{ni} − E_1g^{(2)}_{ni} )^4 6 1.

BlagodarØ sqetnosti mnoßestva Q_T i po lemme B suwestvuet Ω^′ ⊂ Ω_1 so svoæstvom: P_1(Ω^′) = 1, i dlØ vseh ω_1 ⊂ Ω^′, dlØ vseh t_1, t_2, t ∈ Q_T , 0 6 t_1 6 t_2 6 T ; usloviØ 1) i 2) vypolneny.

Na sledu¸wem xage my pokazyvaem, qto dlØ vseh ω_1 ∈ Ω^′ uslovie 2) vypolnØetsØ bez predpoloßeniØ: t_1, t_2 ∈ Q_T . Zametim, qto ffto verno pri t_1 = t_2.

Pust~ ω_1 ∈ Ω^′, i 0 6 t_1 < t_2 6 T . Poloßim,

h_n(t_1, t_2)(ω_1) = 1 k_n k_n∑

i=1

[t2k_n]∏

j=[t1k_n]+1 I_{ji}.

122 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV My vyberem takie t_{11}, t_{12}, t_{21}, t_{22} ∈ Q_T , qto 0 6 t_{11} 6 t_1 6 t_{12} 6 t_{21} 6 t_2 6 t_{22} 6 T . Togda,

h_n(t_{11}, t_{22})(ω_1) 6 h_n(t_1, t_2)(ω_1) 6 h_n(t_{12}, t_{21})(ω_1). Pofftomu, f(t_{11}, t_{22}) 6 lim inf_{n→∞} h_n(t_1, t_2)(ω_1) 6 lim sup_{n→∞} h_n(t_1, t_2)(ω_1) 6 f(t_{21}, t_{12}).

Iz poslednih neravenstv i iz nepreryvnosti funkcii f sleduet, qto h_n(t_1, t_2)(ω_1) → f(t_1, t_2) pri n → ∞. Vypolnenie usloviØ 2) dokazano.

Vypolnenie usloviØ 1) pri vsØkom t ∈ [0, T ] ustanavlivaetsØ analogiqnym obrazom. Lemma 1 dokazana.

Oboznaqim, g^′_{ni}(t_1, t_2)(ω_1)^△= 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1 j1∑ j2=0

[^j1_{kn} ]k_n∏

j=[^j2_{kn} ]k_n +1

I_{ji}(ω_1) + [t2k_n]∑

j2=j1+1

[^j2_{kn} ]k_n∏

j=[^j1_{kn} ]k_n +1

I_{ji}(ω_1) ,

G_n(t_1, t_2)(ω_1)^△= 1 k_n k_n∑

i=1 g^′_{ni}(t_1, t_2)(ω_1), ω_1 ∈ Ω_1, 0 6 t_1 6 t_2 6 T.

S cel~¸ dokazatel~stva teoremy 2 my obobwaem lemmu 1.

Lemma 2. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 1. togda suwestvuet

takoe sobytie Ω^{′′} ⊂ Ω_1, qto P_1(Ω^{′′}) = 1, i dlØ vseh ω_1 ∈ Ω^{′′}, dlØ vseh t, t_1, t_2 ∈ [0, T ], t_1 6 t_2, vypolneny usloviØ 1), 2), a takße vypolneno sledu¸wee uslovie 3), pri n → ∞,

3) lim_{n→∞} G_n(t_1, t_2)(ω_1) → t1∫ 0 dx t2∫ 0 f(x, y)dy. Dokazatel~stvo lemmy 2. Pust~ 0 6 t1 6 t2 6 T . Funkcii g^′_{ni}

udovletvorØ¸t svoæstvam: 0 6 g^′_{ni}(t_1, t_2) 6 T^2 i

Eg^′_{ni}(t_1, t_2) = 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1 j1∑ j2=0

[^j1_{kn} k_n]∏

j=[^j2_{kn} k_n]+1

p_j (n) + [t2k_n]∑

j2=j1+1

[^j2_{kn} k_n]∏

j=[^j1_{kn} k_n]+1 p_j(n)

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 123 = 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1

[t2k_n]∑

j2=1 f_n ( j_1 k_n , j_2 k_n ) . Znaqit, h_n(t) → h(t) (n → ∞) ravnomerno po t ∈ [0, T ], i h(t) ¿ h(T ) > 0 dlØ t ∈ [0, T ]. Togda, f_n(x, y) → f(x, y) pri n → ∞ ravnomerno po x, y ∈ [0, T ]. Takim obrazom, pri n → ∞, imeet mesto shodimost~, 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1

[t2k_n]∑

j2=1 f_n ( j_1 k_n , j_2 k_n ) − 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1

[t2k_n]∑

j2=1 f ( j_1 k_n , j_2 k_n ) → 0. Po postroeni¸ integrala Rimana my imeem sledu¸wu¸ shodimost~ pri n → ∞, 1 k^2_n [t1k_n]∑

j1=1

[t2k_n]∑

j2=1 f ( j_1 k_n , j_2 k_n ) → t1∫ 0 dx t2∫ 0 f(x, y)dy. Dalee, blagodarØ sqetnosti mnoßestva Q_T i po lemme B suwestvuet sobytie Ω^{′′′} ⊂ Ω_1 so sledu¸wimi svoæstvami: P_1(Ω^{′′′}) = 1 i dlØ vseh ω_1 ∈ Ω^{′′′}, dlØ t_1, t_2, t ∈ Q_T , 0 6 t_1 6 t_2 6 T , vypolneno uslovie 3).

Tak kak funkciØ f_1(t_1, t_2) =^{t1} ∫ 0 dx t2∫ 0 f(x, y)dy vozrasta¸waØ po oboim argumentam, my povtorØem konec dokazatel~stva lemmy 1 i poluqaem, qto dlØ vseh 0 6 t_1 6 t_2 6 T , pri vseh ω_1 ∈ Ω^{′′′} uslovie 3) vypolneno.

Teper~ poloßim Ω^{′′} = Ω^{′′′} ∩ Ω^′. Togda dlØ vseh ω_1 ∈ Ω^{′′′} usloviØ 1), 2) i 3) vypolneny. Lemma 2 dokazana.

Vvedem oboznaqeniØ:

Y^{(1) △}= { Y^{(1)}_n , Y^{(1)}_{nji} 1 6 i 6 k_n, 1 6 j 6 K_n, n ∈ N } ; Y^{(2) △}= {Y^{(2)}_n , Y^{(2)}_{nji} 1 6 i 6 k_n, 1 6 j 6 K_n, n ∈ N}.

Lemma 3. Pust~ vypolneny usloviØ (A1), (A2), (Y), (S). Togda

dlØ vsØkogo ω_1 ∈ Ω^′ sledu¸wie tri shodimosti po veroØtnosti ime¸t mesto pri n → ∞,

(i) X_n(Y ) − X_n(Y^{(1)})^p→ 0 v prostranstve C[0, T ]; (ii) Z_n(Y ) − Z_n(Y^{(1)})^p→ 0 v prostranstve C[0, T ];

124 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV

(iii) Z^′_n(Y ) − Z^′_n(Y^{(1)})^p→ 0 v prostranstve L^∞[0, T ].

Dokazatel~stvo lemmy 3. Snaqala my dokaßem (ii). ZadadimsØ

nekotorym ε > 0. Netrudno videt~, qto

S_l(Y ) = k_n∑

i=1 I_{li}I_{(l−1)i} . . . I_{1i}Y_{0i} + l∑ j=1 l−1∏ k=j+1 I_{ki} I^c_{ji}Y_{ji} . (1) Takim obrazom, dlØ takih n ∈ N, qto |EY_nI_{{|Yn|}6_{1}}| <^ε_{3T} , my imeem ocenku,

P{ sup_{t∈[0,T ]} |Z_n(Y ) − Z_n(Y^{(1)})| > ε}

= P{ sup_{t∈[0,T ]} |Z_n(Y^{(2)})| > ε} 6 P{3T sup_0 6l6[knT ]^{|Sl(Y} (2))| > ε} 6^(kn +^{kn∑}_{i=1}^{[T kn]∑}_{j=1} I^c_{ji})P{|Yn| > 1} = (1 + 1 k_n k_n∑

i=1

[T k_n ]∑

j=1 I^c_{ji})P{|Y_n| > I^c_{ji} ) k_nP{|Y_n| > 1}. Iz fftoæ ocenki pri ispol~zovanii (A2) my poluqaem shodimost~ (ii).

Punkty (i) i (iii) nastoØweæ lemmy my dokazyvaem analogiqnym obrazom. Lemma 3 dokazana.

V dal~neæxem my predpolagaem, qto |Y_{nij}| 6 2 i EY_{nij} = 0. BlagodarØ lemme 3, my ne terØem v obwnosti pri ispol~zovanii poslednih usloviæ. Oboznaqim, v^2_n = σ^2(Y_n).

DlØ dokazatel~stva otnositel~noæ kompaktnosti semeæstva raspredeleniæ my ispol~zuem sledu¸wiæ variant maksimal~- nogo neravenstva Levi (sm., naprimer, [5]): esli (U_i), 1 6 i 6 n – nezavisimye sluqaænye veliqiny i V_k = ∑_k i=1 U_i, togda dlØ kaßdogo ε > 0,

P{max_k6_n |V_k| > ε} 6 2P { |V_n| > ε − √ 2σ^2(V_n) }

= 2P { 1 √ σ^2(V_n) |V_n| > ε √ σ^2(V_n) − √ 2 } . (2)

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 125 Otmetim, qto neravenstvo (2) ostaetsØ vernym, kogda v ego levoæ qasti my ispol~zuem vmesto max_k6_n V_k vyraßenie max_{k∈M} V_k, gde M ⊂ {1, 2, . . .n}. �tot fakt my primenim v sledu¸weæ lemme 4.

Lemma 4. DlØ vseh 0 6 t1 6 t2 6 T , t1, t2 ∈ QT , dlØ vsØkogo ε > 0

vypolneno sledu¸wee neravenstvo P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] |S_l − S_{[t1kn]}| > ε } 6 2P^{|S1n| >^ε_3 −^√2σ^2(S1n)^} + 4P^{|S2n| >^ε_3 −^√2σ^2(S2n)^}, gde S_{1n}^△= k_n∑

i=1 ( 1 − I_{[t1n]i}I_{([t1kn]−1)i} . . . I_{([t1n]+1)i} ) Y^′_{[t1kn]i},

S_{2n}^△= k_n∑

i=1

[t2k_n]∑

j=[t1k_n]+1 I^c_{ji}Y_{ji}. (3) Dokazatel~stvo lemmy 4. Tak kak S_{[t1kn]} =^{kn∑}_{i=1} Y^′_{[t1kn]i}, i pri t1 6 l 6 t2 iz (1) sleduet, qto

S_l = k_n∑

i=1 ( I_{li}I_{(l−1)i} . . . I_{([t1kn]+1)i}Y^′_{[t1kn]i} + l∑ j=[t1k_n]+1 (^{l−1}∏ k=j+1 I_{ki} ) I^c_{ji}Y_{ji} ) , (4) to, P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] |S_l − S_{[t1n]}| > ε } 6 P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | | k_n∑

i=1 ( I_{li}I_{(l−1)i} . . . I_{([t1n]+1)i} − 1 ) Y^′_{[t1n]i} | | | | | > ε 3 }

+P max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | | k_n∑

i=1 l∑ j=[t1k_n]+1 l−1∏ k=j+1 I_{ki} I^c_{ji}Y_{ji} | | | | | > 2ε 3 . (5)

Oceniv vtoroe slagaemoe v (5), my poluqim, P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | k_n∑

i=1 l∑ j=[t1k_n]+1 (_{l−1}∏ k=j+1 I_{ki} ) I^c_{ji}Y_{ji} | | | | > 2ε 3 }

126 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV = P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | n∑ i=1 (_l∑ j=[t1k_n]+1 (_{l−1}∏ k=j I_{ki} ) I^c_{ji}Y_{ji}+

+ [t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} − [t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} )| | | > 2ε 3 }

6 P^{ max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | k_n∑

i=1 (_l∑ j=[t1k_n]+1 (_{l−1}∏ k=j I_{ki} ) I^c_{ji}Y_{ji}+ [t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} )| | |> ε 3 }

+P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | k_n∑

i=1

[t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} | | | | > ε 3 } . (6)

PrimenØØ neravenstvo (2), my imeem, P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | k_n∑

i=1

[t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} | | | > ε 3 } 6 2P^{|S2n| >^ε_3 −^√2σ^2(S2n)^}, i P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | k_n∑

i=1 (_l∑ j=[t1k_n]+1 (_{l−1}∏ k=j I_{ki} ) I^c_{ji}Y_{ji} + [t2k_n]∑

j=l+1 I^c_{ji}Y_{ji} )| | | > ε 3 }

6 2P^{|S2n| >^ε_3 −^√2σ^2(S2n)^} .

Nakonec, P { max [t1k_n]<l6[t2k_n] | | | | | k_n∑

i=1 ( I_{li}I_{(l−1)i} . . . I_{([t1kn]+1)i} − 1 ) Y^′_{[t1kn]i} | | | | | > ε 3 }

6 2P^{|S1n| > ε −^√2σ^2(S1n)^} . (7)

KombiniruØ ffti ocenki, my vyvodim (3) iz (5), (6) i (7). Lemma 4 dokazana.

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 127

Lemma 5. DlØ vseh ω1 ∈ Ω^′, dlØ vseh 0 6 t1 < t2 6 T , t1, t2 ∈ QT ,

dlØ proizvol~nogo ε > 0 vypolnØetsØ sledu¸wee neravenstvo

lim sup n→∞ P{ max [t1k_n]<l6[t2k_n] |S_l−S_{[t1kn]}| > ε} 6 6P { |γ| > ε 3v √ 1 −^{h(t2)}_{h(t1)} − 2 } . Dokazatel~stvo lemmy 5. Rassmotrim posledovatel~nosti

(U_n = S_{1n}) i (U_n = S_{2n}). Pri vypolnenii usloviæ 1) i 2) my imeem predel~noe povedenie neobhodimyh dispersiæ pri n → ∞ k_n∑

i=1

[t2k_n]∑

j=[t1n]+1 σ^2 ( I^c_{ji}Y_{ji} ) = k_nv^2_n 1 k_n n∑ i=1

[t2n]∑

j=[t1n]+1 I^c_{ji} → v^2(g(t_2) − g(t_1)), i_{kn} ∑ i=1 σ^2 (( (I_{[t2kn]i}I_{([t2kn]−1)i} . . . I_{([t1kn]+1)i} − 1)Y^′_{[t1kn]i} )

= k_nv^2_n 1 k_n k_n∑

i=1 (1 − I_{[t2kn]i}I_{([t2kn]−1)i} . . . I_{([t1kn]+1)i}) → v^2 ( 1 − h(t_2) h(t_1) ) . Sledovatel~no uslovie (4a) lemmy A p. (2) vypolneno, i blagodarØ lemme A p. (2) ime¸t mesto sledu¸wie shodimosti pri n → ∞, k_n∑

i=1 (1 − I_{[t2kn]i}I_{([t2kn]−1)i} . . . I_{([t1kn]+1)i})Y^′_{[t1n]i}^d→ γ ( v √ 1 − h(t_2) h(t_1) )

i_{kn} ∑ i=1

[t2k_n]∑

j=[t1k_n]+1 I^c_{ji}Y_{ji}^d→ γ ( v √ g(t_2) − g(t_1) ) . Pofftomu, posle predel~nogo perehoda v (3) my poluqaem ocenku, lim sup n→∞ P{ max [t1k_n]<l6[t2k_n] |S_l − S_{[t1kn]}| > ε} 6 2P { |γ| > ε 3v √ 1 −^{h(t2)}_{h(t1)} − 2 } + 4P { |γ| > ε 3v √ g(t_2) − g(t_1) − 2 }

6 6P { |γ| > ε 3v √ 1 −^{h(t2)}_{h(t1)} − 2 } . Lemma 5 dokazana.

128 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV

5. Dokazatel~stva teorem Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~, ω1 ∈ Ω^′, ε > 0, m ∈ N, a

takße n_k = [k_nT^k_m ], 0 6 k 6 m. Snaqala my praktiqeski povtorØem dokazatel~stvo teoremy 1 v [7, s. 358], zatem ispol~zuem lemmu 5 i ravnomernu¸ nepreryvnost~ funkcii f, i vyvodim cepoqku neravenstv

lim_{h→0} lim sup n→∞ P { sup |t0_{−t”|}6_h |X_n(t^′) − X_n(t”)| > ε } 6 lim_{m→∞} lim sup_{n→∞} P^{ sup_{|t0−t”|6 Tm} |Xn(t^′) − Xn(t”)| > ε^}

6 lim_{m→∞} lim sup_{n→∞}^{m∑}_{k=1} P^{ sup_{nk�1<l6nk} |Sl − Sn_{k�1} | >^ε_8^}

6 lim_{m→∞} 6^{m∑}_{k=1} P { |γ| > ε 24v √ 1 −^{h(T k} �1_{m )}

h(T^k_m ) − 2 }

6 lim_{m→∞} 6^{m∑}_{k=1}^{244v4E|γ|4(h(T k−1m ) − h(T km ))2} ( εh(T ) − 48v √ h(T^{k−1}_m ) − h(T^k_m )

)_4 (8)

6 lim_{m→∞} 6 · 24^4v^4E|γ|^4 max_{16k6m}^{(h(T k−1m ) − h(T km ))2} ( εh(T ) − 48v √ h(T^{k−1}_m ) − h(T^k_m )

)_4 = 0.

Pust~ m ∈ N, qisla 0 6 t_1 < t_2 < · · · < t_m 6 T , i a_k ∈ R,

1 6 k 6 m. My pokaßem, qto pri n → ∞ verna shodimost~ m∑ k=1 a_kX_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kX(t_k ). DlØ kaßdogo k, takogo, qto 1 6 k 6 m, i dlØ kaßdogo ε > 0 po lemme 5 my imeem ocenku, lim_{n→∞} P{|X_n(t_k) − X^′_n(t_k)| > ε} 6 lim_{δ→0+} lim_{n→∞} P^{ sup

[k_nt_k]6l6min([k_n(t_k+δ)],K_n ) |S_l − S_{[(t1+δ)kn ]}| > ε 2 } = 0.

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 129 Tak kak X_n(t_k) − X^′_n(t_k) → 0 pri n → ∞ po veroØtnosti, to dostatoqno dokazat~, qto pri n → ∞ verno sledu¸wee predel~noe sootnoxenie_m ∑ k=1 a_kX^′_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kX(t_k ). Zametim, qto m∑ k=1 a_kX^′_n(t_k) = m∑ k=1 a_k k_n∑

i=1 Y^′_{[tkkn]i} = k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=0 b_{nji}Y_{ji}, gde b_{nji} – summy proizvedeniæ indikatorov I^c_{ji}, I_{ji} s vesami a_k.

Proverim usloviØ lemmy A p. (2) dlØ posledovatel~nosti U_n =^{kn} ∑ i=1 [t_mk_n]∑ j=0 b_{nji}Y_{ji}. Poloßim, C =^m ∑ k=1 |a_k|. Togda |b_{nij}| 6 C, 1 6 i 6 k_n, 0 6 j 6 [t_mk_n]. Tak kak verno ravenstvo EY^′_{[tlkn]k}Y^′_{[tr kn]k} = v^2_n (^{[tr kn]}∏ j=1 I_{jk} + [k_n t_l]∑

i=1 [^{[kntr]}∏ j=i+1 I_{jk} ] I^c_{(i−1)k} ) = v^2_n [t_rk_n]∏

j=[t_lk_n]+1 I_{jk}, gde t_r ¿ t_l, to k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=0 E(b_{nij}Y_{ji})^2 = E (^m∑ k=1 a_k k_n∑

i=1 Y^′_{[tkkn]i} )_2

= k_nv^2_n (^m∑ l=1 (a_l)^2 + 2 1 k_n k_n∑

k=1 m,m∑ l,r=1,l<r a_la_r [t_rk_n]∏

j=[t_lk_n]+1 I_{jk} ) . Pofftomu, po lemme 1, pri n → ∞, k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=0 E(b_{nij}Y_{ji})^2 → v^2 (^m∑ l=1 (a_l)^2 + 2 m,m∑ l,r=1, l<r a_la_rf(t_l , t_r) ) . �lementarnye vyqisleniØ privodØt k ravenstvu

v^2 m∑ l=1 (a_l)^2 + 2 m,m∑ l,r=1, l<r a_la_r f(t_l, t_r) = σ^2 (_m ∑ k=1 a_kX(t_k) ) .

130 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV Zametim, qto usloviØ lemmy A p. (2) vypolneny. Sledovatel~no, pri n → ∞,_m ∑ k=1 a_kX_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kX(t_k ). Pofftomu po teoreme 7.7 iz [6] my ustanavlivaem fakt shodimosti koneqnomernyh raspredeleniæ processa X_n k koneqnomernym raspredeleniØm processa X. Posledniæ fakt i predel v (8) po teoreme 1 (sm. [7, s. 522]) vlekut shodimost~, X_n^d→ X pri n → ∞, v prostranstve C[0, T ]. Teorema 1 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ ω1 ∈ Ω^{′′}. Zametim, qto

Z_n(t) = 1 k_n [k_n t]∑

j=1 S_{j−1} + {k_nt} k_n S_{[knt]} = Z^′(t) − 1 − {k_nt} k_n S_{[kn t]}. Zadadim ε > 0 i m ∈ N. Oboznaqim, n_k = [k_nT^k_m ], 0 6 k 6 m. Snaqala my povtorØem dokazatel~stvo teoremy 1 (sm. [7, s. 358]) i vyvodim cepoqku neravenstv P { sup |t0_{−t}00_|6 T_m |Z_n(t^′) − Z_n(t^{′′})| > ε } 6^{m∑}_{k=1} P^{ sup_{nk�1<t6nk} |Z^′_n(t) − Z^′_{[T} k�1_{m ]}| >^ε_8^}

6^{m∑}_{k=1} P { sup n_k�1<l6n_k | 1 k_n l∑ j=[k_n T^k�1_m ]+1 S_j | > ε 8 }

6^{m∑}_{k=1} P { sup n_k�1<l6n_k (| | n_k − n_{k−1} k_n S_{nk}�_1 | | |

+ | | | 1 k_n l∑ j=n_k�1+1

(S_j − S_{nk}�_1 ) | | | ) > ε 8 }

6^{m∑}_{k=1} P { n_k − n_{k−1} k_n | | |Sn_k�_1 | | | > ε 16 }

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 131 + m∑ k=1 P { sup n_k�1<l6n_k n_k − n_{k−1} k_n |S_l − S_{nk}�_1 | > ε 16 } = D_1 + D_2.

Tak kak^{nk−nk}�^1_{kn} →^T_m , i S_{nk}�_1^d→ γ(v) pri n → ∞, to lim m→∞ lim sup n→∞ D_1 = lim_{m→∞} mP { T m |γ(v)| > ε 16 } = 0.

Po lemme 5, lim m→∞ lim sup n→∞ D_2 6 lim_{m→∞} 6mP { |γ| > εm 48vT − 2 } = 0.

Pofftomu,

lim_{h→0} lim sup n→∞ P { sup |t0_{−t”|}6_h |Z_n(t^′) − Z_n(t^{′′})| > ε } = 0. (9)

Pust~ m ∈ N, qisla 0 6 t_1 < t_2 < · · · < t_m 6 T , i a_k ∈ R,

1 6 k 6 m. My pokaßem, qto pri n → ∞ imeet mesto sledu¸waØ

shodimost~_m ∑ k=1 a_kZ_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kZ(t_k). Tak kak |Z_n(t_k) − Z^′_n(t_k)| 6^1_{kn} |S_{[tkkn]}|, i S_{[tkkn]}^d→ γ(v) pri n → ∞, to Z_n(t_k) − Z^′_n(t_k)^p→ 0 pri n → ∞ i dostatoqno pokazat~, qto pri n → ∞ imeet mesto sledu¸wee predel~noe sootnoxenie, m∑ k=1 a_kZ^′_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kZ(t_k). Rassmotrim posledovatel~nost~

U_n = m∑ k=1 a_kZ^′_n(t_k) = k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=0 b_{nji}Y_{ji}. Zametim, qto kofffficienty b_{nji} ØvlØ¸tsØ summami proizvedeniæ indikatorov I^c_{ji}(ω_1), I_{ji}(ω_1) s vesami a_k^m_{kn} dlØ m 6 T k_n. Takim obrazom, |b_{nji}| 6 C, gde C = T^m ∑ k=1 |a_k|.

132 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV Itak, my imeem, k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=0 E(b_{ji}Y_{ji})^2 = E (_m ∑ k=1 a_kZ^′_n(t_k)

)_2 = m,m∑ l1,l2=1 a_{l1} a_{l2} EZ^′_n(t_{l1} )Z^′_n(t_{l2} )

= k_nv^2_n 1 k_n k_n∑

i=1 m∑ l=1 (a_l)^2g^′_{ni}(a_l, a_l) + 2 m,m∑ l1<l2,l1,l2=1 a_{l1} a_{l2} g^′_{ni}(a_{l1} , a_{l2} ) . Tak kak

σ^2 (_m ∑ k=1 a_kZ^′(t_k) )

= v^2 m∑ l=1 (a_l)^2f_1(a_l, a_l) + 2 m,m∑ l1<l2,l1,l2=1 a_{l1} a_{l2} f_1(a_{l1} , a_{l2} ) , to po lemme 2, pri n → ∞, k_n∑

i=1

[t_mk_n]∑

j=1 E(b_{nji}Y_{ji})^2 → σ^2 (_m ∑ k=1 a_kZ^′(t_k) ) . Uslovie (4a) lemmy A p. (2) vypolneno, i my imeem pri n → ∞ shodimost~,_m ∑ k=1 a_kZ_n(t_k)^d→ m∑ k=1 a_kZ(t_k). Pofftomu po teoreme 7.7 iz [6] my ustanavlivaem fakt shodimosti koneqnomernyh raspredeleniæ processa Z_n k koneqnomernym raspredeleniØm processa Z. Posledniæ fakt i predel v (9) po teoreme 1 (sm. [7, s. 522]) vlekut shodimost~, Z_n^d→ Z pri n → ∞, v prostranstve C[0, T ]. Teorema 2 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Rassmotrim ω1 ∈ Ω^′. Zametim, qto

dlØ ε > 0 P { sup t∈[0,T ] |Z_n(t) − Z^′_n(t)| > ε } 6 P^{ sup_{06l6[T kn ]}^|^{Sl}_{kn}^| > ε^} 6 P {| | | S_0 k_n | | | > ε 2 } + P { sup 0<l6[T kn] | | | S_l − S_0 k_n | | | > ε 2 } .

PREDEL^NYE TEOREMY ORNXTE`NA––ULENBEKA 133

Tak kak S_0^d→ γ(v) pri n → ∞, to^{S0}_{kn}^p→ 0 pri n → ∞. Po lemme 5,

sup_{0<l}6_{[T kn ]} | |^{Sl −S0}_{kn} | |^p→ 0 pri n → ∞. Sledovatel~no, pri n → ∞, P { sup t∈[0,T ] |Z_n(t) − Z^′_n(t)| > ε } → 0. Prostranstvo C[0, T ] ØvlØetsØ podprostranstvom L^∞[0, T ]. Traektorii processa Z^′_n(t) ØvlØ¸tsØ fflementami L^∞[0, T ]. Pofftomu teorema 3 sleduet iz teoremy 2. Teorema 3 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 4. Teorema 4 ØvlØetsØ sledstviem te-

orem 1–3.

Pust~, G : C[0, T ] → R – nepreryvnye ograniqennye funkcii. Po teoreme 1 dlØ poqti vseh ω_1 ∈ Ω_1 my imeem, E_0G(X_n) → E_0G(X) pri n → ∞. Pofftomu po teoreme Lebega, E_1E_0G(X_n) → E_0G(X) pri n → ∞. Zametim, qto E_1E_0G(X_n) = EG(X_n). �to vleqet, qto dlØ vsØkoæ ograniqennoæ nepreryvnoæ funkcii G : C[0, T ] → R my imeem shodimost~ matematiqeskih oßidaniæ

EG(X_n) → EG(X) pri (n → ∞). Pofftomu, X_n^d→ X pri n → ∞ v prostranstve C[0, 1].

Pri vypolnenii usloviæ teoremy 2 ili teoremy 3 my moßem dokazat~ teoremu 4 analogiqno. Teorema 4 dokazana.

Literatura

1. I. Fazekas, A. N. Chuprunov, Convergence of random step lines to Ornstein–

Uhlenbeck type processes. Technical Report of the Debrecen University, No. 24/1996. (1996).

2. A. N. Chuprunov, Functional limit theorems for sums of independent random

variables with replacements. Probabilistic Methods in Discrete Mathematics., VSP (1997), 157–173.

3. O. V. Rusakov, Funkcional~naØ predel~naØ teorema dlØ sluqaænyh veliqin s sil~noæ ostatoqnoæ zavisimost~¸. — Teor. ver. i prim. 40, No. 4 (1995), 813–832.

4. V. M. Kruglov, V. ı. Korolev, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh summ. Izdatel~stvo Moskovskogo universiteta, M. (1990).

5. M. Loéve, Probability Theory. van Nostrand, Princeton–New Jersy–Toronto, New

York–London. (1960).

6. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, M. (1977). 7. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, Vvedenie v teori¸ sluqaænyh processov.

Nauka, M. (1977).

8. O. V. Rusakov, A model of market pricing with randomly distributed informa-

tion and the geometric integral of the Ornstein–Uhlenbeck process. Report of the Department of Mathematics. University of Helsinki. Preprint 184 (1998).

134 O. V. RUSAKOV, A. N. QUPRUNOV 9. O. V. Rusakov, Predel~noe povedenie dispersii summ sluqaænyh veliqin so sluqaænymi zameweniØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 216 (1994), 714–728.

10. A. N. Chuprunov, O. V. Rusakov, Functional Poissonian limit theorem and its

applications. — J. Math. Sci. 112, No. 2 (2002), 4119–4125.

11. J.-L. Prigent, O. Renault, O. Scaillet, Option pricing with discrete rebalancing.

CREST Document de travail INSEE N9961 (1999).

12. O. E. Barndorff-Nielsen, N. Shephard, Non-Gaussian Ornstein–Uhlenbeck – based

models and some of their uses in financial economics. — J. Royal Statist. Soc. 63 (2) (2001), 167–241.

13. A. W. Lo, J. Wang, Implementing option pricing models when asset returns are

predictable. — J. Finance 50, No. 1 (1995), 87–129.

14 O. V. Rusakov, On mean value of profit for option holder: cases of a non-classical

and the classical market models. — In: Asymptotic Methods in Probability and Statistics with Applications. (N. Balakrishnan, I. A. Ibragimov, V. B. Nevzorov, eds.), Birkhäuser, Boston (2001), pp. 523–534.

15. H. Föllmer, M. Schweizer, A microeconomic approach to diffusion models for

stock prices. — Math. Finance 3, No. 1 (1993), 1–23.

16. J. W. Lamperti, Semi-stable stochastic processes. — Trans. Amer. Math. Soc.

104 (1962), 62–78.

Rusakov O. V, Chuprunov A. N. Limit theorems for nonhomogeneous Ornstein–Uhlenbeck process.

We describe a construction of a summation scheme with replacements of random variables. We obtain, as a limit, a time nonhomogeneous generalization of Ornstein–Uhlenbeck process. We describe it by a transform of Lamperti type where an arbitrary continuous monotone function is used instead of the exponential one.

Postupilo 20 noØbrØ 2006 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet