Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

S. V. Rexetov NIȷNIE GRANICY DL˚ RISKA V ZADAQE OCENIVANI˚ PSEVDO–PERIODIQESKO` FUNKCII, NABLıDAEMO` NA FONE BELOGO XUMA

1. Vvedenie

Pust~ na rastuwem otrezke [−T, T ] nabl¸daetsØ process Y (t), dY (t) = s(t)dt + σdW (t). (1) Zdes~ s ∈ L_∗ – neizvestnaØ, podleßawaØ ocenivani¸ funkciØ, W (t) – vinerovskiæ process, L_∗ – kompaktnoe podmnoßestvo Banahova prostranstva L(Λ) psevdo-periodiqeskih funkciæ so spektral~nym mnoßestvom Λ. Poslednee oznaqaet, qto s(t) = ∑ u∈Λ a(u)e^{iut}, ∑ u∈Λ |a(u)|^2 < ∞, sootvetstvu¸waØ Banahova norma zadaetsØ sootnoxeniem

‖s‖^2_L = sup_x x+1∫ x |s(t)|^2 dt. PredpolagaetsØ, qto Λ – sqetnnoe mnoßestvo, udovletvorØ¸wee uslovi¸ τ = inf u≠v; u,v∈Λ |u − v| > 0. Parametriqeskoe mnoßestvo L_∗ sostoit iz funkciæ s ∈ L(Λ), vydelØemyh usloviem ∑ u∈Λ |a(u)|^2|u|^{2β} ≤ C. (2) Zadaqa sostoit v postroenii nißneæ granicy dlØ riska

R_T (^s_T ) = sup_{s∈L�} E‖s − ^s_T ‖_L. 102

NIȷNIE GRANICY DL˚ RISKA 103 pri ispol~zovanii proizvol~noæ ocenki ^s_T , postroennoæ po nabl¸deniØm Y (t), t ∈ [−T, T ]. Osnovnoæ rezul~tat raboty sostoit v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 1. Pust~ vypolneno uslovie (2). Togda suwestvuet ta-

kaØ poloßitel~naØ konstanta L, qto pri ispol~zovanii proizvol~noæ ocenki ^s_T , postroennoæ po nabl¸deniØm Y (t), t ∈ [−T, T ]

R_T (^s_T ) ≥ ( 1 T )^β_{2β+1} . (3)

Obyqnym orudiem dlØ postroeniØ takih granic ØvlØetsØ neravenstvo Fano.

2. Neravenstvo Fano Pust~ θ^∗, X sluqaænye fflementy, prinima¸wie znaqeniØ v koneqnom mnoßestve Θ = {θ_1, . . . , θ_N } i izmerimom prostranstve (X , B) sootvetstvenno, ^θ = ψ(X) ocenka θ^∗ po nabl¸deni¸ X so znaqeniØmi v Θ. Imeet mesto neravenstvo, nazyvaemoe neravenstvom Fano, P {θ^∗ ≠ ^θ} ≥ H(θ^∗) ln(N − 1) − I(θ^∗ , X) + ln 2 ln(N − 1)

. (4)

Zdes~ H(θ^∗) – ffntropiØ razbieniØ, poroßdœnnogo sluqaænym fflementom θ^∗:

H(θ^∗) = − N∑ j=1 P {θ^∗ = θ_j } ln P {θ^∗ = θ_j }. Veliqina I(θ^∗, X) - koliqestvo informacii, soderßaweesØ v X otnositel~no θ^∗:

I(θ^∗ , X) = E ln d P_θ�_{,X} d (P_θ� × P_X ) , gde P_θ�_{,X} – mera, poroßdœnnaØ vektorom (θ^∗, X), P_θ� , P_X – raspredeleniØ θ^∗ i X, a P_θ� × P_X – prodakt-mera. Veliqina I(θ^∗ , X) = ∞, esli mery P_θ�_{,X} i P_θ� × P_X ne ØvlØ¸tsØ vzaimno absol¸tno nepreryvnymi.

Teper~ predpoloßim, qto nabl¸daetsØ sluqaænyæ fflement X s neizvestnym raspredeleniem P_θ, θ ∈ Θ = {θ_1, . . . , θ_N }. DlØ

104 S. V. REXETOV prostoty izloßeniØ predpoloßim, qto raspredeleniØ P_θ ime¸t plotnosti f_θ po otnoxeni¸ k nekotoroæ mere μ. Raspredelenie sluqaænogo vektora (θ^∗, X) zadadim sootnoxeniem P {X ∈ A, θ^∗ = θ_j } = 1 N ∫ A f_{θj} (x) dμ. (5) My hotim ocenit~ veliqinu θ po nabl¸deni¸ X. V kaqestve funkcii poter~ voz~mem veliqinu l(^θ, θ) = { 1, esli ^θ ≠ θ 0, inaqe.

Togda risk R_l(^θ) ot ispol~zovaniØ ocenki ^θ moßet byt~ ocenen snizu sledu¸wim obrazom

R_l(^θ) = sup_{θ∈Θ} P_θ { ^θ ≠ θ } ≥ P { ^θ ≠ θ^∗ } . (6)

Stalo byt~, neravenstvo Fano daet nam pri takom sposobe izmereniØ poter~ ocenku R_l(^θ) ≥ H(θ^∗) ln(N − 1) − I(θ^∗ , X) + ln 2 ln(N − 1)

. (7)

Provedem nekotorye uproweniØ. Vo-pervyh, H(θ^∗) ≤ 1 N . (8)

Pust~ veroØtnostnye mery P, Q absol¸tno nepreryvny otnositel~no σ−koneqnoæ mery μ, f = dP dμ , q = dQ dμ . Veliqina K(P, Q) = K(f, q) = ∫ f ln^f_q dμ, esli mery P i Q vzaimno absol¸tno nepreryvny ∞, inaqe nazyvaetsØ rasstoØniem Kul~baka–Leæblera meßdu P i Q.

NIȷNIE GRANICY DL˚ RISKA 105 IshodØ iz (5) i opredeleniØ veliqiny I(θ^∗ , X) poluqaem I(θ^∗, X) = 1 N N∑ j=1 ∫ f_{θj} ln f_{θj} 1 N N∑ i=1 f_{θi} dμ = 1 N N∑ j=1 K(f_{θj} , f),

gde f =^1_N^N ∑ i=1 f_{θi} . Dalee,

1 N N∑ j=1 K(f_{θj} , f ) = 1 N N∑ j=1 K(f_{θj} , f_{θk} ) − K(f , f_{θk} ) ≤ ≤ sup_{j,k} K(f_{θj} , f_{θk} ) = sup_{j,k} K(P_{θj} , P_{θk} ). Ots¸da i iz (8) poluqaem R_l(^θ) ≥ 1 − sup_{j,k} K(P_{θj} , P_{θk} ) + ln 2

ln(N − 1)

. (9)

Teper~ my gotovy sformulirovat~ nußnyæ nam rezul~tat, kasa- ¸wiæsØ ocenki snizu dlØ funkcii riska. Pust~ X — sluqaænyæ fflement s raspredeleniem P_θ, θ ∈ Θ, ^θ = ^θ(X) – ocenka θ so znaqeniØmi iz Θ. Predpoloßim, qto na Θ zadana psevdo-metrika d, funkciØ poter~ L(^θ, θ) = d(^θ, θ). Dalee, pust~ Θ_ε = {θ_1, . . . , θ_N } koneqnoe podmnoßestvo mnoßestva Θ, sostoØwee iz ε−razliqimyh toqek: d(θ_i, θ_j) > ε, i ≠ j. Lemma 1. Imeet mesto ocenka R(^θ) = sup_{θ∈Θ} E_θ d(^θ, θ) ≥ ε 2 1 − sup_{j,k} K(P_{θj} , P_{θk} ) + ln 2

ln(N − 1) . (10) Dokazatel~stvo. Pust~^~θ – toqka iz mnoßestva Θε = {θ1, . . . , θN },

blißaæxaØ k ^θ. Oqevidno, d(^θ, θ_j ) ≥ ε 2 ,

106 S. V. REXETOV esli θ_j ≠ θ̃. A potomu R(^θ) ≥ sup_{θ∈Θε} E_θ d(^θ, θ) ≥ ε 2 sup_{θ∈Θε} R_l(θ̃). (11) Ots¸da i iz (9) poluqaem (11).

3. Prostranstvo psevdo-periodiqeskih funkciæ Nas interesuet banahovo prostranstvo funkciæ s(t), zadannyh na vseæ vewestvennoæ prØmoæ, so sledu¸weæ banahovoæ normoæ: ‖s(t)‖^2_L = sup_{|x|≤1} x+1∫ x |s(t)|^2dt Pust~ Λ – ne bolee qem sqœtnoe mnoßestvo na prØmoæ, takoe qto sup u,v∈Λ,u≠v |u − v| ≥ τ > 0. (12) Oboznaqim qerez L(Λ) mnoßestvo funkciæ, predstavimyh v vide s(t) = ∑ u∈Λ a(u)e^{iut}, gde ∑ u∈Λ |a(u)|^2 < ∞. V prstranstve L(Λ) vvedœm gil~bertovu normu ‖s(t)‖^2_L = ∑ u∈Λ |a(u)|^2. Po teoreme Vinera–Pffli (N. Viner, R.Pffli (1964)) pri uslovii (12) suwestvuet takoe A, zavisØwee ot τ , qto pri T > A i nekotorom C > 0 vypolnØetsØ sledu¸wee:

inf_y y+1∫ y |s(t)|^2dt > C sup_y y+1∫ y |s(t)|^2dt. Ots¸da, suwestvu¸t takie konstanty K_1 > K_2 > 0, qto pri dostatoqno bol~xom T K_2‖s(t)‖_L ≤ 1 2T T∫ −T |s(t)|^2 dt ≤ K_1‖s(t)‖_L, s ∈ L(Λ). (13)

NIȷNIE GRANICY DL˚ RISKA 107 Ots¸da ße sleduet, qto suwestvu¸t takie konstanty C_1 > C_2 > 0, qto C_2‖s(t)‖_L ≤ ‖s(t)‖_L ≤ C_1‖s(t)‖_L, s ∈ L(Λ). (14) Nas budut interesovat~ kompaktnye podmnoßestva L_∗ = L_∗(β, C_{L�} ) ⊂ L(Λ), vydelØemye usloviem: ∑ u∈Λ |a(u)|^2|u|^{2β} < C^2_{L�} , gde β = r + α, a r– celaØ qast~ β.

Budem govorit~, qto toqki mnoßestva B ε-razliqimy (v smysle metriki prostranstva L), esli inf x,y∈B,x≠y ‖x − y‖_L ≥ ε. Pust~ N_L(ε) = N_L(ε, L_∗) = sup_{B⊂L�} #{B},

gde supremum berœtsØ po vsem podmnoßestvam B kompakta L_∗, sostoØwim iz ε-razliqimyh (v smysle metriki prostranstva L) toqek, N_L(ε) = N_L(ε, L_∗) = sup_{B⊂L�} #{B},

gde supremum berœtsØ po vsem podmnoßestvam B kompakta L_∗, sostoØwim iz ε-razliqimyh (v smysle metriki prostranstva L) toqek.

Ispol~zuØ (14), moßem napisat~ sledu¸wee: N_L(C^{−1}_2 ε) ≤ N_L(ε) ≤ N_L(C^{−1}_1 ε), (15) gde postoØnnye C_1, C_2 te ße, qto i v (14).

V rabote Kolmogorova A. N., Tihomirova V. M. (1959) daetsØ sledu¸waØ asimptotika dlØ veliqiny N_L(ε):

ln N_L(ε) ≍ ( 1 ε ) 1_β . (16)

Ots¸da i iz (15) my vyvodim spravedlivost~ sledu¸weæ lem- my. Lemma 2. Imeet mesto ocenka ln N_L(ε) ≥ C(β, τ, C_{L�} ) ( 1 ε ) 1_β . (17)

108 S. V. REXETOV

4. Dokazatel~stvo teoremy 1 Oboznaqim y[φ] = ∫ φ dy(t) = s[φ] + σW [φ], gde s[φ] = ∫ φs dt, W [φ] = ∫ φ dW (t). My hotim ocenit~ neizvestnu¸ funkci¸ s ∈ L_∗, s(t) = ∑ u∈Λ a(u)e^{iut}, ∑ u∈Λ |a(u)|^2|u|^{2β} < C, po nabl¸deniØm y[φ], supp φ ⊂ [−T, T ]. Oboznaqim L^2([−T, T ]) – L^2−prostranstvo na otrezke [−T, T ], postroennoe po normirovannoæ mere Lebega:

(ψ_1, ψ_2)_L2_T = 1 2T T∫ −T ψ_1ψ_2 dt.

Kak izvestno (sm. N. Viner, R. Pffli (1964)), esli T dostatoqno veliko (T ≥ T_0(τ )), to c_1‖s‖_L ≤ ‖s‖_L2_T ≤ c_2‖s‖_L, s ∈ L(Λ), (18) gde c_1, c_2 – konstanty, zavisØwie tol~ko ot τ . Primem oboznaqenie L^2_T dlØ gil~bertova prostranstva obrazovannogo iz lineænogo mnoßestva L(Λ) s gil~bertovoæ strukturoæ, inducirovannoæ prostranstvom L^2([−T, T ]).

Predpoloßim, sistema {ψ_u, u ∈ Λ} v L^2_T vybrana tak, qto ona ØvlØetsØ bazisom Rissa v L^2_T . V fftom sluqae naxi nabl¸deniØ my moßem otoßdestvit~ so sluqaænym processom y(u), u ∈ Λ, y(u) = 1 2T T∫ T ψ dy(t) = a_s(u) + σw(u). (19) Zdes~

a_s(u) = (s, ψ_u)_L2_T , w(u) = 1 2T T∫ −T ψ dW (t). (20)

NIȷNIE GRANICY DL˚ RISKA 109 Tak qto y(u), u ∈ Λ – gaussovskie veliqiny so srednim a_s(u) i dispersieæ σ(u, u), σ(u, u) = σ^2 T × 1 2T T∫ −T |ψ_u| dt. Oqevidno, kovariacionnaØ matrica Σ = (σ(u, v)) sluqaænogo vektora (y(u), u ∈ Λ) imeet vid σ(u, v) = σ^2 T × 1 2T T∫ −T ψ_uψ_u dt = σ^2 T × r(u, v). Oboznaqim P_s raspredelenie gaussovskogo vektora (y_u, u ∈ Λ). Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

K(P_s1 , P_s2) = T σ^2 ∑ u,v∈Λ γ(u, v)(a_s1 (u) − a_s2 (u))(a_s1 (u) − a_s2 (u)), (21)

gde Γ = (γ(u, v)) – matrica, obratnaØ k R = (r(u, v)).

Sistemu {ψ_u, u ∈ Λ} v L^2_T budem nazyvat~ ravnomerno rissovskim bazisom, esli ravnomernye normy operatorov s matricami R, Γ ograniqeny ravnomerno po T . Ukaßem, kak vybrat~ taku¸ sistemu.

Poloßim φ_u(t) = e^{iut}1I_{[−T,T ]}(t), u ∈ Λ. Oboznaqim {φ^∗_u(t), u ∈ Λ} – soprØßennu¸ sistemu: (φ_u, φ^∗_v)_L2_T = δ_{u,v}, (22) gde δ_{u,v} – simvol Kronekera. Iz (14), (13) sleduet, qto sistema {ψ_u = φ^∗_u(t), u ∈ Λ} ØvlØetsØ ravnomerno rissovskim bazisom, esli T > T_0(τ ). Zafiksiruem fftot vyvod v sledu¸wem utverßdenii.

Lemma 3. Pust~ vypolneno uslovie 12. Togda sistema {ψ_u = φ^∗_u(t), u ∈ Λ} ØvlØetsØ ravnomerno rissovskim bazisom, esli T > T_0(τ ) i

K(P_s1 , P_s2) ≤ C(τ ) T σ^2 ∑ u∈Λ |a_s1 (u) − a_s2(u))|^2. (23)

110 S. V. REXETOV

Poslednee neravenstvo sleduet iz ravnomernoæ ograniqennosti operatora Γ.

Teper~ ukaßem kakim obrazom budet vybrana sistema { s^1, . . . , s^M } ε−razliqimyh toqek v L_∗. My voz~mem ε = ( 1 2T )^β_{2β+1} . Ukazannu¸ sistemu { s^1, . . . , s^M } my vyberem tak, qtoby

σ^2 ∑ u∈Λ |a_si (u) − a_sj (u))|^2 ≤ δ^2,

a veliqina M okazalas~ dostatoqno bol~xoæ: 1/2 ≥ C(τ)T σ2 δ^2 + ln 2 ln(M − 1) ≥ sup_{i,j} K(P_si , P_sj ) + ln 2

ln(M − 1) . V fftom sluqae, kak ffto sleduet iz lemmy 1 my poluqaem nußnu¸ ocenku snizu dlØ riska. Zdes~ my ispol~zovali neravenstvo

K(P_s1 , P_s2) ≤ C(τ ) T σ^2 δ^2,

vernoe dlØ dostatoqno bol~xih T , kak ffto sleduet iz lemmy 3. Vybor takoæ sistemy { s^1, . . . , s^M } osuwestvlØetsØ tak ße, kak ffto delaetsØ v [1] pri dokazatel~stve lemmy 2.

Literatura

1. A. N. Kolmogorov, V. M. Tihomirov, �psilon-ffntropiØ i ffpsilonemkost~ mnoßestv v funkcional~nyh prostranstvah. — Uspehi mat. nauk 86 (2) (1959), 3–86.

2. N. Viner, R. Pffli, Preobrazovanie Fur~e v kompleksnoæ oblasti. Nauka, M. (1964).

Reshetov S. V. Lower bounds of risk at the problem of estimating of pseudo-periodic function, which is observed in white noise.

We consider the estimating problem, as we observe on large interval [-T,T] a pseudo-periodic function in white noise. We construct a lower minimax bound of the risk of all estimators.

Postupilo 8 dekabrØ 2006 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet