Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

S. Meæntanis, ˚. ı. Nikitin,^1 A. V.Qirina

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI PROTIV AL^TERNATIV, SODERȷAWIH KLASS

RNBUE, NA OSNOVE �MPIRIQESKOGO

PREOBRAZOVANI˚ LAPLASA

1. Vvedenie

Proverka ffksponencial~nosti vyborki prinadleßit k qislu vaßneæxih statistiqeskih zadaq v analize dannyh tipa vremeni ßizni. Nekotorye iz izvestnyh kriteriev ffksponencial~nosti sostoØtel~ny dlØ proizvol~nyh al~ternativ, ffto tak nazyvaemye omnibus-testy, sm., naprimer, [15, 21, 10, 12] i [13]. Nedostatkami podobnyh kriteriev obyqno ØvlØ¸tsØ sloßnoe asimptotiqeskoe raspredelenie i nevysokaØ mownost~ (ili ffffektivnost~) dlØ bol~xinstva upotrebitel~nyh al~ternativ.

Pofftomu razrabotano mnoßestvo kriteriev ffksponencial~nosti, sostoØtel~nyh lix~ protiv al~ternativ iz opredelennyh klassov, primerami kotoryh mogut slußit~ klassy raspredeleniæ vremeni ßizni s vozrasta¸wimi i ubyva¸wimi funkci- Ømi intensivnosti otkaza (IFR i DFR), klassy “novoe-luqxe-starogo” i “novoe-huße-starogo” (NBU i WBU) i mnogie drugie, naprimer IFRA, NBUT, IMRL, NWUE, HNBUE i pr. Literatura zdes~ ogromna, sm. monografii [6, 21] i [8], no potok novyh publikaciæ ne issØkaet.

Odnim iz takih novyh klassov raspredeleniæ vremeni ßizni ØvlØetsØ klass RNBUE (renewal new is better than used in expectation), osnovannyæ na idee sravneniØ srednego ostatoqnogo vremeni ßizni s ego asimptotiqeskim znaqeniem. Formal~noe opredelenie ego takovo. Pust~ F – funkciØ raspredeleniØ (f.r.) vremeni ßizni so srednim μ i vtorym momentom μ_{(2)}, oboznaqim

1Podderßano grantami RFFI 04-01-0716, 06-01-00179 i grantom NX-4222.2006.1. 63

64 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA F̄ = 1 − F. Togda ukazannyæ klass opredelØetsØ usloviem 2μ ∞∫ x F̄ (u)du ≤ μ_{(2)}F̄ (x), x ≥ 0. (1)

�to opredelenie vvedeno i obsußdaetsØ v rabotah [1] i [2].

Klass RNBUE poka malo izuqen v sravnenii s drugimi klassami raspredeleniæ vremeni ßizni, a ego opredelenie (1) ploho prisposobleno dlØ rexeniØ statistiqeskih zadaq. Oqevidno, qto ffksponencial~nyæ zakon udovletvorØet (1) so znakom ravenstva. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto gammaraspredelenie takße prinadleßit izuqaemomu klassu. V drugih sluqaØh takaØ proverka moßet byt~ zatrudnitel~noæ. Pofftomu rØd avtorov rassmatrival prostye svoæstva klassa RNBUE. V qastnosti, v [2] pokazano, qto sluqaænaØ veliqina (s.v.) X s koneqnym vtorym momentom iz klassa RNBUE udovletvorØet sledu¸wemu neravenstvu dlØ proizvodØweæ funkcii momentov Ee^{tX} ≤ 2μ + 2μ^2t − μ_{(2)}t

2μ − μ_{(2)}t , −∞ < t < 2μ μ_{(2)} , gde μ = EX, a μ_{(2)} = EX^2. Sledovatel~no, dlØ preobrazovaniØ Laplasa l(t) = Ee^{−tY} s.v. Y = X/μ pri vseh t ≥ 0 vypolnØetsØ neravenstvo

D(t) := (μ_2 − 2)t + 2 − (2 + μ_2t)l(t) ≥ 0, (2)

gde μ_2 = EY^2. Oboznaqim klass raspredeleniæ vremeni ßizni, udovletvorØ¸wih (2), qerez D.

Poskol~ku D(t) ravno nul¸ dlØ ffksponencial~nyh s.v., to na osnove (2) moßno postroit~ kriteriæ dlØ proverki nulevoæ gipotezy H_0 : X ∈ EX P, gde EX P oznaqaet klass vseh ffksponencial~nyh raspredeleniæ. V qastnosti, raspolagaØ nezavisimymi nabl¸deniØmi X_1, . . . , X_n nad X poloßim

D_n(t) = (m_2 − 2)t + 2 − (2 + m_2t)l_n(t),

gde l_n(t) = n^{−1 n} ∑ j=1 e^{−tYj} est~ ffmpiriqeskoe preobrazovanie La-

plasa dlØ s.v. Y_j = X_j /X̄_n, j = 1, 2, ..., n, X̄ = n^{−1 n} ∑ j=1 X_j, a

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 65

m_2 = n^{−1 n} ∑ j=1 Y^2_j . Togda, opiraØs~ na (2), my predlagaem otver-

gat~ nulevu¸ gipotezu H_0 v pol~zu al~ternativy

H_1 : X ∈ D

dlØ bol~xih poloßitel~nyh znaqeniæ prointegrirovannoæ testovoæ statistiki T_{n,a} = √ n ∞∫ 0 D_n(t)e^{−at}dt. (3)

Zdes~ e^{−at}, a > 0 igraet rol~ vesovoæ funkcii, obespeqiva¸- weæ shodimost~ integrala. Krome togo, statistiku T_{n,a} moßno rassmatrivat~ kak preobrazovanie Laplasa ot funkcii D_n(t), kotoroe sravnivaetsØ s preobrazovaniem Laplasa ot funkcii D(t), ravnoæ nul¸ pri nulevoæ gipoteze.

My pokaßem, qto predlagaemyæ kriteriæ sostoØtelen ne tol~- ko dlØ klassa RNBUE, no i dlØ bolee xirokogo klassa D.

IdeØ primeneniØ ffmpiriqeskogo preobrazovaniØ Laplasa ili ffmpiriqeskoæ proizvodØweæ funkcii momentov ne nova i neodnokratno vstreqalas~ v literature. Odnako, kak otmeqalos~ vyxe, omnibus-testy takogo roda libo ime¸t sloßnoe predel~noe raspredelenie, libo ne ØvlØ¸tsØ sostoØtel~nymi, sm. [9, 16] i [7]. V svØzi s fftim predstavlØetsØ razumnym suzit~ klass vozmoßnyh al~ternativ do klassa D, no zato dobit~sØ asimptotiqeskoæ normal~nosti testovoæ statistiki. �to uprowaet izuqenie ee asimptotiqeskoæ ffffektivnosti, sm. takße [11].

Rabota organizovana tak. Vtoroæ paragraf posvØwen dokazatel~stvu sostoØtel~nosti predlagaemogo kriteriØ i vyvodu ego predel~nogo raspredeleniØ pri nulevoæ gipoteze. Lokal~- naØ priblißennaØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ vyqislØetsØ v tret~em paragrafe dlØ nekotoryh konkretnyh al~ternativ. Nakonec, posledniæ paragraf posvØwen rezul~tatam modelirovaniØ mownosti.

2. SostoØtel~nost~ i asimptotiqeskaØ normal~nost~

DlØ dokazatel~stva sostoØtel~nosti zapixem naxu statisti-

66 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA ku v vide T_{n,a} = 1 √ n n∑ j=1 { 2 a + 1 a^2

(m_2 − 2) − 2 a + Y_j − m_2 (a + Y_j )^2 } . (4)

PrimenØØ k (4) zakon bol~xih qisel s ocenennymi parametrami [19], poluqaem pri H_1 : T_{n,a} √ n → E_a(μ) po veroØtnosti pri n → ∞, gde

E_a(μ) := 2 a + 1 a^2 ( E ( Y^2 − 2 ) − E ( 2 a + Y ) − E ( 1 a + Y )_2) . (5)

S drugoæ storony E_a(μ) ≡ ∞∫ 0 D(t) exp(−at)dt. (6) Vvidu (5) i (6), E_a(μ) ravno nul¸ pri gipoteze ffksponencial~nosti, no poloßitel~no pri l¸byh al~ternativah, udovletvorØ¸wih uslovi¸ D ≢ 0, qto i dokazyvaet sostoØtel~nost~ kriteriØ pri takih al~ternativah. Pri fftom ffksponencial~nyæ zakon ØvlØetsØ edinstvennym zakonom v klasse D, udovletvorØ- ¸wim ravenstvu E_a(μ) ≡ 0.

Poskol~ku T_{n,a} zavisit ot X_j tol~ko qerez Y_j = X_j /X̄_n, j = 1, 2, . . ., n, to ffta testovaØ statistika invariantna k preobrazovaniØm masxtaba, i my moßem sqitat~, qto ishodnye nabl¸- deniØ ime¸t standartnoe ffksponencial~noe raspredelenie. DlØ izuqeniØ predel~nogo raspredeleniØ naxeæ statistiki pri nulevoæ gipoteze oboznaqim

C_a := E 1 (X + a)^2 = 1 a − e^aEi(1, a), gde X – standartnaØ ffksponencial~naØ s.v. i Ei(1, x) = ∞∫ 1 (e^{−xt}/t) dt.

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 67 Togda, ispol~zuØ (4), my imeem 1 √ n T_{n,a} = 1 n n∑ j=1 ( 2 a − 2 Y_j + a − m_2 − 2 (Y_j + a)^2 − 2 (Y_j + a)^2 − 2 − Y^2_j a^2 ) =

= 1 n n∑ j=1 ( 2 a − 2 Y_j +a − 2 (Y_j +a)^2

− (2 − Y^2_j ) ( 1 a^2 − C_a )) −

− (m_2 − 2) n∑ j=1 ( 1 (Y_j +a)^2 − C_a )

α_n ,

gde α_n – ffto beskoneqno malaØ veliqina “vtorogo porØdka”.

Pofftomu T_{n,a} = 1 √ n n∑ j=1 W (Y_j , a) − √ nα_n, gde W (x, a) = 2 a − 2 x+a − 2 (x+a)^2

+ (x^2 − 2) ( 1 a^2 − C_a ) . Predel~noe raspredelenie statistiki T_{n,a} moßno naæti tak.

Pri kaßdom j = 1, . . ., n spravedlivo razloßenie

W (Y_j , a) = W (X_j , a) − X_j W^′(X_j , a)(X̄ − 1) + Δ_n

gde Δ_n oznaqaet ostatoqnyæ qlen, prenebreßimyæ po veroØtnosti po otnoxeni¸ ko vtoromu qlenu razloßeniØ.

IntegriruØ po qastØm, poluqaem pri kaßdom j = 1, . . ., n

E[X_j W^′(X_j , a)] = −E[(1 − X_j )W (X_j , a)] = E[X_j W (X_j , a)]. Sledovatel~no, predel~noe raspredelenie T_{n,a} sovpadaet s predel~nym raspredeleniem veliqiny 1 √ n n∑ j=1 (W (X_j , a) − τ (a)(X_j − 1)), gde τ (a) = EX_1W (X_1, a) = 4 a^2 − 2 a + 2e^aEi(1, a).

68 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA PrimenØØ central~nu¸ predel~nu¸ teoremu, my zakl¸qaem, qto pri H_0, T_{n,a}^D→ N(0, σ^2_a), gde σ^2_a = E[W (X_1, a) − τ (a)(X_1 − 1)]^2.

V dal~neæxem nam ponadobØtsØ znaqeniØ tabliqnyh integralov, soderßawihsØ v sledu¸weæ lemme.

Lemma. Pri a > 0 i standartnom ffksponencial~nom raspredele-

nii s.v. X spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ E 1 X + a = e^aEi(1, a); E 1 (X + a)^3 = − a − 1 2a^2 + 1 2 e^aEi(1, a); E 1 (X + a)^4 = 1 6a − 1 6a^2 + 1 3a^3 − 1 6 e^aEi(1, a); E X (X + a)^2

= −1 + (a + 1)e^aEi(1, a); E

X^2 X + a = 1 − a + a^2e^aEi(1, a); E X X + a = 1 − ae^aEi(1, a); E X^2 (X + a)^2 = a + 1 − a(a + 2)e^aEi(1, a). Ispol~zuØ lemmu, posle rØda vyqisleniæ poluqaem

σ^2_a =

12 − 44a − 2a^2 + 26a^3 3a^4 + + 72 − 48a − 50a^2 3a^2 e^aEi(1, a) + 8(a + 2)e^{2a}Ei^2(1, a).

3. Lokal~naØ priblißennaØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ DlØ izmereniØ kaqestva naxego kriteriØ my ispol~zuem ponØtie priblißennoæ bahadurovskoæ ffffektivnosti, sm. [4] ili [5]. �tot tip asimptotiqeskoæ ffffektivnosti qasto ispol~zuetsØ dlØ asimptotiqeskogo sravneniØ sloßno ustroennyh testovyh statistik, u kotoryh predel~noe raspredelenie izvestno, v to vremØ kak asimptotika bol~xih ukloneniæ, neobhodimaØ dlØ vyqisleniØ toqnoæ ffffektivnosti, nedostupna, sm. [11, 14, 20]. Horoxo izvestno [4], qto pitmenovskaØ ffffektivnost~ asimptotiqeski normal~nyh statistik sovpadaet s lokal~noæ priblißennoæ bahadurovskoæ ffffektivnost~¸. Vmeste s tem vyqislenie priblißennoæ bahadurovskoæ ffffektivnosti mnogo legqe i nakladyvaet men~xe usloviæ na al~ternativu.

Napomnim neskol~ko klassiqeskih opredeleniæ, svØzannyh s priblißennoæ bahadurovskoæ ffffektivnost~¸. Pust~ my raspolagaem vyborkoæ X_1, . . ., X_n s raspredeleniem {P_θ, θ ∈ Θ} i

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 69 hotim proverit~ nulevu¸ gipotezu θ ∈ Θ_0 ∈ Θ protiv al~ternativy θ ∈ Θ_1 = Θ \ Θ_0. Posledovatel~nost~ testovyh statistik {T_n = T_n(X_1, . . . , X_n)} nazyva¸t standartnoæ [4], esli vypolneny tri sledu¸wih usloviØ:

(i) Pri nulevoæ gipoteze posledovatel~nost~ statistik T_n imeet nevyroßdennoe predel~noe raspredelenie pri n → ∞, a imenno lim_{n→∞} P_θ {T_n < z} = F (z), θ ∈ Θ_0. (ii) Suwestvuet konstanta a_T ∈ (0, ∞) takaØ, qto

ln[1 − F (z)] = − a_T z^2 2 (1 + o(1)), z → ∞. (iii) Suwestvuet neotricatel~naØ funkciØ b(θ) na Θ, takaØ qto b(θ) > 0 pri θ ∈ Θ_1 i n^{−1/2}T_n → b(θ) po P_θ – veroØtnosti, θ ∈ Θ_1.

Togda pri vypolnenii usloviæ (i)–(iii) priblißennyæ bahadurovskiæ naklon posledovatel~nosti statistik {T_n} est~ funkciØ

c^∗_T (θ) = a_T b^2(θ). (7)

PriblißennaØ otnositel~naØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ standartnoæ posledovatel~nosti statistik {T_n} po otnoxeni¸ k drugoæ takoæ posledovatel~nosti {V_n} opredelØetsØ kak e^∗_{T,V} (θ) = c^∗_T (θ)/c^∗_V (θ). V naxeæ zadaqe Θ ØvlØetsØ mnoßestvom vseh veroØtnostnyh plotnosteæ na R^+, Θ_0 ØvlØetsØ mnoßestvom vseh ffksponencial~- nyh plotnosteæ iz EX P, togda kak Θ_1 – ffto mnoßestvo al~ternativ. Oßidanie po otnoxeni¸ k P_θ oboznaqaetsØ E_θ.

V literature prinØto vyqislØt~ priblißennye naklony dlØ prostyh parametriqeskih al~ternativ k ffksponencial~nosti, sredi kotoryh my vyberem tri standartnyh primera: obobwennu¸ plotnost~ Pareto s koneqnym vtorym momentom f_1(x, θ) = (1 + θx)^{−1−1/θ}, x ≥ 0, 0 < θ < 1 2 , plotnost~ Makegama f_2(x; θ) = (1 − θ(1 − e^{−x}))e^{−x+θ[x−(1−e} �x_{)]} , x ≥ 0, 0 ≤ θ < 1,

70 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA i, nakonec, gamma-plotnost~

f_3(x, θ) = x^{−θ} exp(−x) Γ(1 − θ) , x ≥ 0, 0 ≤ θ < 1. PervaØ plotnost~ ne prinadleßit k klassu RNBUE, poskol~ku ne obladaet proizvodØweæ funkcieæ momentov. Odnako neravenstvo (4) dlØ preobrazovaniØ Laplasa vypolnØetsØ, i potomu ffta plotnost~ prinadleßit klassu D.

˚sno, qto kofffficient a_T v (7) raven 1/σ^2_a, gde σ^2_a vypisana v konce §2. OstaetsØ naæti veliqiny b_j(θ) dlØ kaßdogo f_j (x, θ), j = 1, . . . , 3. Poluqim snaqala obwee vyraßenie dlØ b(θ). Iz (5) sleduet, qto b(θ) ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ treh veliqin, a imenno E_θ(a + (X/μ(θ)))^{−1}, E_θ(a + (X/μ(θ)))^{−2} i E_θ(X/μ(θ))^2.

Pust~ dlØ l¸boæ al~ternativnoæ plotnosti f(x, θ), x, θ ≥ 0, h(x) = ∂ ∂θ f(x, θ) | | | |_{θ=0}.

Vydelim glavnye qasti pri θ → 0 iz ukazannyh vyxe veliqin. Esli vewestvennaØ funkciØ r i al~ternativnaØ plotnost~ f(x, θ), x, θ ≥ 0 dostatoqno regulØrny (ffto spravedlivo dlØ naxih primerov), to

E_θ r ( X μ(θ) ) − E_0r(X) ∼ θ ∞∫ 0 (r(s) − s τ ) h(s)ds, θ → 0, gde dlØ kratkosti my oboznaqili τ = E_0[Xr(X)]. V qastnosti, τ_1 = E_0^X_{a+X} i τ_2 = E_0^X_{(a+X)2} dany v Lemme, togda kak τ_3 = E_0X^3 = 6. V itoge poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ pri θ → 0 :

E_θ ( 1 a + (X/μ(θ)) ) − E_0 ( 1 a + X ) ∼ θ ∞∫ 0 ( 1 a + s − τ_1s)h(s)ds ,

E_θ ( 1 (a + (X/μ(θ)))^2 ) − E_0 ( 1 (a + X)^2 ) ∼

∼ θ ∞∫ 0 ( 1 (a + s)^2 − τ_2s)h(s)ds ,

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 71

E_θ ( (X/μ(θ))^2 ) − E_0 ( X^2 ) ∼ θ ∞∫ 0 s^2h(s)ds − τ_3 ∞∫ 0 sh(s)ds . OpiraØs~ na ffti sootnoxeniØ i ispol~zuØ Lemmu 2.1, my moßem izvleq~ glavnye qasti veliqin b_j(θ), j = 1, . . ., 3, t.e. vyqislit~ konstanty

B_j := lim_{θ→0} θ^{−1}b_1(θ), j = 1, 2, 3. (8)

V protivopoloßnost~ toqnoæ bahadurovskoæ ffffektivnosti, dlØ priblißennyh naklonov ne suwestvuet verhneæ granicy. Obyqno ih sravniva¸t s priblißennymi naklonami kriteriev otnoxeniØ pravdopodobiØ (KOP), kotorye pri xirokih usloviØh i θ → 0 ffkvivalentny 2Q(f, θ), gde Q(f, θ), – sootvetstvu- ¸wee “rasstoØnie” Kul~baka–Leæblera meßdu klassom EX P i al~ternativnoæ plotnost~¸ f, sm. [4, 17]. ZnaqeniØ lokal~nyh priblißennyh bahadurovskih ffffektivnosteæ naxego kriteriØ po otnoxeni¸ k KOP vyqislØ¸tsØ tak. V naxem sluqae veliqiny Q(f_j , θ), j = 1, . . . , 3, opredelØ¸tsØ kak

2Q(f_j , θ) = 2 inf_{λ≥0} ∞∫ 0 ln f_j (x, θ) λe^{−λx} f(x, θ)dx. (9) Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, sm. [24], qto pri θ → 0 spravedlivo 2Q(f_j , θ) ∼ I_j θ^2,

gde postoØnnye I_j dlØ naxih treh al~ternativ est~ 1,^1_{12} i^{π2}_6 − 1. Takim obrazom, rassmatrivaemye ffffektivnosti da¸tsØ formulami

eff_j (T_a) =

B^2_j

σ^2_aI_j

, j = 1, 2, 3. (10)

DlØ pervoæ al~ternativy vyqisleniØ da¸t

B_1 = 2 ·

1 − a(2 + a) + a^2(3 + a)e^aEi(1, a) a^2 . Pofftomu v silu (10) moßno izobrazit~ grafik ffffektivnosti kak funkci¸ ot a na ris. 1.

72 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA

Ris. 1. Lokal~naØ ffffektivnost~ pri al~ternative Pareto.

Ris. 2. Lokal~naØ ffffektivnost~ pri al~ternative Makegama.

DlØ al~ternativy Makegama poluqaem

B_2 = 1 2 ( 1 − 3a a^2 − e^aEi(1, a) + 8e^{2a}Ei(1, 2a) ) , a grafik ffffektivnosti izobraßen na ris. 2.

DlØ gamma-al~ternativy B_3 = a^{−2}(1 + a − a(2 + a)e^aEi(1, a)), i

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 73

Ris.3. Lokal~naØ ffffektivnost~ pri gamma-al~ternative.

grafik ffffektivnosti pomewen na ris. 3.

My vidim, qto maksimal~naØ ffffektivnost~ vsegda dostigaetsØ pri malyh znaqeniØh a. Otmetim qrezvyqaæno vysoku¸ ffffektivnost~ naxego testa dlØ obobwennoæ al~ternativy Pareto i vysokiæ rezul~tat dlØ al~ternativy Makegama. DlØ gammaal~ternativ rezul~tat huße. Vproqem, zdes~ moßno rekomendovat~ znamenitu¸ statistiku Morana

M_n = 1 n n∑ i=1 ln ( X_i X ) + γ, gde γ – postoØnnaØ �ælera. Kak izvestno, [22, 24], ffto ravnomerno naibolee mownyæ kriteriæ dlØ proverki ffksponencial~nosti protiv takih al~ternativ.

Pri l¸bom a > 0 moßno skonstruirovat~ special~nu¸ al~- ternativu, dlØ kotoroæ test, osnovannyæ na T_{n,a}, lokal~no optimalen. Rassmotrim pri a > 0 funkci¸ vyßivaniØ F̄^∗(x, θ) v vide geometriqeskogo srednego dvuh funkciæ vyßivaniØ F̄_1(x, θ) i F̄_2(x, θ), kotorye opredeleny dlØ malyh θ > 0 sledu¸wim obrazom:

F̄_1(x, θ) = exp ( −x + 2θ ( 1 a − 1 x + a )) i F̄_2(x, θ) = (1 + θk_ax)^{−1−1/(θk}a^),

74 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA gde k_a = e^aEi(1, a) − 1 a + 1 a^2 . Nakonec, poloßim

F̄^∗(x, θ) = √ F̄_1(x, θ) · F̄_2(x, θ). Dokazatel~stvo lokal~noæ optimal~nosti naxego testa pri al~ternative F^∗ moßet byt~ osuwestvleno po obrazcu teorii, razvitoæ v §4 raboty [18]. Detali my opuskaem.

4. Rezul~taty modelirovaniØ mownosti

Zdes~ privedeny rezul~taty modelirovaniØ metodom Monte- Karlo mownosti novogo testa dlØ ob¨ema vyborki 20. DlØ nebol~xih ob¨emov vyborki razumnee ispol~zovat~ ne asimptotiqeskie, a ffmpiriqeskie kritiqeskie znaqeniØ, kotorye modelirovalis~ nami s pomow~¸ vyborok iz standartnogo ffksponencial~nogo zakona.

V kaqestve al~ternativ (neobØzatel~no iz klassa D) vybiralis~ sledu¸wie raspredeleniØ: gamma-raspredelenie Γ(θ) s parametrom formy θ; raspredelenie Veæbulla W (θ) s parametrom formy θ; obobwennoe raspredelenie Pareto GP(θ); lognormal~- noe raspredelenie LN(θ) s plotnost~¸ (θx √ 2π)^{−1} exp{−(log x)^2/(2θ^2)}, x ≥ 0;

pravostoronnee raspredelenie Koxi NS s plotnost~¸

2/(π(1 + x^2)),

obratnoe gaussovskoe raspredelenie IG(θ) s plotnost~¸ (θ/2π)^{1/2}x^{−3/2} exp{−θ(x − 1)^2/(2x)}, x ≥ 0. DlØ sravneniØ s naxim kriteriem my vybrali tri kriteriØ ffksponencial~nosti, osnovannyh na raznyh ideØh: test AD Andersona–Darlinga [3], test G Dßini [18] i test HP Hilla i Peresa-Abrff [13].

KaßdaØ stroka tablicy 1 – ffto okruglennyæ procent teh iz 100 000 rezul~tatov modelirovaniØ vyborok ob¨ema n = 20, pri kotoryh gipoteza H_0 otvergalas~. ZnaqeniØ a = 2 i a = ∞ v

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 75 Raspredelenie T20;0:01 T20;0:05 HP20;2 HP20;1 AD20 G20

Γ(�0.4) 28 41 24 36 57 68 46 57 47 57 35 46 Γ(�0.2) 12 21 11 20 20 31 17 25 14 22 11 19 W (�0.4) 62 75 56 68 87 92 81 87 80 86 73 81 W (�0.2) 25 37 23 34 36 48 33 43 27 36 24 34

HC 74 80 73 79 69 75 72 77 64 70 67 73 GP (0.2) 22 32 22 31 19 27 21 29 13 20 21 31 GP (0.4) 44 54 43 53 41 50 44 53 33 41 45 55 IG(0.3) 61 71 62 72 51 60 57 65 48 57 49 58 IG(0.5) 34 45 37 48 19 28 25 33 21 32 19 27 LN (1.0) 20 28 22 30 8 14 11 18 14 23 11 18 LN (1.5) 74 80 74 82 69 76 73 79 62 69 66 73

Tablica 1. Rezul~taty modelirovaniØ mownosti na urovnØh 0.05 i 0.1 (levyæ i pravyæ stolbcy) pri ob¨eme vyborki 20.

sluqae statistiki HP_{n,a} vzØty po rekomendaciØm v [13]. DlØ predlagaemoæ nami statistiki T_{n,a} berutsØ znaqeniØ a = 0.01 i a = 0.05.

My vidim, qto dlØ al~ternativ gamma i Veæbulla nax test neskol~ko menee mowen, qem ego konkurenty. Odnako dlØ drugih al~ternativ fftot test, kak pravilo, prevoshodit konkurentov po mownosti. Pofftomu ego ispol~zovanie opravdano i pri nebol~xih vyborkah, esli tol~ko my moßem predpolagat~, qto al~ternativa prinadleßit klassu RNBUE ili bolee xirokomu klassu D.

Literatura 1. A. M. Abouammoh, R. Ahmad, and A. Khalique, On a new better than used classes

of life distributions. — Statist. Probab. Lett. 48 (2000), 189–194.

2. I. A. Ahmad and A. R. Mugdadi, Bounds of moment generating functions of some

life distributions. — Statistical Papers 46 (2005), 575–585.

3. T. W. Anderson and D. A. Darling, Asymptotic theory of certain “goodness-of-fit”

criteria based on stochastic processes. — Ann. Math. Statist. 23 (1952), 193–212.

4. R. R. Bahadur, Stochastic comparison of tests. — Ann. Math. Stat. 31 (1960),

276–295.

5. R. R. Bahadur, Some limit theorems in Statistics. — SIAM, Philadelphia (1971). 6. R. E. Barlow and F. Proshan, Statistical Theory of Reliability and Life Testing.

Silver Spring (1981).

7. A. Cabaña and A. J. Quiroz, Using the empirical moment generating function

in testing for the Weibull and the type I extreme value distributions. — Test 14 (2005), 417–431.

76 S. ME`NTANIS, ˚. ı. NIKITIN, A. V.QIRINA 8. J. V. Deshpande and S. G. Purohit, Life-Time Data: Statistical Models and Meth-

ods. World Scientific Publishers. Singapore (2006).

9. T. W. Epps, J. Singleton, and L. B. Pulley, A test of separate families of dis-

tributions based on the empirical moment generating function. — Biometrika 69 (1982), 391–399.

10. N. Henze, A new flexible class of omnibus tests for exponentiality. — Commun.

Statist. Theor. Meth. 22 (1993), 115–133.

11. N. Henze and B. Klar, Testing exponentiality against the L-class of life distribu-

tions. — Math. Method. Statist. 10 (2001), 232–246.

12. N. Henze and S. G. Meintanis, Tests of fit for exponentiality based on the empirical

Laplace transform. — Statistics 36 (2002), 147–161.

13. T. P. Hill V. Perez–Abreu, Extreme–value moment goodness–of–fit tests. — Ann.

Instit. Statist. Math. 53 (2001), 543–551.

14. B. Klar, On a test for exponentiality against Laplace order dominance. — Statistics 37 (2003), 505–515.

15. H. Lilliefors, On the Kolmogorov-Smirnov test for the exponential distribution with

mean unknown. — J. Amer. Stat. Ass. 64 (1969), 387–389.

16. A. Luong and M. E. Thompson, Minimum–distance methods based on quadratic

distances for transforms. — Canad. J. Statist. 15 (1987), 239–251.

17. Ya. Ya. Nikitin, Asymptotic efficiency of nonparametric tests. Cambridge Univer-

sity Press (1995).

18. Ya. Yu. Nikitin and A. V. Tchirina, Bahadur efficiency and local optimality of a

test for the exponential distribution based on the Gini statistic. — J. Ital. Stat. Soc. 5 (1996), 163–175.

19. R. H. Randles, On the asymptotic normality of statistics with estimated parame-

ters. — Ann. Statist. 10 (1982), 462–474.

20. J. S. Rao and E. Taufer, Testing exponentiality by comparing the empirical dis-

tribution function of the normalized spacings with that of the original data. — J. Nonpar. Statist. 15 (2003), 719–729.

21. M. Shaked and J. G. Shanthikumar, Stochastic orders and their applications. Aca-

demic Press, NY (1994).

22. G. R. Shorack, The best test of exponentiality against gamma alternatives. — J.

Amer. Stat. Ass. 67 (1972), 213–214.

23. J. J. Spinelli and M. A. Stephens, Tests for exponentiality when origin and scale

parameters are unknown. — Technometrics 29 (1987), 471–476.

24. A. V. Tchirina, Bahadur efficiency and local optimality of a test for exponentiality

based on the Moran statistics. — J. Math. Sci. 127 (2005), 1812–1819.

Meintanis S., Nikitin Ya. Yu., Tchirina A. V. A test of exponentiality versus alternatives containing the RNBUE class derived from the Laplace empirical transform.

A scale–free test for exponentiality is proposed which is consistent within an extended set of models which includes, but is not limited to, the ‘renewal new better than used in expectation’ (RNBUE) class of life distributions. The limiting null distribution of the test statistics is derived, and the approximate local Bahadur efficiency is calculated for sev-

KRITERI` �KSPONENCIAL^NOSTI 77 eral families of alternatives. The finite–sample properties of the proposed procedures are investigated via simulation.

Postupilo 20 noØbrØ 2006 g.

Department of Economics, National and Kapodistrian University of Athens, Grese E-mail: e-mail: simosmei@econ.uoa.gr

St.Petersburg State University E-mail: e-mail:yanikit47@mail.ru

St.Petersburg Electrotechnical University E-mail: e-mail: antch@mail.ru