Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

A. I. Martikaænen, A. N. Frolov

ZAKON QȷUNA DL˚ OBOBWENNYH PROCESSOV VOSSTANOVLENI˚

1. Vvedenie

Pust~ X, X_1, X_2, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh (n.o.r.) sluqaænyh veliqin, EX = μ,

S_n = X_1 + · · · + X_n. Esli σ^2_X = DX < ∞, to

lim inf max 16k6n^{|Sk − kμ|} (n/ log log n)^{1/2} = σ_X π √ 8 p.n. (1)

�tot rezul~tat byl poluqen Qßunom [1] (pri dopolnitel~nom uslovii E|X|^3 < ∞) i Dßeænom, Pruittom [2]. Qaki [3] ustanovil, qto pri σ^2_X = ∞ nißniæ predel v (1) raven ∞ p.n.

Zakon Qßuna, t.e. sootnoxenie (1), ØvlØetsØ dopolneniem k zakonu povtornogo logarifma, soglasno kotoromu

lim sup max 16k6n^{|Sk − kμ|} (n log log n)^{1/2} = σ_X √ 2 p.n.

Napomnim teper~ opredelenie obobwennogo processa vosstanovleniØ. Pust~ (X, Y ), (X_1, Y_1), (X_2, Y_2), . . . – posledovatel~- nost~ n.o.r. sluqaænyh vektorov takih, qto

EX = μ ∈ (0, ∞), (2) P(Y > 0) = 1 i EY = λ ∈ (0, ∞). (3)

(Podqerknem, qto komponenty vektorov X i Y mogut byt~ zavisimymi.) Poloßim S_n = X_1 + · · · + X_n, R_n = Y_1 + · · · + Y_n, dlØ

n > 1, S0 = R0 = 0, i opredelim obobwennyæ process vosstano-

vleniØ sootnoxeniem

S(t) = S_{N (t)} , (4)

Rabota vypolnena pri podderßke granta 05-01-00486 RFFI. 54

ZAKON QȷUNA DL˚ OBOBWENNYH PROCESSOV 55 gde N (t) – process vosstanovleniØ, poroßdennyæ posledovatel~- nost~¸ {Y_i}, t.e.

N (t) = max{n : R_n 6 t}, t ≥ 0. (5)

˚sno, qto esli P(Y_1 > u) = e^{−u/λ} pri u > 0, to N (t) – odnorodnyæ puassonovskiæ process, a esli N (t) i {X_i} nezavisimy, to S(t) nazyvaetsØ obobwennym puassonovskim processom.

Obobwennye processy vosstanovleniØ igra¸t vaßnu¸ rol~ v aktuarnoæ i finansovoæ matematike (sm., naprimer, obzor �mbrehtsa i Kl¸ppel~berg [4]).

Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ poluqenie analoga sootnoxeniØ (1) dlØ processa S(t). UqityvaØ, qto N (t)/t → 1/λ p.n., iz (1) poluqaem

lim inf T →∞ sup 16t6T^{|SN (t) − μN (t)|} (T / log log T )^{1/2} = σ_X π √ 8 1 √ λ p.n. (6)

Osnovnym nedostatkom takoæ formy zakona Qßuna ØvlØetsØ sluqaænost~ centriru¸weæ posledovatel~nosti μN (t). Pravda, v otliqie ot naxego osnovnogo rezul~tata s nesluqaænym centrirovaniem, v (6) ne trebuetsØ koneqnogo vtorogo momenta Y .

2. Rezul~taty

Pust~ vypolneny sootnoxeniØ (2) i (3). Rassmotrim process

{S(t)}, opredelennyæ s pomow~¸ (4) i (5).

Dalee my budem sqitat~, qto vse predel~nye perehody lim sup,

lim inf, O, o, → proishodØt pri T → ∞, esli ne ogovoreno pro-

tivnoe.

Teorema 1. Esli EX^2 < ∞ i EY^2 < ∞, to

lim inf sup 16t6T^{|S(t) − (μ/λ)t|} (T / log log T )^{1/2} = π √ 8 μv √ λ p.n.,

gde v^2 = D(X/μ − Y /λ).

Dokazatel~stvo teoremy osnovano na metodah ocenivaniØ veroØtnosteæ malyh ukloneniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ, razvityh Martikaænenom, Frolovym i Xtaænebahom [5].

56 A. I. MARTIKA`NEN, A. N. FROLOV

Esli P(X = 1) = 1, to S(t) sovpadaet s processom vosstanovleniØ N (t). V fftom sluqae sootvetstvu¸wie rezul~tat byl dokazan Frolovym, Martikaænenom i Xtaænebahom [6]. Kak i v sluqae summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin zakon Qßuna dlØ processov vosstanovleniØ takße dopolnØet zakon povtornogo logarifma. Razliqnye rezul~taty o zakone povtornogo logarifma dlØ processov vosstanovleniØ poluqeny Frolovym, Martikaænenom i Xtaænebahom [7].

Dokazatel~stvo teoremy 1. Ne umalØØ obwnosti moßno sqi-

tat~, qto μ = λ = 1 (podrobnee sm. [5]).

Oboznaqim x_T = (T / log log T )^{1/2}, T > 8,

V_T = sup_0 6t6T^{|S(t) − t|.} Tak kak traektorii S(t) sut~ kusoqno postoØnnye funkcii so skaqkami v sluqaænyh toqkah R_1, R_2, . . ., my imeem

V_T = max{M_{N (T )}, M^′_{N (T )} , |S_{N (T )} − T |}, (7)

gde M_n = max_16_k6_n |S_k − R_k|, M^′_n = max_16_k6_n |S_{k−1} − R_k|, n > 1. Iz sootnoxeniØ (7) sleduet, qto

V_T 6 max{M_{N (T )} , M^′_{N (T )+1}}. (8)

V sledu¸weæ lemme ne predpolagaetsØ, qto EX^2 < ∞ i EY^2 < ∞. Lemma 1. Esli 0 6 v 6 ∞, to

lim inf V_T x_T > π √ 8 v p.n.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Poskol~ku VT > MN (T ), to v silu

zakona Qßuna i upomØnutogo vyxe rezul~tata Qaki

lim inf V_T x_{N (T )} > π √ 8 v p.n.

UqityvaØ, qto N (T ) ∼ T p.n., poluqaem utverßdenie lemmy. �

ZAKON QȷUNA DL˚ OBOBWENNYH PROCESSOV 57 Soglasno usilennomu zakonu bol~xih qisel dlØ processov vosstanovleniØ N (T )/T → 1 p.n. i pofftomu pri c > 1 P(N (T ) 6 cT pri vseh T > T_ω ) = 1. S uqetom (8) my imeem

lim inf V_T x_T 6 lim inf 1 x_T max{M_{cT} , M^′_{cT +1}}. Pust~ 0 < ε < 1. Predpoloßim, qto T takovo, qto E|X|I{|X| > εxT } + EY I{Y > εxT } 6^{ε2}_{xT log log T} . (9) Imeem pri δ > 0

P_T = P ( M_{cT} 6 δx_T , M^′_{cT +1} 6 δx_T )

> P^(McT 6 (δ − ε)xT , max_16_k6_{cT +1} Yk 6 εxT^)
> P^(McT 6 (δ − ε)xT , max_16_k6_{cT} Yk 6 εxT , max_16_k6_{cT} |Xk| 6 εxT^)

× P^(Y 6 εxT^) = P^( max_16_k6_{cT} |Sk − Rk| 6 (δ − ε)xT^)

× P^( max_16_k6_{cT} Yk 6 εxT , max_16_k6_{cT} |Xk| 6 εxT^)(1 + o(1))

= P^( max_16_k6_{cT} |Sk − Rk| 6 (δ − ε)xT^) × ( P^(Y 6 εxT , |X| 6 εxT^{))cT} (1 + o(1)) = P^′_T Q^{cT}_T (1 + o(1)), (10)

gde S_k = ∑_k i=1 X_i, R_k = ∑_k i=1 Y_i, a (X, Y ), {(X_i, Y_i)} – n.o.r. slu-

qaænye vektory, ime¸wie (uslovnoe) raspredelenie F (x, y) = 1 Q_T P (X < x, − εx_T 6 X 6 εx_T , Y < y, Y 6 εx_T ). UqityvaØ, qto E(X − Y ) = 0, poluqaem |Q_T E(X − Y )| = |E(X − Y )I{|X| 6 εx_T , Y 6 εx_T }|

6E|X − Y |I{|X| > εxT , Y 6 εxT } + E|X − Y |I{|X| 6 εxT , Y > εxT }
6 2(E|X|I{|X| > εxT , Y 6 εxT } + EY I{|X| 6 εxT , Y > εxT })

58 A. I. MARTIKA`NEN, A. N. FROLOV

6 2(E|X|I{|X| > εxT } + EY I{Y > εxT }) 6^{2ε2}_{xT log log T} .

Tak kak Q_T → 1, to pri k 6 cT vypolnØ¸tsØ neravenstva

|ESk − ERk| 6 cT^{3ε2}_{xT log log T} = 3ε^2cT

pri vseh dostatoqno bol~xih T .

Takim obrazom, pri α = δ − ε − 3ε^2 c i vseh dostatoqno bol~xih T my imeem

P^′_T > P ( max 16k6cT^{|Sk −} E^{Sk − Rk +} E^{Rk| < αxT} ) . Lemma 2. Pust~ {xN } – posledovatel~nost~ vewestvennyh qi-

sel takaØ, qto x_N → ∞ i x_N = o( √ N ) pri N → ∞. Pust~ Z_{N 1}, Z_{N 2}, . . . , Z_{NN} – posledovatel~nost~ seriæ n.o.r. v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin takih, qto EZ_{N 1} = 0, v^2_N = EZ^2_{N 1} → v^2 ∈ (0, ∞) pri N → ∞, EZ^4_{N 1} = o(x^2_N ) pri N → ∞ i |Z_{N 1}| 6 εx_N , gde ε > 0. Togda dlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0 i vseh dostatoqno bol~- xih N

P^( max_16_k6_N | k∑ j=1 Z_{Nj} | < x_N )

> e^{− π28 Nx2}N^{v2(1+ε)}.

Dokazatel~stvo lemmy 2. DlØ udobstva qitateleæ my privo-

dim polnoe dokazatel~stvo fftogo, vozmoßno izvestnogo, rezul~- tata. Pri fftom my sleduem metodu iz raboty [5].

Ispol~zuØ predstavlenie Skorohoda, poluqim { k∑ j=1 Z_{Nj} , 1 6 k 6 N }_D = {W (τ_{Nk}), 1 6 k 6 N }, gde {W (t)} – standartnyæ vinerovskiæ process, τ_{Nk} = ν_{N 1} + · · · +

ν_{Nk}, i dlØ vseh N ν_N , {ν_{Nj}} – n.o.r. sluqaænye veliqiny takie,

qto Eν_N = EZ^2_{N 1} , Eν^k_N 6 4k! EZ^{2k}_{N 1}, k = 2, 3, . . .. Pofftomu

P^{′′}_N = P ( max 16k6N^| k∑ j=1 Z_{Nj} | < x_N ) = P^( max_16_k6_N |W (τNk)| < xN^)

> P^( sup

06t6EτNN +βN^{|W (t)| < xN} ) − P^(τNN > EτNN + βN^)

ZAKON QȷUNA DL˚ OBOBWENNYH PROCESSOV 59

> P^( sup

06t6N (v^2+2β)^{|W (t)| < xN} ) − P^(τNN > EτNN + βN^). (11) Zdes~ my ispol~zovali ocenku Eτ_{NN} = N DZ_{N 1} 6 N (v^2 +β), spravedlivu¸ dlØ vseh dostatoqno bol~xih N .

Horoxo izvestno, qto

P^( sup 06t6N (v^2+2β)^{|W (t)| < xN} ) = e^− π2 8 N(v2 +2β) x2N (1+o(1))

. (12)

Dalee, tak kak E|ν_N − Eν_N |^k 6 8k! EZ^{2k}_{N 1} 6 8k!(2εx_N )^{2k−4}EZ^4_{N 1} , to, poloßiv h_N = 1/(2(2εx_N )^2), my poluqim

Ee^{hN (νN −}E^{νN )} = 1 + ∞∑ k=2 h^k_N E(ν_N − Eν_N )^k k!

6 1 + 8h^2_N EZ^4_{N 1}^{∞∑}_{k=2}^(hN (2εxN )^{2)k−2} = 1 + 16h^2_N EZ^4_{N 1} 6 e^{16h2N} E^{Z4N1} .

Znaqit,

P^(τNN > EτNN + βN^) 6 e^{(16h2N} E^{Z4N1−hN β)N} = e^{− Nβ2(2εx}N^{)2 (1+o(1))}. VzØv β = ε/4, iz (11), (12) i posledneæ ocenki my poluqim P^{′′}_N > e^− π2 8 N x2 N (v^2+ε)

dlØ vseh dostatoqno malyh ε > 0 i vseh dostatoqno bol~xih N . Ots¸da sleduet zakl¸qenie lemmy 2. � UqityvaØ, qto |X − Y | 6 2εx_T , po lemme 2 my nahodim

P^′_T > e^− π2 8 cT α2x2 T v^2(1+2ε/α) . Dalee, 0 6 1 − QT 6 P (Y > εxT ) + P (|X| > εxT )

6^1_{εxT} (EY I{Y > εxT } + E|X|I{|X| > εxT }) 6^ε_T .

Pofftomu

Q^{cT}_T = e^{cT (QT −1)(1+o(1))} > e^{−cε(1+o(1))}.

UqityvaØ (10), poluqim dlØ vseh dostatoqno bol~xih T

P_T > e^{− π28 cv2α2 log log T (1+ε/α)}. (13)

Oboznaqim k_n = n^n, J_n = (k_{n−1}, k_n].

60 A. I. MARTIKA`NEN, A. N. FROLOV

Lemma 3. Esli EX^2 < ∞ i EY^2 < ∞, to dlØ l¸bogo γ > 0 i vseh

dostatoqno bol~xih n naædetsØ T ∈ J_n takoe, qto E|X|I{|X| > T } + EY I{Y > T } <^γ_{T log log T} . (14) Dokazatel~stvo lemmy 3. My budem sqitat~, qto po kraæneæ

mere odna iz sluqaænyh veliqin X ili Y ne ograniqena. V protivnom sluqae utverßdenie lemmy oqevidno vypolneno. Oboznaqim E_X (T ) = E|X|I{|X| > T }, E_Y (T ) = EY I{Y > T } i predpoloßim, qto

E_X (T ) + E_Y (T ) > γ T log log T

dlØ l¸bogo T ∈ J_n.

Oboznaqim A = {T > 8 : E_X (T ) > E_Y (T )}. ˚sno, qto T E_X (T ) → 0 i T E_Y (T ) → 0 pri T → ∞.

Togda EY^2I{Y ∈ Jn} = − ∫ J_n yE_Y (dy) = ∫ J_n E_Y (y)dy + o(1)

>^∫

J_n \A E_Y (y)dy + o(1) > γ 2 ∫ J_n \A dy y log log y

+ o(1).

Analogiqno, EX^2I{|X| ∈ Jn} >^γ_2 ∫ J_n ∩A dy y log log y

+ o(1).

Ots¸da EY^2I{Y ∈ Jn} + EX^2 I{|X| ∈ Jn} >^γ_2 ∫ J_n dy y log log y

+ o(1) → γ 2 . No levaØ qast~ poslednego neravenstva dolßna stremit~sØ k nul¸ pri n → ∞. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~- stvo lemmy 3. � Po lemme 3 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n naædetsØ t_n, takoe, qto x_{tn} ∈ J_{2n} i vypolneno sootnoxenie (14). Pri γ = ε^2 iz (14) sleduet (9). Oboznaqim T_n = t_1 + t_2 + · · · t_n + n, gde t_n = 1 dlØ

ZAKON QȷUNA DL˚ OBOBWENNYH PROCESSOV 61 malyh n. Imeem T_n ∼ t_n. Tak kak sluqaænye vektory (X_j , Y_j) nezavisimy i odinakovo raspredeleny, to P^{(~}Mn < δxt_n ,^~M^′_n < δxt_n^) = Pt_n , gde ~M_n = max

T_n�_1 +16k6T_n

|S_k − R_k − S_{Tn}�_{1 +1} + R_{Tn}�_{1+1}|,

~M^′_n = max

T_n�_1 +16k6T_n

|S_{k−1} − R_k − S_{Tn}�_1 + R_{Tn}�_{1+1}|.

Ispol~zuØ (13), zakl¸qaem, qto ∑ n P_{tn} = ∞, esli δ vybrano

blizkim k πv/ √ 8 tak, qto π^2v^2 cα^{−2}(1 + ε^2/α)/8 < 1. Po lemme BorelØ–Kantelli

lim inf 1 x_{tn} max { ~M_n, ~M^′_n }

6 δ p.n.

Zametim, qto T_{n−1} log log T_{n−1} = o(x^2_{tn} ) i v silu zakona povtornogo logarifma lim max 16k6Tn�1+1^{|Sk − Rk|} x_{tn} = 0 p.n.,

X_{Tn}�_1 /x_{tn} → 0 p.n. Ots¸da sleduet zakl¸qenie teoremy. �

Literatura 1. K. L. Chung, On the maximum partial sums of sequences of independent random

variables. — Trans. Amer. Math. Soc. 64 (1948), 205–233.

2. N. C. Jain, W. E. Pruitt, The other law of the iterated logarithm. — Ann. Probab.

3 (1975), 1046–1049.

3. E. Csáki, On the lower limits of maxima and minima of Wiener process and partial

sums. — Z. Wahrsch. Verw. Geb. 43 (1978), 205–221.

6. P. �mbrehts, K. Kl¸ppel~berg, Nekotorye aspekty strahovoæ matema-

tiki. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 30 (1993), 374–416.

5. A. I. Martikaænen, A. N. Frolov, `. Xtaænebah, O veroØtnostØh malyh

ukloneniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ. — TeoriØ veroØtn. i ee

primen. (V peqati.)

6. A. N. Frolov, A. I. Martikainen, J. Steinebach, On Chung’s LIL and Csaki law for

renewal processes. — Periodica Math. Hungar. 41, No. 1–2 (2000), 149–155.

7. A. N. Frolov, A. I. Martikainen, J. Steinebach, Limit theorems for maxima of sums

and renewal processes. — Zap. nauqn. semin. POMI 278 (2001), 261–274.

Martikainen A. I., Frolov A. N. On the Chung law for compound renewal processes.

62 A. I. MARTIKA`NEN, A. N. FROLOV We derive the Chung law for compound renewal processes generated by a sequence of independent identically distributed random vectors which components have finite second moments and may be dependent.

Postupilo 11 noØbrØ 2006 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Alexander.Martikainen@pobox.spbu.ru Andrei.Frolov@pobox.spbu.ru