Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

A. ı. Zaæcev

OCENKI TOQNOSTI SIL^NO` APPROKSIMACII V MNOGOMERNOM PRINCIPE INVARIANTNOSTI

1. Vvedenie

Cel~ fftoæ stat~i – vyvesti prosteæxie sledstviØ iz rezul~- tata avtora [17] ob optimal~noæ ocenke toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii summ nezavisimyh R^d-znaqnyh sluqaænyh vektorov s koneqnymi ffksponencial~nymi momentami (sm. teoremu 1 niße). Teorema 1 moßet rassmatrivat~sØ kak mnogomernoe obobwenie izvestnyh rezul~tatov Komloxa, Maæora i Tuxnadi (KMT) [7], a takße A. I. Sahanenko [10], obobwivxego i suwestvenno utoqnivxego rezul~taty KMT v sluqae neodinakovo raspredelennyh R^1-znaqnyh sluqaænyh veliqin. Zatem, v rabote [11], A. I. Sahanenko ispol~zoval rezul~tat [10] dlØ poluqeniØ optimal~nyh ocenok toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin ξ_j s koneqnymi momentami vida E H (|ξ_j|), gde H (x) – monotonnaØ funkciØ, rastuwaØ ne medlennee, qem x^2 i ne bystree, qem e^{cx}. Naibolee polnye i izØwno sformulirovannye rezul~taty byli poluqeny v sluqae H (x) = x^γ , γ ≥ 2. Sleduet takße upomØnut~, qto U. Aænmal~ [6] poluqil mnogomernyæ rezul~tat ob optimal~- noæ toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii beskoneqnyh posledovatel~nosteæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov s E H (‖ξ_1‖) < ∞. V nastoØweæ stat~e, opiraØs~ na rezul~taty [17], my delaem popytku poluqit~ mnogomernoe obobwenie rezul~tatov A. I. Sahanenko [11]. V rabote avtora [17] byl issledovan naibolee vaßnyæ sluqaæ, kogda u slagaemyh koneqny ffksponencial~nye momenty. Tem samym, udalos~ obobwit~ na mnogomernyæ sluqaæ osnovnoæ rezul~tat ra-

Rabota podderßana grantami RFFI 05-01-00911, RFFI-NNIO 04- 01-04000, NX 4222.2006.1, INTAS 03-51-5018 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 37

38 A. ı. ZA`CEV

boty A. I. Sahanenko [10]. V fftoæ stat~e my rassmotrim sluqaæ, kogda u slagaemyh koneqny matematiqeskie oßidaniØ E H ( ‖ξ_j ‖ ) , gde H – monotonnaØ funkciØ, upomØnutaØ vyxe.

Zadaqa ob ocenivanii toqnosti sil~noæ approksimacii namnogo soderßatel~nee, qem zadaqa ob ocenivanii blizosti raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh vektorov. TrebuetsØ postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~- nosti nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . . , X_n (s zadannymi raspredeleniØmi) i sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . ., Y_n takim obrazom, qtoby veliqina Δ(X, Y ) = max_{1≤k≤n} ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ i=1 X_i − k∑ i=1 Y_i ‖ ‖ ‖ ‖ byla by po vozmoßnosti mala s dostatoqno bol~xoæ veroØtnost~¸. Imenno k fftoæ zadaqe svoditsØ ocenivanie toqnosti sil~- noæ approksimacii v principe invariantnosti.

Toqnost~ sil~noæ approksimacii v odnomernom principe invariantnosti izuqalas~ mnogimi avtorami (sm., naprimer, raboty ı. V. Prohorova [9], A. V. Skorohoda [14], A. A. Borovkova [2], M. Qerge i P. Revesa [3] i bibliografi¸ v knige M. Qerge i P. Revesa [4] i v stat~Øh X. Qerge i P. Holla [5], P. Maæora [8] i Ki-man Xao [13]). Sleduet upomØnut~ nedavnie rezul~- taty A. I. Sahanenko [12], kotoryæ utoqnil rezul~taty [11], sformulirovav ocenki v terminah urezannyh momentov.

Niße nam potrebu¸tsØ nekotorye oboznaqeniØ. RaspredeleniØ sluqaænyh vektorov ξ budut oboznaqat~sØ L(ξ). My budem oboznaqat~ simvolom c poloßitel~nye absol¸tnye postoØnnye, kotorye mogut byt~ razliqnymi v razliqnyh mestah teksta. V dal~neæxem log^∗ b = max{1, log b} pri b > 0.

Pust~ A_d(τ ), τ ≥ 0, d ∈ N, – klass d-mernyh raspredeleniæ, vvedennyæ v rabote avtora [15], sm. takße [16–18]. Klass

A_d(τ ) (s fiksirovannym τ ≥ 0) sostoit iz d-mernyh rasprede-

leniæ F , dlØ kotoryh funkciØ φ(z) = φ(F, z) = log ∫ R^{d e⟨z,x⟩F {dx}} (φ(0) = 0) opredelena i analitiqna pri ‖z‖ τ < 1, z ∈ C^d, i | d_ud^2_v φ(z) | ≤ ‖u‖τ ⟨ D v, v ⟩ dlØ vseh u, v ∈ R^d i ‖z‖ τ < 1, gde D = cov F – kovariacionnyæ operator, sootvetstvu¸wiæ F , a d_uφ – proizvodnaØ funkcii φ v napravlenii u. Niße my budem

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 39

takße ispol~zovat~ oboznaqenie cov ξ = cov L(ξ). Nam potrebu- ¸tsØ prosteæxie svoæstva klassov A_d(τ ), pereqislennye v [18].

Sledu¸waØ teorema 1 dokazana v rabote avtora [17].

Teorema 1. Pust~ α > 0, τ ≥ 1 i pust~ ξ1, . . . , ξn – nezavisimye

sluqaænye vektory s E ξ_j = 0, j = 1, . . . , n. Predpoloßim, qto suwestvuet strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~- nyh qisel m_0 = 0, m_1, . . . , m_s = n, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm. Pust~

ζ_k = ξ_{mk}�_{1+1} +· · ·+ ξ_{mk} , cov ζ_k = B_k , L(ζ_k) ∈ A_d(τ ), k = 1, . . . , s,

i predpoloßim, qto dlØ vseh v ∈ R^d

C_1 ‖v‖^2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ ≤ C_2 ‖v‖^2 , k = 1, . . ., s, (1.1) s nekotorymi poloßitel~nymi postoØnnymi C_1 i C_2. Togda moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . . , X_n i sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . ., Y_n takim obrazom, qto L(X_j) = L(ξ_j), E Y_j = 0, cov Y_j = cov X_j , j = 1, . . ., n, i

E exp ( a_1 Δ(X, Y ) τ d^{9/2} log^∗ d ) ≤ exp ( a_2 d^{3+α} log^∗(s/τ^2) ) , gde a_1, a_2 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α, C_1, i C_2.

V sluqae nezavisimyh odinakovo raspredelennyh slagaemyh teorema 1 byla dokazana avtorom v rabote [16], v kotoroæ on ubral lixniæ logarifmiqeskiæ mnoßitel~ iz rezul~tata U. AænmalØ [6] i poluqil mnogomernyæ analog rezul~tata KMT [7]. Teorema 1 daet adekvatnoe mnogomernoe obobwenie osnovnogo rezul~tata A. I. Sahanenko [10]. V teoreme 1 sluqaænye vektory, voobwe govorØ, neodinakovo raspredeleny. Vproqem, oni dolßny udovletvorØt~ uslovi¸ (1.1) na kovariacionnye operatory. Uslovie (1.1) poroßdaet usloviØ (1.5), (1.11) i (1.13) v rezul~tatah nastoØweæ raboty. PravdopodobnaØ gipoteza sostoit v tom, qto uslovie (1.1) v formulirovke teoremy 1 moßet byt~ oslableno. To ße samoe moßno skazat~ niße ob usloviØh (1.5), (1.11) i (1.13). Vo vsØkom sluqae podobnyh usloviæ net v rabote avtora [15] (kotoraØ, vproqem, ne imeet

40 A. ı. ZA`CEV

neposredstvennogo otnoxeniØ k principu invariantnosti). No razrabotka dokazatel~stva fftoæ gipotezy trebuet, razumeetsØ, privleqeniØ nekotoryh novyh ideæ i metodov.

Esli parametr τ ≥ 1 v teoreme 1 suwestvenno bol~xe edinicy, to primenØt~ teoremu 1 sleduet k normirovannym sluqaænym veliqinam ξ_j /τ . Togda L(ζ_k/τ ) ∈ A_d(1), k = 1, . . ., s, i dlØ spravedlivosti utverßdeniØ teoremy 1 dostatoqno vmesto (1.1) predpoloßit~, qto

C_1 τ^2 ‖v‖^2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ ≤ C_2 τ^2 ‖v‖^2 , k = 1, . . . , s. ˚sno, qto ffto uslovie nalagaet men~xie ograniqeniØ na raspredeleniØ sluqaænyh veliqin ξ_j po sravneni¸ s (1.1). Pri fftom

log^∗(s/τ^2) perehodit v log^∗ s. Takim obrazom moßno poluqit~ for-

mal~no neskol~ko bolee sil~noe utverßdenie, qem teorema 1. No vsØ neobhodimaØ informaciØ soderßitsØ i v samoæ teoreme 1. Nado tol~ko pravil~no vybirat~ normirovku.

SleduØ rabote A. I. Sahanenko [11], vvedem klass G(u),

u ≥ 0, takih poloßitel~nyh funkciæ G( · ), qto funkcii G(x) i x/ log G(x) ne ubyva¸t pri x > u. Naprimer, funkcii G(x) = x^γ , γ > 0, i exp ( λx^β ) , 0 ≤ β ≤ 1, λ > 0, prinadleßat G(e) i G(0) sootvetstvenno.

DlØ proizvol~nogo sluqaænogo vektora ξ my budem oboznaqat~

ξ^{[u]} ego srezku na urovne u > 0:

ξ^{[u]} = { ξ, esli ‖ξ‖ ≤ u, 0, v protivnom sluqae.

(1.2)

Poloßim

ξ^{(u)} = ξ − ξ^{[u]}, ξ^{{u}} = ξ^{[u]} − E ξ^{[u]}. (1.3)

Osnovnymi rezul~tatami dannoæ raboty ØvlØ¸tsØ sledu¸- waØ teorema 2 i ee sledstviØ 1–3.

Teorema 2. Pust~ α, u > 0. Predpoloßim qto ξ1, . . . , ξn – neza-

visimye sluqaænye vektory s E ξ_j = 0, j = 1, . . ., n, G( · ) ∈ G(u) i F (x)^{def}= n∑ j=1 P ( ‖ξ_j‖ > x ) ≤ 1/G(x), dlØ vseh x > u. (1.4)

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 41 Predpoloßim, qto suwestvuet strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel m_0 = 0, m_1, . . ., m_s = n, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm. Pust~

ζ_k = ξ_{mk}�_{1+1} + · · · + ξ_{mk} , cov ζ_k = B_k , k = 1, . . . , s,

i predpoloßim, qto dlØ vseh v ∈ R^d i k = 1, . . . , s

r^2u^2 ‖v‖^2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ ≤ Cr^2u^2 ‖v‖^2 (1.5)

s nekotorymi postoØnnymi r ≥ 2 i C ≥ 1. Pust~

B^2(u)^{def}= n∑ j=1 E ‖ ‖ξ^{(u)}_j ‖ ‖^2 ≤ u^2. (1.6)

Togda moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . . , X_n i sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . ., Y_n takim obrazom, qto L(X_j) = L(ξ_j), E Y_j = 0, cov Y_j = cov X_j , j = 1, . . . , n, i dlØ vseh x_0, x_1 ≥ 0 i x ≥ z ≥ u P ( Δ(X, Y ) > x_0 + x_1 + x + A(u) ) 6 2 exp^(−x^2_1/16 B^2(u)^) + exp^(−^{a3 x0}_{r u d9/2 log∗ d}^) + P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j ‖ > z ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u), gde A(u)^{def}= max_{1≤k≤n} ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ i=1 E ξ^{[u]}_i ‖ ‖ ‖ ‖ = max 1≤k≤n ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ i=1 E ξ^{(u)}_i ‖ ‖ ‖ ‖, (1.7)

esli x_0 > a_4 ru d^{15/2+α} log^∗ d log^∗ s i x_1 > c B(u) √ d, gde a_3, a_4 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C, a c – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Sledstvie 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2 s G(x) = H(x)/L_H , gde H : [0, ∞) → R^1 – takaØ neotricatel~naØ neubyva¸waØ funkciØ, qto H(0) = 0,

L_H^{def}= n∑ j=1 E H (‖ξ_j ‖) < ∞ (1.8)

42 A. ı. ZA`CEV i G(u) ≥ e. (1.9) Togda utverßdenie teoremy 2 spravedlivo s

P (Δ(X, Y ) > 5 z) ≤ 2 L_H H(z) + exp ( − a_5 z r u d^{9/2} log^∗ d ) , esli z > a_6 ru d^{15/2+α} log^∗ d log^∗ s, gde a_5, a_6 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C.

Sledstvie 2. Pust~ α > 0 i H : [0, ∞) → R^1 – takaØ neotri-

catel~naØ funkciØ, qto H(0) = 0, funkciØ H(x)/x^2 ne ubyvaet i funkciØ H(x)/x^λ ne vozrastaet pri nekotorom λ ≥ 2. Predpoloßim, qto ξ_1, . . ., ξ_n – nezavisimye sluqaænye vektory s E ξ_j = 0, j = 1, . . . , n, i L_H < ∞, gde veliqina L_H opredelena v (1.8). Polo- ßim K_H^{def}= H^{−1}(e^λL_H ), (1.10)

gde H^{−1}( · ) – obratnaØ funkciØ dlØ H( · ). Predpoloßim, qto suwestvuet strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel m_0 = 0, m_1, . . . , m_s = n, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm. Pust~

ζ_k = ξ_{mk}�_{1+1} + · · · + ξ_{mk} , cov ζ_k = B_k , k = 1, . . . , s,

i predpoloßim, qto dlØ vseh v ∈ R^d i k = 1, . . ., s

r^2K^2_H ‖v‖^2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ ≤ Cr^2K^2_H ‖v‖^2 (1.11)

s nekotorymi postoØnnymi r ≥ 2 i C ≥ 1. Togda moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . ., X_n i sootvetstvu¸- wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . . , Y_n takim obrazom, qto L(X_j) = L(ξ_j ), E Y_j = 0, cov Y_j = cov X_j , j = 1, . . . , n, i, pri z > a_6 d^{15/2+α} log^∗ d ·r K_H log^∗ s,

P (Δ(X, Y ) > 5 z) ≤ 2 L_H H(z) + exp ( − a_5 z rK_H d^{9/2} log^∗ d ) , gde a_5, a_6 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C (te ße, qto v sledstvii 1).

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 43

Zameqanie. V [19] byl sformulirovan analogiqnyæ rezul~tat,

no vmesto togo, qto funkciØ H(x)/x^λ ne vozrastaet, predpolagalos~, qto

μ = sup_{x>0} x d dx log H(x) < ∞, (1.12)

a veliqina K_H byla opredelena formuloæ K_H = H^{−1}(e^μL_H ). Sledstvie 2 daet bolee obwiæ rezul~tat, poskol~ku iz (1.12) legko sleduet, qto funkciØ H(x)/x^μ ne vozrastaet. Deæstvitel~- no, pri x ≥ y > 0 my imeem

log H(x) − log H(y) = x∫ y d dt log H(t) dt ≤ x∫ y μ t dt ≤ μ (log x − log y) . S drugoæ storony, funkciØ H(x) v sledstvii 2 moßet ne byt~ differenciruemoæ.

Ne naruxaØ obwnosti, moßno predpolagat~, qto H(1) = 1 v sledstviØh 1 i 2. V protivnom sluqae my moßem primenit~ rezul~tat k funkcii H^∗( · ) = H( · )/H(1).

Sledstvie 3. Predpoloßim, qto α > 0 i ξ1, . . ., ξn – nezavisimye

sluqaænye vektory s E ξ_j = 0, j = 1, . . ., n. Pust~ γ ≥ 2 i

L_γ = n∑ j=1 E ‖ξ_j ‖^γ < ∞. Predpoloßim, qto suwestvuet strogo vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel m_0 = 0, m_1, . . . , m_s = n, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm. Pust~

ζ_k = ξ_{mk}�_{1+1} + · · · + ξ_{mk} , cov ζ_k = B_k , k = 1, . . . , s,

i predpoloßim, qto dlØ vseh v ∈ R^d i k = 1, . . . , s

e^2r^2L^{2/γ}_γ ‖v‖^2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ ≤ C e^2r^2L^{2/γ}_γ ‖v‖^2 (1.13)

s nekotorymi postoØnnymi r ≥ 2 i C ≥ 1. Togda moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~- nost~ nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . ., X_n i sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . . , Y_n takim obrazom, qto L(X_j) = L(ξ_j),

44 A. ı. ZA`CEV

E Y_j = 0, cov Y_j = cov X_j , j = 1, . . . , n, i, pri z > a_6d^{15/2+α} log^∗ d ·

e r L^{1/γ}_γ log^∗ s, P ( Δ(X, Y ) > 5 z ) ≤ 2 L_γ z^{−γ} + exp ( − a_5 z

e rL^{1/γ}γ d^{9/2} log^∗ d ) , (1.14)

gde a_5, a_6 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C (te ße, qto v sledstvii 1).

Teorema 2 i sledstviØ 1 i 3 ØvlØ¸tsØ mnogomernymi analogami neskol~ko oslablennyh variantov odnomernyh rezul~tatov A. I. Sahanenko [11]. Grubo govorØ, v [11, teoreme 5] takaØ ße formulirovka, kak v sledstvii 3, no bez ffksponencial~nogo slagaemogo v pravoæ qasti (1.14), bez usloviØ (1.13) i bez kakih by to ni bylo ograniqeniæ na z > 0. Esli D ( ∑_n j=1 ξ_j ) ≥ 64 L^{2/γ}γ ,

to uslovie (1.13) vsegda vypolnØetsØ v odnomernoæ situacii, poskol~ku D ξ_j ≤ 2 L^{2/γ}γ , j = 1, . . ., n, i my vsegda moßem naæti takie m_1, . . . , m_s, qto (1.13) spravedlivo s r = C = 2. Zametim, qto pri z ≤ L^{1/γ}γ neravenstvo (1.14) zavedomo spravedlivo. Oqevidno, qto v sluqae d = 1, r = 2 ffksponencial~nyæ qlen moßet byt~ legko ocenen sverhu veliqinoæ c L_γ z^{−γ} pri

z > c L^{1/γ}_γ s absol¸tnoæ postoØnnoæ c. V vyroßdennom sluqae,

kogda D ( ∑_n j=1 ξ_j ) ≤ 64 L^{2/γ}γ , trebuemye ocenki spravedlivy pri

l¸bom postroenii sluqaænyh vektorov { X_j } i { Y_j } na odnom veroØtnostnom prostranstve. Takim obrazom, razliqie s rezul~tatom A. I. Sahanenko sostoit tol~ko v poØvlenii logarifmiqeskogo mnoßitelØ log^∗ s v ograniqeniØh na z. ˚sno, qto log^∗ s vedet sebØ kak log^∗ n v sluqae nezavisimyh odinakovo raspredelennyh

ξ_1, . . . , ξ_n i kak logarifm dispersiæ koordinat summ ξ_1 + · · · + ξ_n

v obwem sluqae.

Sledstvie 2 ØvlØetsØ estestvennym obobweniem sledstviØ 3 na sluqaæ obwih funkciæ ”stepennogo tipa” H( · ), kotorye mogut ne sovpadat~ s H(x) ≡ |x|^γ . Formula (1.10) dlØ urovnØ urezaniØ u = K_H , po-vidimomu, novaØ. A. I. Sahanenko [11] primenil ee v qastnom sluqae H(x) ≡ |x|^γ (kogda K_H = e L^{1/γ}γ ).

Teoremu 2 moßno rassmatrivat~ kak analog teoremy 4 iz stat~i A. I. Sahanenko [11]. Ee dokazatel~stvo predstavlØet soboæ uprowennyæ variant sootvetstvu¸wego dokazatel~stva iz [11]. V polnom ob¨eme ffto dokazatel~stvo obobwit~ poka ne udalos~

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 45

iz-za tehniqeskih sloßnosteæ, voznika¸wih v mnogomernom sluqae.

2. Dokazatel~stva

DlØ proizvol~nogo sluqaænogo vektora ξ i proizvol~nogo urovnØ urezaniØ u > 0 opredelim vektory ξ^{[u]}, ξ^{(u)}, ξ^{{u}} sootnoxeniØmi (1.2) i (1.3). PredpolagaØ E ‖ξ‖^2 < ∞ i E ξ = 0, my imeem

E ξ^{(u)} + E ξ^{[u]} = E ξ = 0

i, sledovatel~no, ‖ ‖E ξ^{(u)} ‖ ‖ = ‖ ‖E ξ^{[u]} ‖ ‖ ≤ E ‖ ‖ξ^{(u)} ‖ ‖. Bolee togo, dlØ l¸byh v ∈ R^d | E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩| = | E ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩| ≤ ‖v‖ E ‖ ξ^{(u)} ‖ . (2.1)

Dalee, D ⟨ ξ, v ⟩ = E ⟨ ξ, v ⟩_2 = E ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩_2 + E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2 ≥ D ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩ + E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2

. (2.2)

Soglasno (2.1), (2.2) i po neravenstvu Koxi–BunØkovskogo, my imeem D ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩ = E ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩_2 − ( E ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩)_2 = D ⟨ ξ, v ⟩ − E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2 − ( E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩)_2 ≥ D ⟨ ξ, v ⟩ − 2 E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2

. (2.3)

Iz neravenstv (2.2) i (2.3) sleduet, qto 2 E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2 ≥ D ⟨ ξ, v ⟩ − D ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩ ≥ E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2

. (2.4)

Pust~ ξ_1, . . . , ξ_n – nezavisimye sluqaænye vektory, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy 2. Oboznaqim

cov ξ_j^{def}= D_j , j = 1, . . . , n.

Pri u > 0 rassmotrim nezavisimye gaussovskie sluqaænye vek- tory η^{{u}}_1 , . . . , η^{{u}}n s E η^{{u}}_j = 0, cov η^{{u}}_j = cov ξ^{{u}}_j^{def}= D^{{u}}_j , j = 1, . . ., n.

46 A. ı. ZA`CEV

V sootvetstvii s (2.4), dlØ l¸byh v ∈ R^d my imeem 2 E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2 ≥ ⟨ D_j v, v ⟩ − ⟨ D^{{u}}_j v, v ⟩ ≥ E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2 , j = 1, . . . , n. (2.5) Takim obrazom, operatory

D_j − D^{{u}}_j^{def}= D^{(u)}_j

poloßitel~no opredeleny i mogut rassmatrivat~sØ, kak kovariacionnye operatory. Pofftomu my moßem postroit~ takie gaus-

sovskie vektory η^{(u)}_j , qto oni ime¸t

E η^{(u)}_j = 0, cov η^{(u)}_j = D^{(u)}_j ,

nezavisimy v sovokupnosti i nezavisimy ot vektorov η^{{u}}_j . RazumeetsØ, ffto vozmoßno, esli veroØtnostnoe prostranstvo dosta-

toqno bogato. Oboznaqim η_j = η^{(u)}_j + η^{{u}}_j . ˚sno, qto

E η_j = 0, cov η_j = D_j .

Ispol~zuØ standartnoe sredstvo dokazatel~stva teorem o sil~- noæ approksimacii – Lemmu A iz raboty Berkexa i Filippa [1], my moßem vzØt~ ξ_j v kaqestve X_j i η_j v kaqestve Y_j v dokazatel~- stve teoremy 2, vybiraØ niße special~nym obrazom sovmestnoe

raspredelenie { ξ^{{u}}_j } i { η^{{u}}_j } . OboznaqaØ D^{(u)} kovariacionnyæ operator summy ∑_n j=1 η^{(u)}_j ,

my imeem

D^{(u)} = n∑ j=1 D^{(u)}_j . (2.6)

Pust~ veliqina B^2(u) opredelena ravenstvom (1.6). Soglasno (1.6), (2.5) i (2.6), dlØ l¸byh v ∈ R^d spravedlivy neravenstva n∑ j=1 E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2 ≤ ⟨ D^{(u)} v, v ⟩ ≤ 2 n∑ j=1 E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2 ≤ 2 B^2(u) ‖v‖^2 .

(2.7) Pust~ σ^2_u – maksimal~noe sobstvennoe qislo kovariacionnogo operatora D^{(u)} . Soglasno (2.7),

σ^2_u = max_{‖v‖=1} ⟨ D^{(u)} v, v ⟩ ≤ 2 B^2(u). (2.8)

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 47

Pust~ Z, Z_1, . . . , Z_d – nezavisimye odinakovo raspredelennye standartnye normal~nye sluqaænye veliqiny. Ispol~zuØ tradicionnye metody poluqeniØ ffksponencial~nyh neravenstv, legko pokazat~, qto suwestvuet takaØ absol¸tnaØ postoØnnaØ c, qto dlØ l¸byh x > cσ_u √ d, P (‖ ‖ ‖ n∑ j=1 η^{(u)}_j ‖ ‖ ‖ > x ) ≤ P ( σ^2_u d∑ k=1 Z^2_j > x^2 ) ≤ exp ( −x^2/8σ^2_u ) . (2.9)

Dostatoqno zametit~, qto E e^{hZ2} = (1 − 2h)^{−1/2} pri 0 < h < 1/2, i primenit~ ffksponencial~noe neravenstvo Qebyweva, vybiraØ

h = 1/6.

Poloßim

Δ = Δ(ξ, η), Δ^{{u}} = Δ ( ξ^{{u}}, η^{{u}} ) , Δ_u = Δ ( ξ − E ξ^{[u]}, η^{{u}} ) . (2.10) Legko videt~, qto

Δ ≤ Δ_u + δ_u + A(u), (2.11)

gde veliqina A(u) opredelena v (1.7), a δ_u = Δ(η, η^{{u}}). Formulirovka i dokazatel~stvo sledu¸weæ lemmy poqti bukval~no sovpada¸t s formulirovkoæ i dokazatel~stvom teoremy 3 iz raboty A. I. Sahanenko [11]. Dokazatel~stvo privoditsØ zdes~ dlØ polnoty izloßeniØ.

Lemma 1. Pust~ u > 0, G( · ) ∈ G(u) i

F (x) = n∑ j=1 P ( ‖ξ_j‖ > x ) ≤ 1/G(x), dlØ vseh x > u. (2.12)

Togda dlØ vseh x_0 ≥ 0 i x ≥ z ≥ u P ( Δ_u > x_0 + x ) ≤ P ( Δ^{{u}} > x_0 ) + P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j‖ > z ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u). (2.13) Dokazatel~stvo. Pust~ x0 ≥ 0 i x ≥ z ≥ u. Poloßim

Z_j = ‖ ‖ξ^{[z]}_j − ξ^{[u]}_j ‖ ‖ = ‖ ‖ξ^{(z)}_j − ξ^{(u)}_j ‖ ‖.

48 A. ı. ZA`CEV

˚sno, qto

Z_j = { ‖ξ_j ‖ , esli u < ‖ξ_j ‖ ≤ z, 0, v protivnom sluqae, j = 1, . . . , n. (2.14) Soglasno (1.3), (2.10) i (2.14), my imeem

Δ_u ≤ Δ^{{u}} + n∑ j=1 ‖ ‖ξ^{(u)}_j ‖ ‖ ≤ Δ^{{u}} +^n ∑ j=1 ‖ ‖ξ^{(z)}_j ‖ ‖ +^n ∑ j=1 Z_j . Sledovatel~no, P ( Δ_u > x_0 + x ) ≤ P ( Δ^{{u}} > x_0 )

+ P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j‖ > z ) + P (_n∑ j=1 Z_j > x ) . (2.15)

Pokaßem, qto P (_n∑ j=1 Z_j > x ) ≤ e G^{1−x/z}(z)/G(u). (2.16)

˚sno, qto iz (2.15) i (2.16) sleduet (2.13). Soglasno (2.12) i v silu neravenstva Qebyweva, P (_n∑ j=1 Z_j > x ) ≤ e^{−hx} n∏ j=1 E exp(hZ_j )

≤ exp ( −hx + n∑ j=1 E (exp (hZ_j ) − 1) )

≤ exp ( −hx − z∫ u e^{ht} dF (t) ) , dlØ l¸byh h > 0. (2.17)

Poloßim zdes~ h = z^{−1} log G(z). Po opredeleni¸ klassa G(u), my imeem ht = tz^{−1} log G(z) ≤ log G(t) pri u ≤ t ≤ z. Pofftomu,

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 49

integriruØ po qastØm i ispol~zuØ (2.12), my poluqaem − z∫ u e^{ht} dF (t) ≤ − z∫ u G(t) dF (t)

= G(u) F (u) − G(z) F (z) + z∫ u F (t) dG(t)

≤ 1 + z∫ u dG(t) G(t) = 1 + log ( G(z)/G(u) ) . (2.18)

Legko videt~, qto iz (2.17) i (2.18) sleduet (2.16). �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Soglasno (2.11) i (2.13), dlØ vseh

x_0, x_1 ≥ 0 i x ≥ z ≥ u P ( Δ > x_0 + x_1 + x + A(u) ) ≤ P ( δ_u > x_1 ) + P ( Δ^{{u}} > x_0 ) + P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j‖ > z ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u). (2.19) Ispol~zuØ neravenstvo Levi i uqityvaØ, qto η_j − η^{{u}}_j = η^{(u)}_j , my poluqaem

P (δ_u > x_1) = P ( max 1≤k≤n ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ j=1 ( η_j − η^{{u}}_j )‖ ‖ ‖ > x^1 )

≤ 2 P (‖ ‖ ‖ n∑ j=1 η^{(u)}_j ‖ ‖ ‖ ‖ > x^1 ) . (2.20)

Soglasno (2.8), (2.9) i (2.20), my imeem

P (δ_u > x_1) ≤ 2 exp ( −x^2_1/16 B^2(u) ) (2.21)

dlØ l¸byh x_1 > c B(u) √ d, gde c – absol¸tnaØ postoØnnaØ. Oboznaqim ζ^{{u}}_k = ξ^{{u}}_{mk}�_{1+1} + · · · + ξ^{{u}}_{mk} , cov ζ^{{u}}_k = B^{{u}}_k , k = 1, . . . , s. ˚sno, qto

B_k = m_k∑

j=m_k�1+1

D_j , B^{{u}}_k = m_k∑

j=m_k�1+1 D^{{u}}_j , k = 1, . . ., s, (2.22)

50 A. ı. ZA`CEV

i, v silu (1.6), (2.5) i (2.22), dlØ l¸byh v ∈ R^d m_k∑

j=m_k�1+1 E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2 ≤ ⟨ B_k v, v ⟩ − ⟨ B^{{u}}_k v, v ⟩ ≤ 2 m_k∑

j=m_k�1+1 E ⟨ ξ^{(u)}_j , v ⟩_2

≤ 2 B^2(u) ‖v‖^2 ≤ 2 u^2 ‖v‖^2 . (2.23)

Napomnim, qto r ≥ 2. Ispol~zuØ (1.5) i (2.23), netrudno ubedit~sØ v tom, qto dlØ l¸byh v ∈ R^d

r^2u^2 ‖v‖^2 /2 ≤ ⟨ B^{{u}}_k v, v ⟩ ≤ Cr^2u^2 ‖v‖^2 , k = 1, . . ., s. (2.24)

Legko videt~, qto l¸boe raspredelenie, sosredotoqennoe na

xare { x ∈ R^d : ‖x‖ ≤ 2u } , (i, v qastnosti, L(ξ^{{u}}_j )) prinadleßit

A_d(cu), gde c – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ. Pol~zuØs~

svoæstvami klassov A_d(τ ), my vidim, qto L ( ξ^{{u}}_j /cru ) ∈ A_d(1/r) =⇒ L ( ζ^{{u}}_k /cru ) ∈ A_d(1/r) ⊂ A_d(1). Soglasno teoreme 1, primenennoæ (pri τ = 1) k vektoram

ξ^{{u}}_j /cru, suwestvuet takaØ konstrukciØ, qto sovmestnoe raspre-

delenie { ξ^{{u}}_j } i { η^{{u}}_j } udovletvorØet sootnoxeni¸

E exp ( a_7 Δ^{{u}}

r u d^{9/2} log^∗ d ) ≤ exp ( a_8 d^{3+α} log^∗ s ) , gde a_7, a_8 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C. Po neravenstvu Qebyweva, P ( Δ^{{u}} > x_0 ) ≤ exp ( a_8 d^{3+α} log^∗ s − a_7 x_0

r u d^{9/2} log^∗ d )

≤ exp ( − a_7 x_0

2r u d^{9/2} log^∗ d ) , (2.25)

esli a_8 d^{3+α} log^∗ s <^{a7 x0}_{2r u d9/2 log}�_d .

Pol~zuØs~ sootnoxeniØmi (2.19), (2.21) i (2.25), my poluqa-

em, qto pri x_0 >^{2r u a8 d15/2+α log}

�_{d log}�_s a7 , x_1 > c B(u) √ d i x ≥ z ≥ u P ( Δ > x_0 + x_1 + x + A(u) ) ≤ 2 exp ( −x^2_1/16 B^2(u) ) + exp ( − a_7 x_0

2r u d^{9/2} log^∗ d ) + P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j ‖ > z ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u).

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 51

Dokazana teorema 2. �

Zameqanie. Analiz dokazatel~stva teoremy 2 pokazyvaet, qto

usloviØ (1.5) i (1.6) nußny tol~ko dlØ dokazatel~stva (2.24). Pofftomu my moßem zamenit~ usloviØ (1.5) i (1.6) v formulirovke teoremy 2, predpolagaØ vmesto nih spravedlivost~ (2.24). �to moßet sdelat~ utverßdenie bolee obwim.

Dokazatel~stvo sledstviØ 1. My primenim teoremu 2 v slu-

qae, kogda

G(x) = H(x)/L_H i u ≤ z = x_0 = x_1 < x = 2z. (2.26)

Soglasno (1.2), (1.3), (1.6) i (1.7), my imeem

A(u)/u ≤ B^2(u)/u^2 ≤ 1, (2.27) P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j ‖ > z ) ≤ n∑ j=1 P ( ‖ξ_j ‖ > z ) ≤ L_H /H(z) (2.28)

i spravedlivo neravenstvo (1.4). Nakonec, po teoreme 2 i v silu neravenstv (1.9), (2.26), (2.27) i (2.28),

P (Δ > 5z) ≤ P (Δ > 4z + A(u))

= P (Δ > x_0 + x_1 + x + A(u))

≤ 2 exp ( −z^2/16 u^2 ) + exp ( − a_3 z r u d^{9/2} log^∗ d )

+ P ( max 1≤j≤n ‖ξ_j ‖ > z ) + e/G(z)G(u) ≤ exp ( − a_5 z r u d^{9/2} log^∗ d ) + 2L_H H(z) , (2.29)

esli z > a_6 ru d^{15/2+α} log^∗ d log^∗ s, gde a_5, a_6 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot α i C. Zametim, qto mnoßitel~ pered ffksponentoæ moßet byt~ sdelan skol~ ugodno malym za sqet vybora veliqiny a_6 dostatoqno bol~xoæ. �

Dokazatel~stvo sledstviØ 2. Pust~ veliqiny LH i KH opre-

deleny ravenstvami (1.8) i (1.10) sootvetstvenno. Qtoby primenit~ sledstvie 1, my dolßny proverit~ vypolnenie usloviæ

G( · ) ∈ G(u), (1.4), (1.6) i (1.9) s G(x) = H(x)/L_H i

u = K_H . (2.30)

52 A. ı. ZA`CEV

V sootvetstvii s (1.10) i (2.30), my imeem G(u) = e^λ ≥ e^2. Takim obrazom, vypolneno (1.9). Zametim, qto, v usloviØh sledstviØ 2, funkciØ x/ log G(x) ne ubyvaet pri x > u. Deæstvitel~no, pri

x ≥ y ≥ u my imeem G(y) ≥ G(u) = e^λ i^{G(x)}_{xλ} ≤^{G(y)}_{yλ} . OboznaqaØ t = x/y ≥ 1, q = G(y), my poluqaem q ≥ e^λ, t^λ ≤ e^{λ(t−1)} ≤ q^{t−1}

i G(x) ≤ qt^λ ≤ q^t. Sledovatel~no, log G(x) ≤ t log q =^x_y log G(y). Takim obrazom, G( · ) ∈ G(u). Zametim, qto esli funkciØ H(x)/x^2 ne ubyvaet, to pri x > 0 max { B^2(x)/x^2, n∑ j=1 P (‖ξ_j‖ > x) } ≤ L_H H(x) = 1 G(x) . (2.31)

Takim obrazom, provereno (1.4). Soglasno (1.10) i (2.31), my imeem

B^2(u) ≤ u^2L_H /H(u) = u^2e^{−λ} ≤ u^2. (2.32)

Dokazano (1.6). OstaetsØ primenit~ sledstvie 1. �

Dokazatel~stvo sledstviØ 3. Dostatoqno primenit~ sledst-

vie 2 dlØ funkciæ H(x) = |x|^γ, γ ≥ 2, s λ = γ i K_H = e L^{1/γ}γ . � Literatura

1. I. Berkes, W. Philipp, Approximation theorems for independent and weakly dependent random vectors. — Ann. Probab. 7 (1979), 29–54.

2. A. A. Borovkov, O skorosti shodimosti v principe invariantnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 18 (1973), 217–234.

3. M. Csörgő, P. Révész, A new method to prove Strassen type laws of invariance principle. I; II. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 31 (1975), 255–259; 261–269.

4. M. Csörgő, P. Révész, Strong approximations in probability and statistics. New York, Academic Press, 1981.

5. S. Csörgő, P. Hall, The Komlós–Major–Tusnády approximations and their applications. — Austral. J. Statist. 26, ˝ 2 (1984), 189–218.

6. U. Einmahl, Extensions of results of Komlós, Major and Tusnády to the multivariate case. — J. Multivar. Anal. 28 (1989), 20–68.

7. J. Komlós, P. Major, G. Tusnády, An approximation of partial sums of independent RV’-s and the sample DF. I; II. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 32 (1975), 111–131; 34 (1976), 34–58.

8. P. Major, On the invariance principle for sums of independent identically distributed random variables. — J. Multivar. Anal. 8 (1978), 487–517.

9. ı. V. Prohorov, Shodimost~ sluqaænyh processov i predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 1 (1956), 177–238.

MNOGOMERNY` PRINCIP INVARIANTNOSTI 53

10. A. I. Sahanenko, Skorost~ shodimosti v principe invariantnosti dlØ raznoraspredelennyh veliqin s ffksponencial~nymi momentami. — V kn.: Trudy inst. matem. SO AN SSSR. t. 3, Novosibirsk, Nauka, 1984, s. 4–49.

11. A. I. Sahanenko, Ocenki v principe invariantnosti. — V kn.: Trudy inst. matem. SO AN SSSR. t. 5, Novosibirsk, Nauka, 1985, s. 27–44.

12. A. I. Sakhanenko, Estimates in the Invariance Principle in terms of truncated moments. — V kn.: IV International Conference Limit Theorems and Their Applications. Abstracts. Novosibirsk, 2006, s. 28.

13. Qi-Man Shao, Strong approximation theorems for independent random variables and their applications. — J. Multivar. Anal. 52, ˝ 1 (1995), 107–130.

14. A. V. Skorohod, IssledovaniØ po teorii sluqaænyh processov. Kiev, — Izd-vo Kievsk. un-ta, 1961.

15. A. ı. Zaæcev, Ocenki rasstoØniØ Levi–Prohorova v mnogomernoæ central~noæ predel~noæ teoreme dlØ sluqaænyh veliqin s koneqnymi ffksponencial~nymi momentami. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 31 (1986), 246–265.

16. A. Yu. Zaitsev, Multidimensional version of the results of Komlós, Major and Tusnády for vectors with finite exponential moments. — ESAIM : Probability and Statistics 2 (1998), 41–108.

17. A. Yu. Zaitsev, Multidimensional version of the results of Sakhanenko in the invariance principle for vectors with finite exponential moments. I; II; III. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 45 (2000), 718–738; 46 (2001), 535–561; 744–769.

18. A. Yu. Zaitsev, Estimates for the strong approximation in multidimensional Central Limit Theorem. — V kn.: Proceedings of the International Congress of Mathematicians. Bejing 2002. Vol. III. Invited Lectures. 2002, s. 107–116.

19. A. Yu. Zaitsev, Estimates for the strong approximation in multidimensional Central Limit Theorem. — V kn.: IV International Conference Limit Theorems and Their Applications. Abstracts. Novosibirsk, 2006, s. 35.

A. Yu. Zaitsev. Estimates for the rate of strong approximation in the multidimensional invariance principle.

The aim of this paper is to derive simplest consequences of the author’s result [17]. We obtain bounds for the rate of strong Gaussian approximation of sums of independent R^d-valued random variables ξ_j having finite moments of the form E H (‖ξ_j ‖), where H (x) is a monotone function growing not slower than x^2 and not faster than e^{cx}. A multidimensional version of the results of Sakhanenko [11] is obtained.

Postupilo 7 noØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN