Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

A. N. Borodin

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV OT SKAQKOOBRAZNYH DIFFUZI`

1. SkaqkoobraznaØ diffuziØ. Pust~ N (t), t ≥ 0, – process

Puassona s parametrom λ_1. Process N (t) moßet byt~ predstavlen v sledu¸wem vide

N (t) = max { l : l∑ k=1 τ_k ≤ t } = ∞∑ l=1 1I_{[0,∞)} ( t − l∑ k=1 τ_k ) , gde τ_k, k = 1, 2, . . ., – nezavisimye ffksponencial~no raspredelennye s parametrom λ_1 sluqaænye veliqiny, P(τ_k ≥ t) = e^{−λ1t}.

Pust~ Y_k, k = 1, 2, . . ., – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, ne zavisØwie ot processa N . Process

N_c(t) := N(t)∑

k=1 Y_k, nazyvaetsØ sloßnym processom Puassona.

�tot process moßno sqitat~ vyroßdennym skaqkoobraznym diffuzionnym processom, kogda v kaqestve diffuzii vystupaet postoØnnyæ process. DiffuziØm so skaqkami posvØweno mnogo rabot. Naibolee interesnoæ diffuzieæ so skaqkami ØvlØetsØ process

Z^{(μ)}(t) := μt + σW (t) + N(t)∑

k=1 Y_k, W (0) = 0,

gde W (t), t ≥ 0, – process brounovskogo dvißeniØ, ne zavisØwiæ ot processa N i veliqin Y_k, k = 1, 2, . . .. Process Z^{(μ)} nazyvaetsØ skaqkoobraznym brounovskim dvißeniem s lineænym snosom μ. �to – odnorodnyæ process s nezavisimymi priraweniØmi.

Rabota podderßana grantami RFFI 05-01-00911, RFFI-NNIO 04- 01-04000, NX 4222.2006.1, INTAS 03-51-5018 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 15

16 A. N. BORODIN

V rabote rassmatriva¸tsØ nekotorye obobweniØ diffuziæ so skaqkami. Odnim iz osnovnyh aspektov ØvlØetsØ to, qto veliqina skaqka moßet zaviset~ ne tol~ko ot veliqin Y_k, k = 1, 2, . . ., no i ot poloßeniØ processa pered skaqkom. Takim obrazom, skaqok zadaetsØ nekotoroæ funkcieæ ρ(x, y), gde v pervyæ argument budet podstavlØt~sØ znaqenie processa pered skaqkom, a vo vtoroæ – veliqiny Y_k, k = 1, 2, . . ..

Sledu¸wee obobwenie svØzano s momentami skaqkov. V klassiqeskoæ situacii momentami slußat vremena skaqkov processa Puassona, t.e. momenty sledu¸wie qerez intervaly τ_k, k =

1, 2, . . .. Moßno rassmotret~ bolee obwie momenty, zavisØwie

ot povedeniØ diffuzii meßdu skaqkami. Takie momenty ØvlØ- ¸tsØ pervymi momentami prevyxeniØ urovneæ τ_k nekotorym integral~nym funkcionalom ot diffuzii.

Osnovnoæ cel~¸ raboty ØvlØetsØ poluqenie rezul~tatov, pozvolØ¸wih vyqislØt~ raspredeleniØ funkcionalov ot obobwennyh skaqkoobraznyh diffuziæ. Poputno rexaetsØ zadaqa o preobrazovanii mer, otveqa¸wih razliqnym skaqkoobraznym diffuziØm.

DlØ diffuziæ bez skaqkov ffti voprosy byli rexeny v klassiqeskih rabotah M. Kaca [1] i I. V. Girsanova [2]. DlØ processov s nezavisimymi priraweniØmi takie zadaqi izuqeny v monografii A. V. Skorohoda [3]. DlØ skaqkoobraznogo brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom interesnye rezul~taty o raspredelenii supremuma processa poluqil �. Mordeckiæ [4]. Rabota �. Mordeckogo povliØla na napisanie avtorom stat~i [5], v kotoroæ, pri opredelennyh predpoloßeniØh, poluqeny Øvnye formuly dlØ sovmestnogo raspredeleniØ infimuma i supremuma skaqkoobraznogo brounovskogo dvißeniØ.

Rassmotrim odnorodnu¸ diffuzi¸ X. TakaØ diffuziØ ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ: s veroØtnost~¸ edinica dlØ l¸byh s ≤ t ≤ T

X(t) = X(s) + t∫ s μ(X(u)) du + t∫ s σ(X(u)) dW (u), (1.1) gde funkcii μ(x), σ(x) udovletvorØ¸t uslovi¸ Lipxica, σ(x) ≠ 0 dlØ vseh x ∈ R i X(0) = x.

SkaqkoobraznaØ diffuziØ, oboznaqim ee J, opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, qto brounovskoe dvißenie W ne

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 17

zavisit ot veliqin τ_k i Y_k, k = 1, 2, . . .. DlØ τ_0 = 0 ≤ t ≤ τ_1 pola-

gaem J(t) = X(t), a dlØ^l ∑ k=1 τ_k ≤ t <^{l+1} ∑ k=1 τ_k, l = 1, 2, . . ., opredelØem

J kak rexenie stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ J(t) = ρ ( J (_lP k=1 τ_k − ) , Y_l ) + t∫ lP_{k=1 τk}^{μ(J(u)) du+} t∫ lP_{k=1 τk}^{σ(J(u)) dW (u), (1.2)}

gde ρ(x, y) – nekotoraØ funkciØ. V moment^l ∑ k=1 τ_k skaqkoobraznaØ

diffuziØ J naqinaetsØ zanovo kak obyqnaØ diffuziØ X, vyhodØ-

waØ iz toqki ρ ( J (_lP k=1 τ_k − ) , Y_l ) . Zdes~ i dalee polagaem q− = lim_{s↑q} s.

Rassmotrim semeæstvo X_{s,x}(t), x ∈ R, t ∈ [s, T ], rexeniæ stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ X_{s,x}(t) = x + t∫ s μ(X_{s,x}(u)) du + t∫ s σ(X_{s,x}(u)) dW (u). Togda s veroØtnost~¸ edinica dlØ kaßdogo fiksirovannogo momenta s X(t) = X_{s,X(s)}(t) dlØ s ≤ t ≤ T. ˚sno, qto dlØ^l ∑ k=1 τ_k ≤ t <^{l+1} ∑ k=1 τ_k J(t) = X lP k=1 τ_k,ρ (_J(_lP k=1 τ_k− )_{,Yl})(t). (1.3) Differencial~naØ forma uravneniØ (1.2) imeet vid dJ(t) = μ(J(t)) dt + σ(J(t)) dW (t) + ( ρ ( J(t−), Y_{N(t)} ) − J(t−) ) dN (t), J(0) = x. (1.4)

Pust~ G(x), x ∈ R, – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ. Spravedlivo sledu¸wee obobwenie formuly Ito: dG(J(t)) = G^′(J(t)) ( μ(J(t)) dt + σ(J(t)) dW (t) ) + σ2(J(t)) 2 G^{′′}(J(t)) dt+ + ( G ( ρ ( J(t−), Y_{N(t)} )) − G(J(t−)) ) dN (t). (1.5)

18 A. N. BORODIN

Formula (1.5) moßet byt~ zapisana v integral~nom vide: G(J(t))−G(J(0)) =

= t∫ 0 G^′(J(u))σ(J(u)) dW (u)+ t∫ 0 ( G^′(J(u))μ(J(u))+ σ2 (J(u)) 2 G^{′′}(J(u)) ) du

+ ∫ [0,t] ( G(ρ ( J(u−), Y_{N(u)} ) ) − G(J(u−)) ) dN (u). (1.6)

�ta formula ØvlØetsØ sledstviem opredeleniØ processa J i

klassiqeskiæ formuly Ito. Deæstvitel~no, poloßim t_l :=^l ∑ k=1 τ_k,

l = 1, 2, . . . i t_0 = 0. Togda G(J(t))−G(J(0)) = N(t)∑

l=1 (G(J(t_l))−G(J(t_{l−1} )))+G(J(t))−G(J(t_{N(t)} )) =

= N(t)∑

l=1 (G(J(t_l−)) − G(J(t_{l−1}))) + G(J(t)) − G(J(t_{N(t)}))+

+ N(t)∑

l=1 (G(J(t_l)) − G(J(t_l−))). Imeem, N(t)∑

l=1 (G(J(t_l)) − G(J(t_l−))) = N(t)∑

l=1 ( G(ρ ( J ( t_l − ) , Y_l ) ) − G(J(t_l−)) ) =

= ∫ [0,t] ( G(ρ ( J(u−), Y_{N(u)} ) ) − G(J(u−)) ) dN (u). S drugoæ storony, G(J(t_l−))−G(J(t_{l−1})) =

= G ( ρ ( J ( t_{l−1} − ) , Y_{l−1} ) + t_l∫

t_l�_1 μ(J(u)) du + t_l∫

t_l�_1 σ(J(u)) dW (u) ) −

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 19 −G(ρ ( J ( t_{l−1} − ) , Y_{l−1} )) , i primenenie formuly Ito daet integral~nu¸ qast~ formuly (1.6).

Vaßno, qto

dE_xG(J(t)) = E_x{G^′(J(t))μ(J(t))} dt +^1_2 E_x{σ^2(J(t))G^{′′}(J(t))} dt

+λ_1 ( E_xG(ρ(J(t), Y )) − E_xG(J(t)) ) dt, (1.7) gde Y – sluqaænaØ veliqina, ne zavisØwaØ ot processa J i raspredelennaØ kak Y_1. �to ØvlØetsØ sledstviem togo, qto process

J(t) izmerim otnositel~no σ-algebry

G_t = σ ( W (s), 0 ≤ s ≤ t, Y_k, τ_k, k ≤ N (t) ) , poroßdennoæ brounovskim dvißeniem do momenta vremeni t i veliqinami Y_k, τ_k do momenta N (t). Process J(t−) izmerim, sootvetstvenno, otnositel~no G_{t−}. Para dN (t), Y_{N(t)} ne zavisit ot σ-algebry G_{t−}. Krome togo, E_xdW (t) = 0, E_xdN (t) = λ_1 dt.

Pust~ G(x) – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ, ime¸waØ obratnu¸ G^(�^{1)}(x), to est~ G^(�^{1)}(G(x)) = x. Togda

~J(t) := G(J(t)) snova ØvlØetsØ skaqkoobraznoæ diffuzieæ. Takim

obrazom, klass skaqkoobraznyh diffuziæ zamknut otnositel~no kompoziciæ s obratimymi dvaßdy nepreryvno differenciruemymi funkciØmi.

DlØ dokazatel~stva fftogo vyvedem stohastiqeskoe differencial~noe uravnenie dlØ processa ~J(t). PrimenØØ formulu Ito, imeem dG(J(t)) = G^′(J(t))μ(J(t)) dt + G^′(J(t))σ(J(t)) dW (t)+ + σ2(J(t)) 2 G^{′′}(J(t)) dt + ( G(ρ ( J(t−), Y_{N(t)} ) ) − G(J(t−)) ) dN (t). PolagaØ ρ̃(x, y) := G(ρ(G^(�^{1)} (x), y)),

μ̃(x) := G^′(G^(�^{1)} (x))μ(G^(�^{1)} (x)) +^1_2 G^{′′}(G^(�^{1)} (x))σ^2(G^(�^{1)} (x)), (1.8)

σ̃(x) := G^′(G^(�^{1)} (x))σ(G^(�^{1)} (x)), (1.9)

i ispol~zuØ ravenstva J(t) = G^(�^{1)} ( ~J(t)), poluqaem d ~J(t) = μ̃( ~J(t)) dt + σ̃( ~J(t)) dW (t)+

20 A. N. BORODIN + ( ρ̃ ( ~ J(t−), Y_{N(t)} ) − ~J(t−) ) dN (t), ~J(0) = G(x), (1.10)

Sledovatel~no, dlØ processa ~J(t) = G(J(t)) vypolnØetsØ uravnenie vida (1.4), i pofftomu process ~J(t) = G(J(t)), t ≥ 0, ØvlØetsØ skaqkoobraznoæ diffuzieæ.

2. Primery skaqkoobraznyh diffuziæ. Predpoloßim, qto

brounovskoe dvißenie W , process Puassona N i veliqiny

{Y_k}^∞_{k=1} nezavisimy. Poloßim ν = μ − σ^2/2,

Z^{(ν)}(t) := (μ − σ^2/2)t + σW (t) + N(t)∑

k=1 Y_k, W (0) = 0. (2.1)

Pust~ G(x) = e^x. Togda, soglasno (1.10), process ~Z(t) = e^{Z(ν)(t)} ØvlØetsØ rexeniem lineænogo uravneniØ d ~Z(t) = μ ~Z(t) dt + σ ~Z(t) dW (t) + ~Z(t−) ( e^{YN(t)} − 1 ) dN (t), ~Z(0) = 1, (2.2) poskol~ku ρ̃(x, y) = exp(ln x + y) = xe^y. Process ~Z estestvenno nazvat~ skaqkoobraznym geometriqeskim (ffksponencial~nym) brounovskim dvißeniem, po analogii s diffuzieæ bez skaqkov, kogda Y_k ≡ 0, k = 1, 2, . . .. Takie processy qasto ispol~zu¸tsØ v razliqnyh modelØh, svØzannyh s finansovoæ matematikoæ (sm., naprimer, [6]).

Sledu¸wiæ primer voznikaet po analogii s besselevskimi processami, kotorye ØvlØ¸tsØ radial~noæ qast~¸ mnogomernogo brounovskogo dvißeniØ s nezavisimymi koordinatami.

Pust~ {W_l(s), s ≥ 0}, l = 1, 2, . . ., n, – semeæstvo nezavisimyh brounovskih processov. Process R^{(n)}, opredelØemyæ formuloæ

R^{(n)}(t) := √ W^2_1 (t) + W^2_2 (t) + · · · + W^2_n (t), t ≥ 0,

nazyvaetsØ n-mernym besselevskim processom ili besselevskim processom porØdka n/2 − 1.

Pust~ skaqkoobraznye diffuzii {J_l(s), s ≥ 0}, l = 1, 2, . . ., n, opredelØ¸tsØ sledu¸wimi uravneniØmi:

dJ_l(t) = dW_l(t) + (√ αJ^2_l (t−) + Y^{(l)}_{N(t)} − J_l(t−) ) dN (t), (2.3)

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 21 gde (Y^{(1)}_k , Y^{(2)}_k , . . . , Y^{(n)}_k ), k = 1, 2, . . ., – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye vektora s neotricatel~nymi komponentami, a α – proizvol~naØ neotricatel~naØ konstanta. Vybor funkcii skaqkov ρ(x, y) = √ αx^2 + y predopredelen ßelani-

em poluqit~ sledu¸wiæ rezul~tat: radial~naØ qast~ mnogomernoæ skaqkoobraznoæ diffuzii^→J (t) = (J_1(t), J_2(t), . . . , J_n(t)) snova ØvlØetsØ skaqkoobraznoæ diffuzieæ.

Pust~

Z_n(t) := √ J^2_1 (t) + J^2_2 (t) + · · · + J^2_n(t), t ≥ 0.

Togda Z_n ØvlØetsØ skaqkoobraznoæ diffuzieæ, opredelØemoæ uravneniem dZ_n(t) = n � 1_{2Zn(t) dt + dW (t) +}^{(√}_{αZ2n(t−) + SN(t) − Zn(t−)}^)_{dN (t),} (2.4) gde S_k :=^n ∑ l=1 Y^{(l)}_k .

DlØ dokazatel~stva fftogo rezul~tata primenim formulu Ito (1.5) (G(x) = x^2) k kaßdomu slagaemomu processa Y_n(t) = Z^2_n(t). Imeem

dY_n(t) = 2 n∑ l=1 J_l(t) dW_l(t) + n dt + n∑ l=1 ( (α − 1)J^2_l (t−) + Y^{(l)}_{N(t)} ) dN (t). (2.5) Vospol~zuemsØ sledu¸wim variantom izvestnogo rezul~tata.

Lemma 2.1. Pust~ G^l_t = σ^(Wl(s), 0 ≤ s ≤ t, Y^{(l)}_k , τk, k ≤ N (t)^) –

σ-algebra sobytiæ, poroßdennaØ brounovskim dvißeniem W_l, l = 1, . . . , n, do momenta vremeni t i veliqinami Y^{(l)}_k , τ_k do momenta N (t). Pust~ f_l(t), t ≥ 0, pri kaßdom l – progressivno izmerimyæ process otnositel~no semeæstva σ-algebr G^l_t.

Togda suwestvuet takoæ process brounovskogo dvißeniØ W , qto dlØ vseh t > 0 veliqiny W (t) izmerimy otnositel~no G_t := ⋃_n l=1G^l_t, i n∑ l=1 t∫ 0 f_l(s) dW_l(s) = t∫ 0 ( n∑ l=1 f^2_l (s) )_{1/2} dW (s). (2.6)

22 A. N. BORODIN

Process J_l(t) progressivno izmerim, otnositel~no G^l_t, pofftomu n∑ l=1 t∫ 0 J_l(s) dW_l(s) = t∫ 0 √ Y_n(s) dW (s). Togda (2.5) moßno perepisat~ v sledu¸wem vide

dY_n(t) = 2 √ Y_n(t) dW (t) + n dt + ( (α − 1)Y_n(t−) + S_{N(t)} ) dN (t). (2.7)

�to – uravnenie vida (1.4) dlØ skaqkoobraznogo processa Y_n. Poskol~ku Z_n(t) = √ Y_n(t), to primenØØ formulu Ito (1.5) (G(x) = √ x), poluqim (2.4).

3. ObobwennaØ skaqkoobraznaØ diffuziØ. Rassmotrim ob-

obwenie skaqkoobraznoæ diffuzii. DlØ neotricatel~noæ kusoqno nepreryvnoæ funkcii g^∘ moment

–1 := min^{s : s∫ 0 g^∘(X(v)) dv > τ_1 }

ØvlØetsØ momentom obratnym k integral~nomu funkcionalu ot diffuzii X. DlØ 0 ≤ t ≤ –_1 polagaem J^∘(t) = X(t), gde X – rexenie uravneniØ (1.2). Process J^∘ opredelØetsØ rekurrentno. DlØ

l = 1, 2, . . . on ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differenci-

al~nogo uravneniØ

J^∘(t) = ρ ( J^∘(–_l−), Y_l ) + t∫ –l μ(J^∘(u)) du + t∫ –l σ(J^∘(u)) dW (u) (3.1)

na promeßutke vremeni –_l ≤ t < –_{l+1}, gde

–l+1 := min^{s ≥ –l : s∫ –l g^∘(J^∘(v)) dv > τ_l } , i τ_k, k = 1, 2, . . ., ØvlØ¸tsØ nezavisimymi ffksponencial~no raspredelennymi sluqaænymi veliqinami s parametrom λ_1.

Zametim, qto –_l =^l ∑ k=1 τ_k pri g^∘ ≡ 1 i J^∘ sovpadaet s J.

V kaßdyæ moment –_l skaqkoobraznaØ diffuziØ J^∘ naqinaetsØ zanovo kak obyqnaØ diffuziØ X iz toqki ρ ( J^∘(–_l−), Y_l ) .

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 23 Pust~

S(t) = max { l : –l ≤ t^} =^{∞∑}_{l=1} 1I_{[0,∞)}^(t − –l^).

DiffuziØ J^∘ ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ

dJ^∘(t) = μ(J^∘(t)) dt + σ(J^∘(t)) dW (t)+ + ( ρ ( J^∘(t−), Y_{S(t)} ) − J^∘(t−) ) dS(t), J(0) = x. (3.2)

Pust~ G(x), x ∈ R, – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ.

Spravedlivo sledu¸wee obobwenie formuly Ito

dG(J^∘(t)) = G^′(J^∘(t))(μ(J^∘(t)) dt+σ(J^∘(t)) dW (t))+ σ2 (J(t)) 2 G^{′′}(J^∘(t)) dt + ( G(ρ ( J^∘(t−), Y_{S(t)} ) ) − G(J^∘(t−)) ) dS(t). (3.3) 4. RaspredeleniØ integral~nyh funkcionalov i funkcionalov infimuma i supremuma. Rassmotrim metod vyqisleniØ

sovmestnogo raspredeleniØ integral~nogo funkcionala

A(t) := t∫ 0 f(J^∘(s)) ds, f ≥ 0, i funkcionalov infimuma i supremuma inf_{0≤s≤t} J^∘(s), sup_{0≤s≤t} J^∘(s).

Pust~ τ – ne zavisØwiæ ot processa {J^∘(s), s ≥ 0}, ffksponencial~no raspredelennyæ s parametrom λ > 0 sluqaænyæ moment.

Oboznaqim P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßidanie po processu J^∘ pri uslovii J^∘(0) = x. V dal~neæxem dlØ kratkosti budem ispol~zovat~ oboznaqenie E{ξ; A} := E{ξ1I_A}.

Otmetim, qto process S(t), t ≥ 0, podobno processu Puassona, sqitaet qislo skaqkov k momentu vremeni t, soverxennyh diffuzieæ J^∘, i dS(t) ravnØetsØ edinice ili nul¸ v zavisimosti ot togo prinadleßit –_l intervalu [t, t + dt) dlØ nekotorogo

l = 1, 2, . . ., ili net.

24 A. N. BORODIN

Teorema 4.1. Pust~ Φ(x), f(x) i g^∘(x), x ∈ [a, b], – kusoqno

nepreryvnye funkcii. Predpoloßim, qto f ≥ 0, g^∘ ≥ 0 i sup x∈[a,b] Ee^{h(x,Y1 )} ≤ 1. Togda funkciØ

Q(x) := E_x { Φ(J^∘(τ )) exp ( − τ∫ 0 f(J^∘(s)) ds+ ∫ [0,τ] h ( J^∘(s−), Y_{S(s)} ) dS(s) ) ;

a ≤ inf_{0≤s≤τ} J^∘(s), sup_{0≤s≤τ} J^∘(s) ≤ b }

ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ

Q(x) = M (x) + ∞∫ −∞ G_z(x) E{e^{h(z,Y1)}Q(ρ(z, Y_1))} dz, (4.1) gde M (x), x ∈ (a, b), – edinstvennoe rexenie zadaqi σ2(x) 2 M^{′′}(x) + μ(x)M^′(x) − (λ + λ_1g^∘(x) + f(x))M (x) = −λΦ(x), (4.2)

M (a) = 0, M (b) = 0, (4.3)

i G_z(x) – edinstvennoe rexenie zadaqi σ2(x) 2 G^{′′}(x)+μ(x)G^′(x)−(λ+λ_1 g^∘(x)+f(x))G(x) = 0, x ∈ (a, b)\{z}, (4.4)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1g^∘(z)/σ^2(z),

(4.5)

G(a) = 0, G(b) = 0. (4.6)

Polagaem M (x) = 0, G_z(x) = 0 dlØ x, z ∉ (a, b).

Zameqanie 4.1. FunkciØ Q(x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstven-

nym rexeniem sledu¸wego integro-differencial~nogo uravne- niØ 1 2 σ^2(x)Q^{′′}(x) + μ(x)Q^′(x) − (λ + λ_1g^∘(x) + f(x))Q(x) =

= −λΦ(x) − λ_1g^∘(x) ∞∫ −∞ e^{h(x,y)}Q(ρ(x, y)) dF (y), (4.7)

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 25 s graniqnymi usloviØmi

Q(a) = 0, Q(b) = 0. (4.8)

Zdes~ F (y) – funkciØ raspredeleniØ sluqaænyh veliqin Y_k, k =

1, 2, . . .. Esli a = −∞ ili b = ∞, to predpoloßim, qto Φ(x) i g^∘(x), x ∈ R, – ograniqenye funkcii. Togda Q – edinstvennoe

ograniqennoe rexenie (4.7).

Deæstvitel~no, G_z(x) – funkciØ Grina, pofftomu dlØ proizvol~noæ funkcii T (x), x ∈ [a, b], funkciØ

U (x) := ∞∫ −∞ G_z(x) T (z) dz (4.9)

ØvlØetsØ pri x ∈ (a, b) edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 σ^2(x)U^{′′}(x) + μ(x)U^′(x) − (λ + λ_1g^∘(x) + f(x))U (x) = −λ_1g^∘(x)T (x),

U (a) = 0, U (b) = 0.

Iz (4.1) imeem

Q(x) = M (x) + U (x) (4.10)

dlØ T (x) = E { e^{h(x,Y1)}Q(ρ(x, Y_1)) } . Summa funkciæ M i U udovletvorØet zadaqe (4.7), (4.8).

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. Dokaßem, qto dlØ ograniqen-

noæ funkcii M i funkcii G_z, udovletvorØ¸weæ

sup_{x∈} R ∞∫ −∞ |G_z(x)| dz = q < 1, uravnenie (4.1) imeet edinstvennoe ograniqennoe rexenie. DlØ neotricatel~nyh M i G_z rexenie neotricatel~no.

Primenim metod posledovatel~nogo priblißeniØ. Polagaem

Q_0(x) = M (x),

Q_n(x) = ∞∫ −∞ G_z(x) E{e^{h(z,Y1 )}Q_{n−1}(ρ(z, Y_1))} dz.

26 A. N. BORODIN Togda

sup_{x∈} R^{|Qn(x)| ≤ sup}x∈R^{|Qn−1(x)| sup}x∈R ∞∫ −∞ |G_z(x)| dz ≤ q^n sup_{x∈} R^{|M (x)|.} Pofftomu rØd Q(x) =^∞ ∑ n=0 Q_n(x) shoditsØ ravnomerno po x.

˚sno, qto n∑ k=0 Q_k(x) = M (x) + ∞∫ −∞ G_z(x) E { e^{h(z,Y1)} n−1∑ k=0 Q_k(ρ(z, Y_1)) } dz. PerehodØ v fftom ravenstve k predelu, poluqaem, qto funkciØ Q – rexenie uravneniØ (4.1). DlØ M ≡ 0 imeem

sup_{x∈} R^{|Q(x)| ≤ sup}x∈R^{|Q(x)| q.} Poskol~ku q < 1, ffto vleqet Q ≡ 0. Pofftomu uravnenie (4.1) imeet edinstvennoe ograniqennoe rexenie.

Poloßim

M (x) := E_x { Φ(X(τ )) exp ( − τ∫ 0 (λ_1g^∘(X(s)) + f(X(s))) ds ) ;

a ≤ inf_{0≤s≤τ} X(s), sup_{0≤s≤τ} X(s) ≤ b } . Togda M ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (4.2), (4.3) (dlØ brounovskogo dvißeniØ sm., naprimer, [7], teorema 2.2, gl. 2).

Poloßim

G_z(x) := d dz E_x { exp ( − –1∫ 0 (λ + f(X(s))) ds ) ; a ≤ inf_{0≤s≤} –1 X(s), sup_{0≤s≤} –1 X(s) ≤ b, X(–_1) < z } . Togda G_z ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (4.4)–(4.6) (dlØ brounovskogo dvißeniØ sm., naprimer, [8], teorema 5.1).

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 27 Poskol~ku sup_{x∈} R^{g∘(x) ≤ M} , togda –_1 ≥ τ_1/M i dlØ vseh x ∞∫ −∞ G_z(x) dz ≤ E_x exp ( − –1∫ 0 (λ + f(X(s))) ds ) ≤

≤ Ee^{−λτ1 /M} = λ1 λ1 + λ/M = q < 1. �to vleqet, qto uravnenie (4.1) imeet edinstvennoe ograniqennoe rexenie.

Po opredeleni¸ processa J^∘, pri uslovii X(–_1) = z i Y_1 = y, process ~J^∘(s) := J^∘(s + –_1), s ≥ 0, raspredelen takße kak process

J^∘(s), s ≥ 0, pri uslovii X(0) = ρ(z, y). Poloßim ~S(s) := S(s+–_1 ), s ≥ 0. DlØ kratkosti izloßeniØ sqitaem a = −∞, b = ∞. Tak kak

sobytie τ ≤ –_1 ffkvivalentno sobyti¸^τ ∫ 0 g^∘(X(s)) ds ≤ τ_1, imeem

Q(x) = E_x { Φ(X(τ )) exp ( − τ∫ 0 f(X(s)) ds ) ; τ ≤ –_1 } + ∞∫ −∞ E_x { Φ(J^∘(τ ))

× exp ( − –1∫ 0 f(X(s)) ds − τ∫ –1 f(J^∘(s)) ds + ∫ (–1,τ] h ( J^∘(s−), Y_{S(s)} ) dS(s) ) e^{h(z,Y1 )}; X(–1) ∈ dz, –1 < τ^} = M (x) + ∞∫ −∞ E_x { exp ( − –1∫ 0 (λ + f(X(s))) ds ) ; X(–1) ∈ dz^}E^{e^{h(z,Y1 )}E_{ρ(z,Y1)}^{Φ(^~J^∘(τ̃ )) exp^( − τ̃∫ 0 f( ~J^∘(s))ds )

× exp ( ∫ [0,τ̃] h( ~J^∘(s−), Ye_{S(s)})d ~S(s) )}} =

= M (x) + ∞∫ −∞ G_z(x) E{e^{h(z,Y1)}Q(ρ(z, Y_1))} dz. V predyduwem ravenstve my ispol~zovali nezavisimost~ momenta τ ot processa J^∘(s) i –_1. �to pozvolØet nam zamenit~ τ − –_1

28 A. N. BORODIN na τ̃ , gde τ̃ – ffksponencial~no raspredelennaØ s parametrom λ sluqaænaØ veliqina, ne zavisØwaØ ot processa ~J^∘(s), s ≥ 0. BlagodarØ fftoæ zamene poØvilos~ slagaemoe λ pered f v argumente pervoæ pokazatel~noæ funkcii. Teorema dokazana. � 5. Preobrazovanie mery. Rassmotrim dve odnorodnye dif-

fuzii dX_l(t) = σ(X_l (t))dW (t) + μ_l(X_l (t))dt, X_l = x, l = 1, 2, i dve posledovatel~nosti nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin Y^{(l)}_k s absol¸tno nepreryvnymi raspredeleniØmi^{dF2(y)}_{dF1(y)} = p(y). Pust~ J_l, l = 1, 2, – dve skaqkoobraz-

nye diffuzii, opredelennye po X_l , Y^{(l)}_k , l = 1, 2, s odinakovoæ funkcieæ ρ(x, y). Togda, mery otveqa¸wie skaqkoobraznym diffuziØm J_2 i J_1, sußennye na σ-algebru G_t, ime¸t proizvodnu¸ Radona–Nikodima dP_{J2} dP_{J1} | |_{Gt} = N(t)∏

k=1 p(Y^{(1)}_k )×

× exp (^t∫ 0 μ2(J1(s)) � μ1(J1(s)) σ2(J1(s)) dW (s) − t∫ 0 (μ2(J1(s)) � μ1(J1(s)))2 2σ2(J1(s)) ds ) . (5.1) Ispol~zuØ formulu stohastiqeskogo differencirovaniØ (1.8), moßno perepisat~ fftu proizvodnu¸ bez stohastiqeskogo integrala.

Poloßim

h(x) :=^1σ_{2(}x_) (μ_2(x) − μ_1(x)), H(x) := x∫ 0 h(y) dy. Predpoloßim, qto h – differenciruemaØ funkciØ, H(x), x ∈ R, ograniqena, i E { e^{−H(ρ(x,Y (2)1 ))} } = E { p(Y^{(1)}_1 )e^{−H(ρ(x,Y (1)1 ))} } ≤ e^{−H(x)}.

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 29 Togda s veroØtnost~¸ edinica

Θ(t) := dP_{J2} dP_{J1} | |_{Gt} = e^{H(J1 (t))−H(J1(0))}×

× exp ( − t∫ 0 μ2(J1(s)) � μ21(J1(s)) 2σ2(J1(s)) ds − t∫ 0 σ2(J1(s)) 2 h^′(J_1(s)) ds

− ∫ [0,t] ( H ( ρ ( J(s−), Y^{(1)}_{N(s)} )) − H(J(s−)) ) dN (s) )^{N(t)}∏ k=1 p(Y^{(1)}_k ).

(5.2)

�to utverßdenie ffkvivalentno sledu¸wemu: dlØ l¸bogo ograniqennogo izmerimogo funkcionala ℘(X(s), 0 ≤ s ≤ t)

E_x℘(J_2(s), 0 ≤ s ≤ t) = E_x { ℘(J_1(s), 0 ≤ s ≤ t)Θ(t) } , (5.3)

ili sledu¸wemu: dlØ proizvol~nogo λ > 0 i ffksponencial~no raspredelennogo s parametrom λ sluqaænogo momenta vremeni τ , ne zavisØwego ot σ-algebry G^∞_0 ,

E_x℘(J_2(s), 0 ≤ s ≤ τ ) = E_x { ℘(J_1(s), 0 ≤ s ≤ τ )Θ(τ ) } . (5.4)

My dokaßem (5.4) dlØ funkcionalov integral~nogo tipa i funkcionalov, zada¸wih poloßenie diffuzii v moment vremeni τ , ispol~zuØ teoremu 4.1 dlØ g^∘ ≡ 1. V silu markovosti processov J_l, l = 1, 2, funkcionaly, zada¸wie poloßenie diffuzii, uße odnoznaqno opredelØ¸t meru processa.

Poskol~ku N(τ)∏

k=1 p(Y^{(1)}_k ) = exp ( ∫ [0,τ] ln p ( Y^{(1)}_{N(s)} ) dN (s) ) , to, soglasno teoreme 4.1 dlØ g^∘ ≡ 1, funkciØ

Q(x) : = E_x { Φ(J_1(τ ))e^{H(J1 (τ))} exp ( − τ∫ 0 f(J_1(s)) ds

− τ∫ 0 μ2(J1(s)) � μ21(J1(s)) 2σ2(J1(s)) ds − τ∫ 0 σ2(J1(s)) 2 h^′(J_1(s)) ds

− ∫ [0,τ] ( H ( ρ ( J_1(s−), Y^{(1)}_{N(s)} )) − H(J_1(s−)) − ln p ( Y^{(1)}_{N(s)} )) dN (s) )}

30 A. N. BORODIN ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ

Q(x) = M (x) + ∞∫ −∞ G_z(x)e^{H(z)} E{p(Y^{(1)}_1 )e^{−H(ρ(z,Y (1)1 ))}Q(ρ(z, Y^{(1)}_1 ))} dz,

(5.5) gde M (x) – edinstvennoe rexenie zadaqi 1 2 σ^2(x)M^{′′}(x) + μ_1(x)M^′(x) − ( λ + λ_1 + f(x)+

+^1σ_{2(}x_) (μ^2(x) − μ^2(x)) +^1_2 σ^2(x)h^′(x) ) M (x) = −λΦ(x)e^{H(x)}, (5.6) i G_z(x) – edinstvennoe rexenie zadaqi 1 2 σ^2(x)G^{′′}(x) + μ_1(x)G^′(x) − ( λ_1 + λ + f(x)+

+^1σ_{2(}x_) (μ^2(x) − μ^2(x)) +^1_2 σ^2(x)h^′(x) ) G(x) = 0, x ≠ z, (5.7)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1/σ^2(z). (5.8)

DelaØ zamenu ~M(x) := e^{−H(x)}M (x) i ~G_z(x) := e^{−H(x)}G_z(x)e^{H(z)}, poluqaem, qto ffti funkcii udovletvorØ¸t zadaqam σ2(x) 2 ~M^{′′}(x) + μ_2(x) ~M^′(x) − (λ + λ_1 + f(x)) ~M (x) = −λΦ(x), (5.9) σ2(x) 2 ~G^{′′}(x) + μ_2(x) ~G^′(x) − (λ_1 + λ + f(x)) ~G(x) = 0, x ≠ z, (5.10)

~G^′(z + 0) − ~G^′(z − 0) = −2λ_1/σ^2(z). (5.11)

Iz (5.5) sleduet, qto ~Q(x) := e^{−H(x)}Q(x) – rexenie uravneniØ ~Q(x) = ~M (x) + ∞∫ −∞ ~G_z(x) E{ ~Q(ρ(z, Y^{(2)}_1 ))} dz. (5.12)

Togda snova po teoreme 4.1 dlØ g^∘ ≡ 1

~Q(x) := E_x { Φ(J_2(τ )) exp ( − τ∫ 0 f(J_2(s)) ds )} . (5.13)

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 31 PrinimaØ vo vnimanie opredeleniØ funkciæ Q(x) i Θ(t), imeem

E_x { Φ(J_2(τ )) exp ( − τ∫ 0 f(J_2(s)) ds )} =

= E_x { Φ(J_1(τ )) exp ( − τ∫ 0 f(J_1(s)) ds ) Θ(τ ) } . �to dokazyvaet (5.4).

6. RaspredeleniØ funkcionalov ot skaqkoobraznyh diffuziæ, ostanovlennyh v moment, obratnyæ k integral~nomu funkcionalu. Rassmotrim problemu vyqisleniØ rasprede-

leniæ funkcionalov ot skaqkoobraznyh diffuziæ, ostanovlennyh v moment, obratnyæ k integral~nomu funkcionalu. �tot moment opredelØetsØ formuloæ

ν(t) := min { s : s∫ 0 g(J(v)) dv > t } , gde g – neotricatel~naØ funkciØ. Otmetim, qto ν(0) moßet ne ravnØt~sØ nul¸.

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ kl¸qevym dlØ rexeniØ zadaqi vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov ot skaqkoobraznyh diffuziæ, ostanovlennyh v moment, obratnyæ k integral~nomu funkcionalu.

Teorema 6.1. Pust~ Φ(x), f(x) i g(x), x ∈ [a, b], – kusoqno nepre-

ryvnye funkcii. Predpoloßim, qto f ≥ 0 i g ≥ 0. Togda funkciØ

V (x) := E_x { Φ(J(ν)) exp ( − ν∫ 0 f(J(s)) ds ) ; a ≤ inf_{0≤s≤ν}J(s), sup_{0≤s≤ν}J(s) ≤ b }

ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym rexeniem uravneniØ

V (x) = M (x) + ∞∫ −∞ G_z(x) E{V (ρ(z, Y_1))} dz, (6.1)

32 A. N. BORODIN gde M (x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi 1 2 σ^2(x)M^{′′}(x) + μ(x)M^′(x) − (λg(x) + λ_1 + f(x))M (x) = −λg(x)Φ(x),

(6.2)

M (a) = 0, M (b) = 0, (6.3) i G_z(x) – edinstvennoe rexenie zadaqi 1 2 σ^2(x)G^{′′}(x)+μ(x)G^′(x)−(λg(x)+λ_1 +f(x))G(x) = 0, x ∈ (a, b)\{z}, (6.4)

G^′(z + 0) − G^′(z − 0) = −2λ_1/σ^2(z), (6.5)

G(a) = 0, G(b) = 0. (6.6) Polagaem M (x) = 0, G_z(x) = 0 dlØ x, z ∉ (a, b).

Zameqanie 6.1. FunkciØ V (x), x ∈ (a, b), ØvlØetsØ edinstven-

nym rexeniem uravneniØ 1 2 σ^2(x)V^{′′}(x) + μ(x)V^′(x) − (λg(x) + λ_1 + f(x))V (x) =

= −λg(x)Φ(x) − λ_1EV (ρ(x, Y_1)) (6.7)

s graniqnymi usloviØmi

V (a) = 0, V (b) = 0. (6.8)

Esli a = −∞ ili b = ∞, togda V – edinstvennoe ograniqennoe rexenie (6.7).

Zameqanie 6.2. DlØ g ≡ 1 fftot rezul~tat prevrawaetsØ v te-

oremu 4.1 dlØ g^∘ ≡ 1, h ≡ 0.

Dokazatel~stvo teoremy 6.1. DlØ togo, qtoby uprostit~

formuly, my dokazyvaem fftot rezul~tat dlØ sluqaØ a = −∞,

b = ∞. Predpoloßim snaqala, qto f – ograniqennaØ nepreryv-

naØ funkciØ i Φ ØvlØetsØ dvaßdy nepreryvno differenciruemoæ funkcieæ s ograniqennymi proizvodnymi.

DlØ proizvol~nogo ~λ > 0 poloßim

ηeλ(s) := Φ(J(s)) exp^( − s∫ 0 (~ λ + f(J(v)) ) dv ) . (6.9)

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 33 PrimenØØ analog formuly Ito, imeem ηeλ(t)−ηeλ(0) = t∫ 0 exp ( − s∫ 0 (~ λ+f(J(v)) ) dv ) × [ Φ^′(J(s))σ(J(t)) dW (s) + Φ^′(J(s))μ(J(s)) ds +^1_2 σ^2(J(s))Φ^{′′}(J(s)) ds− − (~ λ + f(J(s)) ) Φ(J(s)) ds + ( Φ ( ρ ( J(s−), Y_{N(s)} )) − Φ(J(s−)) ) dN (s) ] . Poskol~ku g – neotricatel~naØ funkciØ, to sZ 0 g(J(v)) dv, s ≥ 0, – vozrasta¸waØ funkciØ. �to vleqet, qto dlØ l¸byh s ≥ 0 i t ≥ 0

1I_{[0,ν(t)]}(s) = 1I_{[0,t]} (^s∫ 0 g(J(v)) dv ) . Tak kak matematiqeskoe oßidanie stohastiqeskih integralov ravnØetsØ nul¸, i oßidanie dN (s) ravnØetsØ λ_1 ds, my poluqaem

E_xηe_λ(ν(t)) − Φ(x) = E_x ∞∫ 0 1I_{[0,t]} (^s∫ 0 g(J(v)) dv ) exp ( − s∫ 0 (~ λ + f(J(v)) ) dv )

× [_1 2 σ^2(J(s))Φ^{′′}(J(s)) + Φ^′(J(s))μ(J(s))− − (~ λ + f(J(s)) ) Φ(J(s)) + λ_1 ( E_Y Φ(ρ(J(s), Y )) − Φ(J(s)) )] ds, gde my oboznaqaem E_Y oßidanie tol~ko otnositel~no sluqaænoæ peremennoæ Y , raspredelennoæ kak Y_1 i ne zavisØweæ ot drugih peremennyh i processov, rassmotrennyh vyxe.

VyqislØØ preobrazovanie Laplasa ot obeih qasteæ fftogo ravenstva po peremennoæ t s parametrom λ > 0, my poluqaem λ ∞∫ 0 e^{−λt}E_xηe_λ(ν(t)) dt−Φ(x) = E_x ∞∫ 0 e^−e^{λs} exp ( − s∫ 0 ( λg(J(v))+f(J(v)) ) dv )

× [_1 2 σ^2(J(s))Φ^{′′}(J(s)) + μ(J(s))Φ^′(J(s))− − (~ λ + f(J(s)) ) Φ(J(s)) + λ_1 ( E_Y Φ(ρ(J(s), Y )) − Φ(J(s)) )] ds. (6.10)

34 A. N. BORODIN NarØdu s momentom τ rassmotrim ne zavisiwiæ ot skaqkoobraznoæ diffuzii J ffksponencial~no raspredelennyæ sluqaænyæ moment ~τ , dlØ kotorogo P(~τ > s) = e^−e^{λs}. PrimenØØ teoremu Fubini, my moßem predstavit~ ravenstvo (6.10) v sledu¸wem vide:

E_xηe_λ(ν(τ )) − Φ(x) =^1e λ E_x {[_1 2 σ^2(J(~τ ))Φ^{′′}(J(~τ )) + μ(J(~τ ))Φ^′(J(s))− − (~ λ + f(J(~τ )) ) Φ(J(~τ )) + λ_1 ( E_Y Φ(ρ(J(~τ ), Y )) − Φ(J(~τ )) )]

× exp ( − eτ_∫ 0 ( λg(J(v)) + f(J(v)) ) dv )} . DlØ matematiqeskogo oßidaniØ v pravoæ qasti fftogo ravenstva primenØem teoremu 4.1 dlØ g^∘ ≡ 1, h ≡ 0 v variante predstavlennom formuloæ (4.10). V rezul~tate, imeem predstavlenie

E_xηe_λ(ν(τ )) − Φ(x) =: ~Q(x) = ~M (x) + ~U (x),

gde ~M , ~U – edinstvennye ograniqennye rexeniØ uravneniæ σ2(x) 2 ~M^{′′}(x)+μ(x) ~M^′(x)−(~λ+λ_1+λg(x)+f(x)) ~M (x) = = − [ σ2_(x_)

2 Φ^{′′}(x) + μ(x)Φ^′(x) − (~λ + f(x))Φ(x) + λ_1 ( EΦ(ρ(x, Y_1)) − Φ(x) )] , σ2(x) 2 ~U^{′′}(x)+μ(x) ~U^′(x)−(~λ+λ_1+λg(x)+f(x)) ~U (x) = −λ_1E{~Q(ρ(x, Y_1))}. Poloßim M_+(x) := ~M (x)+Φ(x). Togda funkciØ M_+ udovletvorØet uravneni¸ σ2(x) 2 M^{′′}_+(x) + μ(x)M^′_+(x) − (~λ + λ_1 + λg(x) + f(x))M_+(x) = = −λg(x)Φ(x) + λ_1EΦ(ρ(x, Y_1)). FunkciØ Ve_λ(x) := E_xηe_λ(ν(τ )) = ~Q(x) + Φ(x) = ~U (x) + M_+(x) udovletvorØet uravneni¸ σ2(x) 2 V^{′′}e_λ (x) + μ(x)V^′e_λ(x) − (~λ + λ_1 + λg(x) + f(x))Ve_λ(x) = = −λg(x)Φ(x) − λ_1E { Veλ(ρ(x, Y1))^}, x ∈ R. (6.11)

RASPREDELENI˚ FUNKCIONALOV 35 Ispol~zuØ (6.9), imeem

V (x) = lime_{λ↓0} E_xηe_λ(ν(τ )) = lime_{λ↓0} Ve_λ(x).

PerehodØ k predelu v (6.11) pri ~λ ↓ 0, poluqaem, qto V udovletvorØet (6.7) ili uravneni¸ (6.1). Takim obrazom, teorema dokazana dlØ ograniqennyh nepreryvnyh f i dvaßdy nepreryvno differenciruemyh funkciæ Φ s ograniqennymi proizvodnymi.

Neotricatel~naØ kusoqno nepreryvnaØ funkciØ f moßet byt~ priblißena takoæ posledovatel~nost~¸ nepreryvnyh funkciæ

{f_n}, qto 0 ≤ f_n(x) ≤ f(x), x ∈ R. Proizvol~naØ ograniqennaØ ku-

soqno nepreryvnaØ funkciØ Φ moßet byt~ priblißena posledovatel~nost~¸ {Φ_n} ravnomerno ograniqennyh dvaßdy nepreryvno differenciruemyh funkciæ s ograniqennymi proizvodnymi. PrimenØØ metod predel~noæ approksimacii, opisannyæ pri dokazatel~stve teoremy 2.2 gl. 2 iz [7], my moßem dokazat~, qto V – edinstvennoe ograniqennoe rexenie (6.1) pri predpoloßeniØh teoremy 6.1. �

Literatura

1. Kac M., On some connections between probability theory and differential and integral equations. In: Proc. Second Berkley Symp. Math. Stat. Probab. (1951), pp. 189–215.

2. Girsanov I. V., O preobrazovanii odnogo klassa sluqaænyh processov s pomow~¸ absol¸tno nepreryvnoæ zameny mery. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 5, ˝ 2 (1960), 314–330.

3. Skorohod A. V., Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi. Nauka, M. 1964.

4. Mordecki E., Ruin probabilities for Lévy processes with mixed exponential negative jumps. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 48, ˝ 1 (2003), 188–194.

5. Borodin A. N., Raspredelenie funkcionalov ot skaqkoobraznogo diffuzionnogo processa. — Zap. nauqn. semin. POMI, 328 (2005), 27–41.

6. Graham C., Nonlinear diffusions with jumps. — Ann. Inst. Henri Poincaré (B)

28, ˝ 3 (1992), 393–402.

7. Borodin A. N., Ibragimov I. A., Predel~nye teoremy dlØ funkcionalov ot sluqaænyh blußdaniæ. — Trudy MIAN 195 (1994).

8. Borodin A. N., O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ ko vremeni prebyvaniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 228 (1996), 39–56.

Borodin A. N. Distributions of functionals of diffusions with jumps.

36 A. N. BORODIN

The paper deals with the generalization of diffusion with jumps. One of the main points is that the values of jumps depend on the position of the diffusion before the jump. The next generalization concerns the moments of jumps. They occur in accordance with the compound Poisson process or with the jumping moments constructed by the inverse integral functionals of the diffusion.

Postupilo 7 noØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN