Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 339, 2006 g.

I. S. Ahundov, V. B. Nevzorov

USLOVNYE RASPREDELENI˚ REKORDNYH VELIQIN I HARAKTERIZACII RASPREDELENI`

Rassmotrim posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin (s.v.) X_1, X_2, . . . s odinakovoæ nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F . Opredelim rekordnye momenty L(1), L(2), . . . i rekordnye veliqiny X(1), X(2), . . . sledu¸wim obrazom:

L(1) = 1, L(n + 1) = min{j : X_j > X_{L(n)}}, n = 1, 2, . . .; (1)

X(n) = X_{L(n)}, n = 1, 2, . . . (2)

Vvedennye s.v. ØvlØ¸tsØ verhnimi rekordnymi momentami i verhnimi rekordnymi veliqinami sootvetstvenno. Esli v (1) znak neravenstva “ >^{′′} zamenit~ na “ <^{′′}, to budem imet~ delo s nißnimi rekordnymi momentami i nißnimi rekordnymi veliqinami. Rezul~taty dlØ nißnih rekordov legko poluqa¸tsØ iz sootvetstvu¸wih rezul~tatov dlØ verhnih rekordov, esli vmesto ishodnyh s.v. rassmatrivat~ veliqiny Y_1 = −X_1, Y_2 = −X_2, . . . . Pofftomu ograniqimsØ izuqeniem tol~ko verhnih rekordnyh veliqin X(n), n = 1, 2, . . ., nazyvaØ v dal~neæxem ih prosto rekordnymi veliqinami. Osnovy teorii rekordov privedeny v monografiØh [1, 2].

Niße my rassmotrim rØd regressionnyh sootnoxeniæ dlØ rekordnyh veliqin i poluqim novye harakterizacii raspredeleniæ, svØzannye s fftimi sootnoxeniØmi. Nekotorye podobnye harakterizacii raspredeleniæ regressionnymi svoæstvami rekordov ranee byli poluqeny v rabotah [3–7] (sm. takße §§4.2.2 i 4.2.3 v [1]).

Uslovnye raspredeleniØ rekordov

Predpoloßim dopolnitel~no, qto ishodnye s. v. X_1, X_2, . . . ime¸t plotnost~ raspredeleniØ f. Togda (sm., naprimer, ravenstvo 15.9 v [2]) sovmestnaØ plotnost~ raspredeleniØ rekordnyh 5

6 I. S. AHUNDOV, V. B. NEVZOROV

veliqin X(1), X(2), . . . , X(n) zadaetsØ sledu¸wim obrazom:

f_{1,2,...,n}(x_1, x_2, . . ., x_n) = r(x_1)r(x_2) . . . r(x_n)(1 − F (x_n)), (3) esli x_1 < x_2 < · · · < x_n, gde r(x) = f(x)/(1 − F (x)), i f_{1,2,...,n}(x_1, x_2, . . . , x_n) = 0 inaqe.

Iz (3) sleduet, qto dlØ l¸bogo 1 6 k 6 n sovmestnaØ plotnost~ raspredeleniØ s. v. X(k), X(k + 1), . . . , X(n) imeet vid f_{k,...,n}(x_k, . . . , x_n) = r(x_k) . . . r(x_n)(1 − F (x_n))(− ln(1 − F (x_k)))^{k−1} (k − 1)! (4) esli x_k < x_{r+1} < · · · < x_n. V qastnosti, dlØ l¸bogo n ¿ 1 plotnost~ raspredeleniØ s. v. X(n) zadaetsØ ravenstvom

f_n(x) =

(− ln(1 − F (x))^{n−1}f(x) (n − 1)! (5) Iz (4) legko vyvoditsØ, qto dlØ 1 6 k < n dvumernaØ plotnost~ raspredeleniØ rekordnyh veliqin X(k) i X(n) imeet vid f_{k,n}(u, v) = (ln(1 � F (u)))k�1(ln(1 � F (u)) � ln(1 � F (v)))n�k�1r(u)f (v)

(k � 1)!(n � k � 1)!^(6^)

esli u < v.

Iz sootnoxeniæ (4) i (6) sleduet, qto uslovnaØ plotnost~ raspredeleniØ rekordov X(k + 1), . . . , X(n − 1) pri uslovii, qto X(k) = u i X(n) = v, zadaetsØ ravenstvom f_k+1_{,...n}�1j_{k,n} (x_k+1, . . . , x_n�1ju, v) = (n � k � 1)!r(xk+1) . . . r(xn�1) (ln(1 � F (u)) � ln(1 � F (v)))n�k�1

, (7) gde u < x_{k+1} < · · · < x_{n−1} < v. Iz sootnoxeniæ (3) i (5) vytekaet, qto uslovnaØ plotnost~ raspredeleniØ rekordov X(1), . . . , X(k − 1), X(k + 1), . . . , X(n) pri uslovii, qto X(k) = u, imeet vid f_{1,...,k−1,k+1,...,n|k}(x_1, . . ., x_{k−1}, x_{k+1}, . . . , x_n|u) = T (x_1, . . . , x_{k−1}, u)S(u, x_{k+1}, . . . , x_n), (8) gde T (x_1, . . . , x_{k−1}, u) = (k − 1)!r(x_1) . . . r(x_{k−1}) (ln(1 − F (u))^{k−1}

, (9)

USLOVNYE RASPREDELENI˚ 7 S(u, x_{k+1}, . . . , x_n) = r(x_{k+1}) . . . r(x_n)(1 − F (x_n)) (1 − F (u))

(10) i x_1 < x_2 < · · · < x_{k−1} < u < x_{k+1} < · · · < x_n. Ots¸da poluqaem, qto uslovnaØ sovmestnaØ plotnost~ rekordov X(k + 1), . . ., X(n) pri fiksirovannom znaqenii X(k) = u zadaetsØ ravenstvom f_{k+1,...,n|k}(x_{k+1}, . . ., x_n|u) = r(x_{k+1}) . . . r(x_n)(1 − F (x_n)) (1 − F (u)) , u < x_{k+1} < · · · < x_n. (11) Iz privedennyh sootnoxeniæ vytekaet rØd interesnyh sledstviæ.

Sledstvie 1. DlØ l¸bogo 1 < k < n sluqaænye vektory

(X(1), . . . , X(k − 1)) i (X(k + 1), . . ., X(n)) uslovno nezavisimy pri

l¸bom fiksirovannom znaqenii X(k) = u. Pri fftom uslovnoe raspredelenie rekordov X(1), X(2), . . . , X(k − 1) sovpadaet s bezuslovnym raspredeleniem porØdkovyh statistik Y_{1,k−1} 6 Y_{2,k−1} 6 · · · 6 Y_{k−1,k−1}, postroennyh po nezavisimym s. v. Y_1, Y_2, . . . , Y_{k−1}, ime¸wim f. r.

H_u(x) = ln(1 − F (x)) ln(1 − F (u)) , x 6 u. Uslovnoe ße raspredelenie rekordov X(k + 1), . . . , X(n) sovpadaet s bezuslovnym raspredeleniem rekordnyh veliqin V (1) < V (2) < · · · < V (n − k), postroennyh po posledovatel~nosti nezavisimyh s. v. V_1, V_2, . . . s f. r.

V_u(x) = (F (x) − F (u)) (1 − F (u)) = P {X < x|X > u}, x ¿ u. Zameqanie 1. Tot fakt, qto uslovnoe raspredelenie rekordov

X(1), X(2), . . . , X(k − 1) pri fiksirovannom znaqenii X(k) = u sovpadaet s raspredeleniem porØdkovyh statistik, sootvetstvu- ¸wih f. r. H_u, byl poluqen v 1978 g. v rabote [4].

8 I. S. AHUNDOV, V. B. NEVZOROV

Sledstvie 2. Iz sootnoxeniØ (7) poluqaem, qto uslovnoe ras-

predelenie rekordov X(k+1), . . . , X(n−1) pri uslovii, qto X(k) = u i X(n) = v, sovpadaet s bezuslovnym raspredeleniem porØdkovyh statistik W_{1,n−k−1} 6 W_{2,n−k−1} 6 · · · 6 W_{n−k−1,n−k−1}, postroennyh po nezavisimym s. v. W_1, . . . , W_{n−k−1}, ime¸wim f. r.

W^{(u,v)}(x) =

(ln(1 − F (x)) − ln(1 − F (u)))

(ln(1 − F (v)) − ln(1 − F (u))) , u 6 x 6 v. Zameqanie 2. Rezul~taty, sformulirovannye v sledstviØh 1 i

2, formal~no poluqeny v predpoloßenii, qto ishodnye s. v. X_1, X_2, . . . ime¸t absol¸tno nepreryvnoe raspredelenie. Tem ne menee oni osta¸tsØ spravedlivymi i pri bolee obwem predpoloßenii nepreryvnosti f. r. F . Delo v tom, qto esli F – proizvol~naØ nepreryvnaØ f. r., to rassmatrivaØ obratnu¸ k neæ funkci¸ G, moßno vospol~zovat~sØ ravenstvom

(X(1), . . . , X(n))^d= (G(U (1)), . . . , G(U (n))), (12)

gde U (1) < U (2) < . . . – rekordnye veliqiny dlØ ravnomernogo na intervale [0, 1] raspredeleniØ. DlØ rekordov U (1), U (2), . . . rezul~taty, privedennye v sledstviØh 1 i 2, spravedlivy. Dalee, vospol~zovavxis~ ravenstvom (12), netrudno pokazat~, qto ffti rezul~taty osta¸tsØ spravedlivymi i dlØ rekordnyh veliqin X(1), X(2), . . . .

Regressionnye sootnoxeniØ, svØzyva¸wie rekordy

Razliqnogo roda regressionnye sootnoxeniØ, svØzyva¸wie dve sosednie rekordnye veliqiny, rassmatrivalis~ v rabotah [3, 4, 7]. Po tri rekordnyh veliqiny figurirovali v regressionnyh ravenstvah, izuqavxihsØ v rabotah [5] (sootnoxeniØ vida E((X(n − 1) + X(n + 1))|X(n)) = 2X(n)) i [6] (ravenstva tipa E(ψ(X(n))|X(n − 1), X(n + 1)) = φ(X(n − 1), X(n + 1))).

My rassmotrim regressionnye sootnoxeniØ dlØ bol~xego qisla rekordov.

USLOVNYE RASPREDELENI˚ 9

Lemma 1. Pust~ F – nepreryvnaØ funkciØ raspredeleniØ. Togda

dlØ l¸bogo n = 2, 3, . . . i l¸boæ funkcii h takoæ, qto ∞Z −∞ |h(x)| (1 − F (x)) dF (x) < ∞, vypolnØetsØ ravenstvo

E((h(X(1)) + · · · + h(X(n − 1)))|X(n) = u)

= − n − 1 ln(1 − F (u)) uZ −∞ h(x) (1 − F (x)) dF (x), (13) spravedlivoe dlØ vseh u, ØvlØ¸wihsØ toqkami rosta f. r. F .

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (13) poluqaetsØ iz rezul~tata, pri-

vedennogo v sledstvii 1, esli uqest~ zameqanie 2. Deæstvitel~- no, pri fiksirovannom znaqenii X(n) = u uslovnoe raspredelenie s. v. X(1), X(2), . . . , X(n − 1) sovpadaet s bezuslovnym raspredeleniem porØdkovyh statistik Y_{1,n−1}, Y_{2,n−1}, . . . , Y_{n−1,n−1}, postroennyh po nezavisimym s. v. Y_1, Y_2, . . . , Y_{n−1} s f. r.

H_u(x) = ln(1 − F (x)) ln(1 − F (u)) , x 6 u. Togda E((h(X(1)) + · · · + h(X(n − 1)))|X(n) = u) = E(h(Y_{1,n−1}) + · · · + h(Y_{n−1,n−1})) = E(h(Y_1) + · · · + h(Y_{n−1})) = (n − 1)Eh(Y_1)

= (n − 1) uZ −∞ h(x)dH_u(x) = − n − 1 ln(1 − F (u)) uZ −∞ h(x) (1 − F (x)) dF (x).

10 I. S. AHUNDOV, V. B. NEVZOROV

Lemma 2. Pust~ F – nepreryvnaØ funkciØ raspredeleniØ. Togda

dlØ 1 6 k 6 n − 2, l¸boæ funkcii h i l¸byh u i v (u < v) – toqek rosta funkcii F spravedlivy sootnoxeniØ E((h(X(k + 1)) + · · · + h(X(n − 1)))|X(k) = u, X(n) = v)

= n − k − 1 ln(1 − F (u)) − ln(1 − F (v)) vZ u h(x) (1 − F (x)) dF (x)

= E((h(X(2)) + · · · + h(X(n − k)))|X(1) = u, X(n − k + 1) = v). (14)

Dokazatel~stvo. VspominaØ utverßdenie sledstviØ 2 i opre-

delennye tam porØdkovye statistiki W_{1,n−k−1} 6 W_{2,n−k−1} 6 · · · 6 W_{n−k−1,n−k−1}, poluqaem, qto E((h(X(k + 1)) + · · · + h(X(n − 1)))|X(k) = u, X(n) = v) = E(h(W_{1,n−k−1}) + · · · + h(W_{n−k−1,n−k−1})) = E(h(W_1) + . . .

+h(W_{n−k−1})) = (n − k − 1)Eh(W_1) = (n − k − 1) vZ u h(x)dW^{(u,v)}(x)

= n − k − 1 ln(1 − F (u)) − ln(1 − F (v)) vZ u h(x) (1 − F (x)) dF (x). (15) OstaetsØ zametit~, qto final~noe vyraßenie v sootnoxenii (15) zavisit ot k i n qerez ih raznost~. Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸bogo k = 1, 2, . . . spravedlivo ravenstvo

E((h(X(2)) + · · · + h(X(n − k)))|X(1) = u, X(n − k + 1) = v) = E((h(X(k + 1)) + · · · + h(X(n − 1)))|X(k) = u, X(n) = v).

USLOVNYE RASPREDELENI˚ 11

Harakterizacii raspredeleniæ regressionnymi svoæstvami summ rekordnyh veliqin

1). Rassmotrim sootnoxenie

E((X(1) + · · · + X(n))|X(n + 1) = u) = cu + d (16) i naædem sredi nepreryvnyh f. r. F takie, dlØ kotoryh (16) spravedlivo dlØ vseh toqek rosta u funkcii F . Iz utverßdeniØ lemmy 1 sleduet, qto (16) ravnosil~no ravenstvu − n ln(1 − F (u)) uZ −∞ xd(− ln(1 − F (x))) = cu + d. Oboznaqim

T (x) = − ln(1 − F (x)), α = c n , β = d n . Prihodim k ravenstvu uZ −∞ xdT (x) = (αu + β)T (u). (17) Ono svoditsØ k dostatoqno prostomu differencial~nomu uravneni¸ αT (u) = T^′(u)(u(1 − α) − β), (18) pri rexenii kotorogo nado rassmatrivat~ tri varianta: α < 1, α = 1 i α > 1. V rezul~tate vyØsnØetsØ, qto regressionnoe sootnoxenie (16) imeet mesto, kogda f. r. F prinadleßit odnomu iz treh tipov funkciæ, privedennyh niße v teoreme 1. No moßno poæti po ewe bolee prostomu puti dokazatel~stva nußnogo fakta i obratit~sØ dlØ fftogo k rezul~tatu, poluqennomu v rabote [4]. Tam bylo pokazano, qto esli vypolnØetsØ ravenstvo E(X(n)|X(n + 1) = u) = cu + d, (19) to s toqnost~¸ do sdviga i izmeneniØ masxtaba sootvetstvu¸- waØ funkciØ raspredeleniØ F imeet vid: F (x) = 1 − exp(−x^θ), x > 0, esli 0 < c < 1;

F (x) = 1 − exp(− exp(x)), esli c = 1;

12 I. S. AHUNDOV, V. B. NEVZOROV F (x) = 1 − exp(−(−x)^θ), x < 0, esli c > 1, gde θ = c n(1 − c) . Vidim, qto pri n = 1 sootnoxeniØ (16) i (19) sovpada¸t. �to pozvolØet vospol~zovat~sØ rezul~tatom raboty [4], v kotorom ostaetsØ v kaqestve c vzØt~^c_n , i poluqit~ sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 1. Pust~ F – nepreryvnaØ funkciØ raspredeleniØ. DlØ

togo, qtoby pri nekotoryh n = 1, 2, . . ., c > 0, −∞ < d < ∞ vypolnØlos~ ravenstvo

E((X(1) + · · · + X(n))|X(n + 1) = u) = cu + d p. n.,

neobhodimo i dostatoqno, qtoby s toqnost~¸ do parametrov masxtaba i sdviga F imela sledu¸wiæ vid:

a) F (x) = 1 − exp(−x

c_(

n�c) ), x > 0, i F (x) = 0, x 6 0,

esli 0 < c < n;

b) F (x) = 1 − exp(− exp(x)), −∞ < x < ∞, esli c = n;

c) F (x) = 1 − exp(−(−x)

c_(n�c_) ), x < 0, i F (x) = 1, x ¿ 0, esli c > n. 2). Rassmotrim teper~ ewe odnu situaci¸. Predpoloßim, qto

pri nekotoryh α, β, γ i 1 6 k 6 n − 2 spravedlivo sootnoxenie E((X(k + 1) + · · ·+ X(n − 1))|X(k) = u, X(n) = v) = αu + βv + γ p. n. (20) i naædem vid nepreryvnyh f. r. F , dlØ kotoryh (20) spravedlivo. Netrudno ubedit~sØ, qto v pravoæ qasti fftogo sootnoxeniØ γ obØzano ravnØt~sØ nul¸, a α+β = n−k −1. DlØ fftogo dostatoqno v (20) ustremit~ u k v i poluqit~ ravenstvo (n − k − 1)v = (α + β)v + γ, spravedlivoe dlØ vseh toqek rosta v nepreryvnvoæ f. r. F . Takim obrazom, my budem imet~ delo s sootnoxeniem E((X(k + 1) + · · · + X(n − 1))|X(k) = u, X(n) = v) = αu + βv, (21)

USLOVNYE RASPREDELENI˚ 13

gde α + β = n − k − 1. Esli vospol~zovat~sØ utverßdeniem lemmy 2, iz (21) poluqim ravenstvo n − k − 1 ln(1 − F (v)) − ln(1 − F (u)) vZ u xd(ln(1 − F (x))) = αu + βv. (22)

Oboznaqim T (x) = − ln(1 − F (x)) i perepixem (22) v vide vZ u xdT (x) = (δu + γv)(T (v) − T (u)), (23) gde δ + γ = 1. Iz (23) differencirovaniem po v poluqaem ravenstvo vT^′(v) = γ(T (v) − T (u)) + (δu + γv)T^′(v), iz kotorogo sleduet, qto δuT^′(v) − γT (u) = C(v), (24) gde C(v) = vT^′(v) − γT (v) − γvT^′(v). Iz (24) vyvodim, qto T (u) dolßna byt~ lineænoæ funkcieæ, t. e. T (u) = cu + d pri nekotoryh znaqeniØh c i d, a togda F (x) = 1 − exp(−(cx + d)).

Poskol~ku F (x) – funkciØ raspredeleniØ, to c > 0. PodstavlØØ v (23) T (x) = cx + d, prihodim k ravenstvu v + u = 2(δu + γv), iz kotorogo uße sleduet, qto δ = γ = 1/2. Takim obrazom, spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Esli pri nekotoryh α, β, γ i 1 6 k 6 n − 2 vypolneno

sootnoxenie (20), to γ = 0, α = β = (n − k − 1)/2 i s toqnost~¸ do parametrov masxtaba i sdviga F (x) = 1 − exp(−x), x ¿ 0.

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 06-01-00763 i 06-01-00179.

14 I. S. AHUNDOV, V. B. NEVZOROV

Literatura

1. B. C. Arnold, N. Balakrishnan, H. N. Nagaraja, Records. Wiley, NY (1998). 2. V. B. Nevzorov, Rekordy. MatematiqeskaØ teoriØ. Fazis. M. (2000). 3. H. N. Nagaraja, On a characterization based on record values. — Australian J.

Statist. 19 (1977), 70–73.

4. H. N. Nagaraja, On the expected values of record values. — Australian J. Statist.

20 (1978), 176–182.

5. M. Ahsanullah, V. B. Nevzorov, Characterizations of distributions by regressional properties of records. — J. Appl. Statist. Science 13, No. 1 (2004), 33–39.

6. I. Bairamov, M. Ahsanullah, A. Pakes, A characterization of continuous distributions via regression on pairs of record values. — Austr. N. Z. J. Statist. 47 (2005), 543–547.

7. M. Ahsanullah, R. C. Gupta, Some characterization results based on the conditional expectation of a function of non-adjacent order statistics (record values). — Ann. Inst. Statist. Math. (2004), 721–732.

Akhundov I. S., Nevzorov V. B. Conditional distributions of record values and characterizations of distributions.

Some new characterizations of distributions by regressional properties of sums of record values are obtained.

Postupilo 17 noØbrØ 2006 g.

McMaster universily, Hamilton, Canada

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: valery.nevzorov@pobox.spbu.ru