Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

A. S. Sivackiæ

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI

OsnovnaØ cel~ dannoæ stat~i – postroenie nerazloßimyh (v tenzornoe proizvedenie) central~nyh algebr s deleniem proizvol~nogo 2-primarnogo indeksa > 4 nad polØmi s koneqnym uinvariantom (napomnim, qto u-invariantom polØ K nazyvaetsØ maksimal~naØ razmernost~ anizotropnoæ kvadratiqnoæ formy nad K). My naqnem s odnogo rezul~tata, kasa¸wegosØ gruppy Brauffra koniki. Pust~ K – pole harakteristiki ≠ 2, i pust~ X – neosobaØ proektivnaØ konika nad K. Oboznaqim qerez Br(X) gruppu Brauffra X, kotoraØ, po opredeleni¸, est~ Ødro gruppovogo gomomorfizma Br K(X) → ∐ x∈X H^1(K(x), Q/Z),

gde K(X) – pole funkciæ X, x probegaet vse zamknutye toqki X, i K(x) est~ pole vyqetov v toqke x. V qastnosti,

2Br(X) = ker(_2Br K(X)^∂→ ∐ x∈X K(x)^∗/K(x)^{∗2}). Napomnim, qto ∂_x(f, g) = (−1)^{vx(f )vx(g)} f^{vx(g)} g^{vx(f )} ∈ k(x)^∗/k(x)^{∗2}, gde v_x est~ diskretnoe normirovanie, svØzannoe s toqkoæ x, i simvol (f, g) oboznaqaet kvaternionnu¸ algebru. Zametim takße, qto res_{K(X)/K} Br K ⊂ Br(X) i res_{K(X)/K 2}Br K ⊂_2Br(X).

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke sovmestnogo proekta Korolevskogo obwestva Velikobritanii “Kvadratiqnye formy i central~nye prostye algebry v kontekste rasxireniæ poleæ”. 227

228 A. S. SIVACKI` NaqinaØ ots¸da, my fiksiruem pole K harakteristiki ≠ 2, i fflementy a_1, . . . a_n ∈ K^∗ takie, qto a_1, . . . a_n ∈ K^∗/K^{∗2} lineæno nezavisimy nad Z/2Z. DlØ proizvol~nogo mnoßestva I ⊂ {1, . . ., n} poloßim a_I = ∏ i∈I a_i (esli I = ∅, to a_I = 1). DlØ proizvol~nogo

mnogoqlena f ∈ K[t] oboznaqim qerez l(f) starxiæ kofffficient f.

Predloßenie 1. Pust~ X – neosobaØ proektivnaØ konika nad K,

Q – sootvetstvu¸waØ kvaternionnaØ algebra, α ∈_2Br(X). Predpoloßim, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1) α =^n ∑ i=1 (a_i, f_i) dlØ nekotoryh f_i ∈ K(X)^∗.

2) Suwestvuet samoe bol~xee dva mnoßestva I ⊂ {1, . . ., n} takih, qto Q_{K(}^√_{aI )} = 0.

Togda suwestvu¸t fflementy b_1, . . . , b_n ∈ K^∗ takie, qto α = res_{K(X)/K}^n ∑ i=1 (a_i, b_i).

Dokazatel~stvo. Esli Q = 0, to K(X) = K(t) est~ pole racio-

nal~nyh funkciæ nad K. ToqnaØ posledovatel~nost~

0 →_2Br K^{res}→_2Br K(t)^∂→ ∐ x∈P1K^{K(x)∗/K(x)∗2} pokazyvaet, qto_2Br(X) = res_{K(t)/K 2}Br K. ImeetsØ rasweplØ¸- wiæ gomomorfizm

c :_2Br K(t) →_2Br K

takoæ, qto c((f, g)) = (l(f), l(g)) dlØ vseh nenulevyh f, g ∈ K[t]. PrimenØØ c k ravenstvu α = n∑ i=1 (a_i, f_i), my poluqaem to, qto nußno.

Takim obrazom, my moßem sqitat~, qto Q = (a, b) ≠ 0. Pust~ z^2 = ax^2 + by^2 est~ uravnenie koniki X, i pust~ v_0 est~ toqka koniki, opredelennaØ ravenstvom y = 0. Oqevidno, K(v_0) = K( √ a). V qastnosti, deg(v_0) = 2. Predpoloßim vnaqale, qto K(v_0) ≠ K( √ a_I ) dlØ kaßdogo I ⊂ {1, . . ., n}, to est~ aa_I /∈ K^{∗2}.

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 229 DlØ kaßdogo f ∈ K(X) oboznaqim qerez V (f) koneqnoe mnoßestvo toqek v ≠ v_0 koniki X takih, qto v(f) neqetno (my otoßdestvlØem toqku koniki s sootvetstvu¸wim diskretnym normirovaniem). Pust~ V =^n ⋃ i=1 V (f_i). DlØ kaßdogo I ⊂ {1, . . ., n} poloßim V_I = ⋂ i∈I V (f_i) \ ⋃ i /∈I V (f_i). ˚sno, qto V = ⋃ I V_I , i, bolee togo, ffto ob¨edinenie diz¨¸nktno, i V (f_i) = ⋃ i∈I V_I . DlØ kaßdogo I ⊂ {1, . . ., n} rassmotrim divizor a_I = ∑ v∈V_I v − 1 2 ( ∑ v∈V_I deg v)v_0.

Oqevidno, deg a_I = 0. Tak kak kaßdyæ divizor stepeni 0 na X glavnyæ, my poluqaem, qto a_I = div(g_I ) = ∑ v∈X v(g_I )v dlØ nekotoryh g_I ∈ K(X)^∗. Zametim, qto v(g_I ) = { 1, esli v ∈ V_I 0, esli v /∈ V_I , v ≠ v_0 , i, sledovatel~no, v(f_i( ∏ i∈I g_I )^{−1}) qetno dlØ vseh i i v ≠ v_0. Bolee togo, tak kak deg(div(f_i( ∏ i∈I g_I )^{−1})) = 0, deg v_0 = 2, i 2| deg v dlØ vseh v ∈ X, my zakl¸qaem, qto v_0(f_i( ∏ i∈I g_I )^{−1}) takße qetno, to est~ v(f_i( ∏ i∈I g_I)^{−1}) qetno dlØ vseh i i vseh v ∈ X.

Takim obrazom, my imeem div(f_i( ∏ i∈I g_I )^{−1}) = 2 div(h_i), to est~ f_i( ∏ i∈I g_I )^{−1} = u_ih^2_i dlØ nekotoryh u_i ∈ K^∗ i h_i ∈ K(X)^∗. Iz fftogo sleduet, qto

α_{K(X)} = n∑ i=1 (a_i, f_i) = n∑ i=1 (a_i, u_i ∏ i∈I g_Ih^2_i ) = n∑ i=1 (a_i, u_i) + ∑ I (a_I , g_I ).

Teper~, pust~ I_0 est~ nekotoroe podmnoßestvo {1, . . ., n} i v ∈ V_{I0} . Togda my poluqaem 1 = ∂_v(α_{K(X)}) = ∂_v( ∑ I (a_I , g_I)) = ∂(a_{I0} , g_{I0} ),

230 A. S. SIVACKI` tak kak v(g_I ) = 0, esli I ≠ I_0.

S drugoæ storony, esli v /∈ V_{I0} i v ≠ v_0, to, oqevidno, ∂_v(a_{I0} , g_{I0}) = 1, tak kak v(g_{I0} ) = 0. Itak, my zakl¸qaem, qto ∂_v(a_{I0} , g_{I0}) = 1 dlØ vseh v ≠ v_0.

Sledu¸wiæ xag zakl¸qaetsØ v dokazatel~stve togo, qto i dlØ v = v_0 my imeem ∂_v(a_{I0} , g_{I0}) = 1. Predpoloßim protivnoe. Togda v_0(g_{I0} ) neqetno. Tak kak deg div(g_{I0} ) = 0 i deg v_0 = 2, to suwestvuet v ≠ v_0 takoæ, qto v(g_{I0} ) neqetno, i 4 ̸| deg v. My imeem

1 = ∂_v(a_{I0} , g_{I0}) = a_{I0} (mod K(v)^{∗ 2}).

Sledovatel~no, my poluqaem, qto K(√a_{I0} ) ⊂ K(v). Dalee, tak kak deg v ne delitsØ na 4, to stepen~ [K(v) : K( √ a_{I0} )] neqetna. Tak kak Q_{K(v)} = 0, my zakl¸qaem, qto Q_{K(}^√_{aI0 )} = 0. Sledovatel~- no, po uslovi¸ 2) rassmatrivaemogo predloßeniØ suwestvuet samoe bol~xee dva mnoßestva I_0, kotorye mogut udovletvorØt~ neravenstvu ∂_{v0} (a_{I0} , g_{I0}) ≠ 1. Pust~, naprimer, ∂_{v0} (a_{I01} , g_{I01}) ≠ 1 i ∂_{v0} (a_{I02} , g_{I02}) ≠ 1. My poluqaem ∏ i∈I01 a_i ∏ i∈I02 a_i = ∂_{v0} ((a_{I01} , g_{I01} )+(a_{I02}, g_{I02} )) = ∂_{v0} ( ∑ I≠I01,I02 (a_I , g_I)) = 1.

Itak, a_{I01} = a_{I02} (mod K^{∗2}) (napomnim, qto a ≠ a_I (mod K^{∗2}) dlØ kaßdogo I), qto nevozmoßno vvidu lineænoæ nezavisimosti a_1, . . ., a_n ∈ K^∗/K^{∗2}. Sluqaæ, kogda suwestvuet edinstvennoe mnoßestvo I_0 takoe, qto ∂_{v0} (a_{I0} , g_{I0} ) ≠ 1, rassmatrivaetsØ analogiqno.

Sledovatel~no, my poluqili, qto ∂_v(a_I , g_I) = 1 dlØ vseh I ⊂ {1, . . ., n} i v ∈ X. Lemma 2. Pust~ α ∈ 2Br(X) \ res_{K(X)/K} ( 2Br K). Togda ind(α) ¿ 4. Dokazatel~stvo. Teorema Merkur~eva o gomomorfizme normen-

nogo vyqeta stepeni 2 [4] utverßdaet, qto dlØ l¸bogo polØ F estestvennoe otobraßenie K_2(F )/2K_2(F ) →_2Br F ØvlØetsØ izomorfizmom. Vvvidu fftogo i rezul~tatov [10] my poluqaem, qto esli_2Br(X) ≠ res_{K(X)/K} (_2Br K), to

2Br(X)/ res_{K(X)/K} (_2Br K) ≃ Z/2Z, Q = 2D

dlØ nekotorogo D ∈ Br K i D_{K(X)} ØvlØetsØ nenulevym fflementom v faktorgruppe

2Br(X)/ res_{K(X)/K} (_2Br K).

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 231 Takim obrazom, α = (D + β)_{K(X)} , gde β ∈_2Br K. Oqevidno, my moßem predpolagat~, qto α ØvlØetsØ algebroæ s deleniem. Pust~ D_1 est~ central~naØ algebra s deleniem nad K, predstavlØ¸waØ fflement D + β. Tak kak exp D_1 = 4, my imeem ind D_1 ¿ 4. Dopustim, qto ind(α) = 2. V takom sluqae, po teoreme Merkur~eva o redukcii indeksa [5] D_1 ≃ Q ⊗_K Q^′ dlØ nekotoroæ central~noæ K-algebry s deleniem Q^′. Oqevidno, qto Q^′_{K(X)} = D_{1K(X)} = α. Tak kak exp D_1 = 4, i exp Q = 2, to exp Q^′ = 4. PrimenØØ teoremu o redukcii indeksa ewe raz, my poluqaem, qto Q^′ ≃ Q ⊗_K Q^{′′} dlØ nekotoroæ central~noæ K-algebry s deleniem Q^{′′}, iz qego sleduet, qto

D_1 ≃ Q^{′′} ⊗_K Q ⊗_K Q ≃ Q^{′′} ⊗_K M_4(K).

My poluqaem protivoreqie, tak kak D_1 ØvlØetsØ algebroæ s deleniem. Lemma dokazana.

Teper~ my moßem zakonqit~ dokazatel~stvo predloßeniØ 1 v sluqae, kogda aa_I /∈ K^{∗2} dlØ kaßdogo I ⊂ {1, . . ., n}. Deæstvitel~- no, v silu lemmy 2 my poluqaem, qto (a_I , g_I) = res_{K(X)/K} β_I dlØ nekotoryh β_I ∈_2Br K. Tak kak (β_I )_{K(}^√_{aI )(X)} = 0, to my imeem, qto (β_I )_{K(}^√_{aI )} ravno libo nul¸, libo Q_{K(}^√_{aI )}, iz qego, v svo¸ oqered~, vytekaet, qto β_I ravno libo (a_I , c_I), libo (a_I , c_I )+Q dlØ nekotoryh c_I ∈ K^∗. Sledovatel~no,

α = res_{K(X)/K} ( ∑ I (a_I , c_I)) = res_{K(X)/K} ( n∑ i=1 (a_i, ∏ i∈I c_I )),

tak qto moßno poloßit~ b_i = ∏ i∈I c_I .

OstaetsØ razobrat~ sluqaæ, kogda aa_I ∈ K^{∗ 2} dlØ nekotorogo I ∈ {1, . . ., n}. PerehodØ k pol¸ racional~nyh funkciæ K(t), my imeem Q = (a, b) = (at^2 + b, −ab), i, oqevidno, (at^2 + b)a_I /∈ K(t)^{∗2}. Ots¸da α_{K(X)(t)} =^n ∑ i=1 (a_i, p_i)

dlØ nekotoryh mnogoqlenov p_i ∈ K[t], i, sledovatel~no, α = n∑ i=1 (a_i, l(p_i)). Predloßenie dokazano.

232 A. S. SIVACKI`

Sledstvie 3. V oboznaqeniØh predloßeniØ 1 predpoloßim, qto

α = res_{K(X)/K} γ dlØ nekotorogo γ ∈ Br K. Togda γ ravno libo n∑ i=1 (a_i, b_i), libo Q +^n ∑ i=1 (a_i, b_i) dlØ nekotoryh b_i ∈ K^∗.

Dokazatel~stvo. Tak kak res_{K(X)/K} (γ −^{n∑}_{i=1}(ai, bi)) = 0, priqem

ker(Br K → Br K(X)) = ⟨Q⟩ ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ s obrazu¸weæ Q, to sledstvie dokazano.

My ne moßem iskl¸qit~ uslovie 2) iz predloßeniØ 1, kak pokazyva¸t sledu¸wie dva primera.

Primer A. Pust~ K – pole, a_1, a_2, a_3 ∈ K^∗, D ∈_2Br K, D_{K(}^√_{a1,}^√_{a2,}^√_{a3)} = 0, i D ne ØvlØetsØ summoæ treh kvaternionnyh algebr (suwestvovanie takogo D ustanovleno v [6] i [1]). Togda po [3] my imeem

D_{K(}^√_{a3)} = (a_1, b_1 + c_1 √ a_3) + (a_2, b_2 + c_2 √ a_3) (1)

dlØ nekotoryh b_1, b_2, c_1, c_2 ∈ K, i, bolee togo,

(a_1, b^2_1 − a_3c^2_1) + (a_2, b^2 − a_3c^2) = N_{K(}^√_{a3)/K} D = 0,

to est~ (a_1, b^2_1 − a_3c^2_1) = (a_2, b^2 − a_3c^2). Poloßim Q = (a_1, b^2_1 − a_3c^2_1), i pust~ X est~ konika, sootvetstvu¸waØ Q. Togda my poluqaem

N_{K(X)(}^√_{a3)/K(X)} (a_1, b_1 + c_1 √ a_3) = (a_1, b^2_1 − a_3c^2_1)_{K(X)} = 0,

N_{K(X)(}^√_{a3)/K(X)} (a_2, b_2 + c_2 √ a_3) = (a_2, b^2 − a_3c^2)_{K(X)} = 0.

Ots¸da po [3] imeem

(a_1, b_1 + c_1 √ a_3)_{K(X)(}^√_{a3)} = (a_1, f_1)_{K(X)(}^√_{a3)} , (2)

(a_2, b_2 + c_2 √ a_3)_{K(X)(}^√_{a3)} = (a_2, f_2)_{K(X)(}^√_{a3)} (3)

dlØ nekotoryh f_1, f_2 ∈ K(X)^∗. Ob¨edinØØ (1), (2) i (3), my poluqaem, qto (D − (a_1, f_1) − (a_2, f_2))_{K(X)(}^√_{a3)} = 0,

to est~ D_{K(X)} = (a_1, f_1) + (a_2, f_2) + (a_3, f_3)

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 233 dlØ nekotoryh f_1, f_2, f_3 ∈ K(X)^∗. S drugoæ storony, esli by sledstvie 3 predloßeniØ 1 bylo by vernym v fftom sluqae, to my poluqili by, qto

D = (a_1, e_1) + (a_2, e_2) + (a_3, e_3)

dlØ nekotoryh e_1, e_2, e_3 ∈ K^∗, qto protivoreqilo by predpoloßeni¸ otnositel~no D.

Zametim, qto v fftom primere

Q_{K(}^√_{a1)} = Q_{K(}^√_{a1a3)} = Q_{K(}^√_{a2 )} = Q_{K(}^√_{a2a3)} = 0,

tak qto imeetsØ po men~xeæ mere qetyre fflementa a_I takih, qto Q_{K(}^√_{aI )} = 0.

Primer B. Pust~ K – pole, √ −1 ∈ K, Q = (a_1, a_2) – netrivial~- naØ kvaternionnaØ algebra, X – sootvetstvu¸waØ konika. Poloßim α = (a_1, y) + (a_2, x) ∈_2Br K(X), gde a_1x^2 + a_2y^2 = 1 est~ uravnenie affinnoæ qasti koniki. Legko videt~, qto α ∈_2Br(X) i N_{K(X)/K(x)}α = Q. V qastnosti, α /∈ res_{K(X)/K} (_2Br K). Zametim, qto tak kak √ −1 ∈ K, to

Q = (a_1, a_2) = (a_1 + a_2, −a_1a_2) = (a_1 + a_2, a_1a_2),

otkuda Q_{K(}^√_{a1)} = Q_{K(}^√_{a2 )} = Q_{K(}^√_{a1a2)} = 0,

tak qto imeetsØ tri fflementa a_I takih, qto Q_{K(}^√_{aI )} = 0.

My sohranØem usloviØ predloßeniØ 1. Pust~ L/K est~ nekotoroe rasxirenie poleæ. Rassmotrim sledu¸wie abelevy gruppy:

A(L/K) = {γ ∈_2Br K | res_{L/K} γ = n∑ i=1 (a_i, f_i)

dlØ nekotoryh f_i ∈ L^∗}, B(L/K) = { n∑ i=1 (a_i, b_i) ∈_2Br K | b_i ∈ K^∗}, H(L/K) = A(L/K)/B(L/K). Sledstvie 3 utverßdaet, qto esli L = K(X), gde X – neosobaØ proektivnaØ konika, sootvetstvu¸waØ kvaternionnoæ algebre Q, to H(L/K) = ⟨Q⟩ (razumeetsØ, moßet okazat~sØ, qto Q imeet nulevoæ obraz v H(L/K)). Teper~ my rassmotrim sluqaæ kvadriki razmernosti bol~xeæ, qem 1. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ

234 A. S. SIVACKI`

Lemma 4.

1) Esli F/L/K est~ baxnØ rasxireniæ poleæ, i H(L/K) = H(F/L) = 0, to i H(F/K) = 0. Esli H(F/K) = 0, to i H(L/K) = 0. 2) Esli rasxirenie L/K qisto transcendentno, to H(L/K) = 0.

3) Esli H(F/K) = 0, i rasxirenie L/K takovo, qto LF/F qisto transcendentno, to H(L/K) = 0.

Dokazatel~stvo. 1) �to nemedlenno sleduet iz opredeleniæ grupp H(F/K), H(L/K) i H(F/L). 2) Vvidu 1) dostatoqno rassmotret~ sluqaæ L = K(t). Pust~ u ∈_2Br K takov, qto u_{K(t)} =^n ∑ i=1 (a_i, f_i) dlØ nekotoryh f_i ∈ K[t].

Togda u =^n ∑ i=1 (a_i, l(f_i)), qto i dokazyvaet utverßdenie.

3) �to nemedlenno vytekaet iz 1) i 2).

Predloßenie 5. Pust~ X = Xφ est~ proektivnaØ kvadrika nad

K, sootvetstvu¸waØ anizotropnoæ kvadratiqnoæ forme φ. Poloßim L = K(X).

1) Esli dim φ = 4, i disc(φ)a_I ∈ K^{∗ 2} dlØ nekotorogo I ≠ ?, to H(L/K) = ⟨(a, b)⟩, gde (a, b) – proizvol~naØ kvaternionnaØ K-algebra takaØ, qto C_0(φ) ≃ (a, b)_{K(}^√_{disc φ)}.

2) Esli dim φ = 4 i disc(φ)a_I /∈ K^{∗2} dlØ vseh I, to H(L/K) = 0. 3) Esli dim φ ¿ 5, to H(L/K) = 0.

Dokazatel~stvo. 1), 2). Pust~ d = disc(φ) i z^2 −ax^2 −by^2 +abd = 0

est~ uravnenie affinnoæ qasti X. My imeem K(X) = K(x, y, √ ax^2 + by^2 − abd) = K(x)(C), gde C est~ konika nad K(x), sootvetstvu¸waØ kvaternionnoæ K(x)-algebre (b, ax^2 − abd).

Pust~ u ∈ A(L/K). Po sledstvi¸ 3 my imeem

u_{K(x)} = δ + n∑ i=1 (a_i, f_i), (4)

gde δ ravno libo nul¸, libo (b, ax^2 − abd), i f_i ∈ K[x]. Dalee,

u = c(u_{K(x)}) = c(δ) + n∑ i=1 (a_i, l(f_i)),

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 235 gde c(δ) ravno libo nul¸, libo (a, b). �to dokazyvaet, qto H(L/K) ⊂ ⟨(a, b)⟩. Predpoloßim vnaqale, qto da_I ∈ K^{∗ 2} dlØ nekotorogo I. Togda, tak kak (ab)^2d = a(by)^2 + b(ax)^2 − abz^2, i (a, b)_{K(X)} = (a(by)^2 + b(ax)^2, −ab) =

(a(by)^2 + b(ax)^2 − abz^2, ab(a(by)^2 + b(ax)^2),

my poluqaem, qto (a, b) ∈ H(L/K).

Teper~ predpoloßim, qto da_I /∈ K^{∗2} dlØ vseh I. Sravnim vyqety v mnogoqlene (x^2 − bd) v levoæ i pravoæ qastØh ravenstva (4). My imeem ∂_x2_{−bd}(u_{K(x)}) = 0, ∂_x2_{−bd}( n∑ i=1 (a_i, f_i)) = a_I dlØ nekotorogo I. (5)

Predpoloßim, qto δ ≠ 0, to est~ δ = (b, ax^2 − abd). Iz ravenstv ∂_x2_{−bd}(δ) = b i (5) sleduet, qto ba_I ∈ K( √ bd)^{∗2}. Tak kak da_I /∈ K^{∗2}, my poluqaem, qto ba_I ∈ K^{∗ 2}. Itak, my dokazali qast~ 2), esli ba_I /∈ K^{∗2} dlØ vseh I. S drugoæ storony, φ_{K(t)} ≃ ⟨1, −ab(at^2 + b), −(at^2 + b), abd⟩, i (at^2 + b)a_I /∈ K(t)^{∗2}. RassußdeniØ vyxe pokazyva¸t, qto H(LK(t)/K(t)) = 0, tak qto po lemme 4 my poluqaem H(L/K) = 0.

3) Oqevidno, moßno vybrat~ podformu ψ razmernosti 4 formy φ_{K(t)} taku¸, qto disc(ψ)a_I /∈ K(t)^{∗2}. Tak kak forma φ_{K(t)(Xψ )} izotropna, to rasxirenie K(t)(X_ψ )(X_φ)/K(t)(X_ψ ) qisto transcendentno. PrimenØØ qast~ 2) i lemmu 4, my vidim, qto H(K(X_φ)/K) = 0.

Teper~ my v sostoØnii usilit~ osnovnye rezul~taty rabot [7] i [8]. Napomnim sootvetstvu¸wie oboznaqeniØ.

Pust~ F – proizvol~noe pole, n ¿ 2, a, b_1, . . . , b_n ∈ F^∗, D ∈ 2Br F . Nazovem troæku (F, D, {a, b_1, . . ., b_n}) dopustimoæ, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

a) �lementy a, b_1, . . ., b_n ∈ F^∗/F^{∗2} lineæno nezavisimy.

236 A. S. SIVACKI`

b) ind D = 2. c) D_{F (}^√_{a,}^√_{b1,...,}^√_{bn)} = 0. d) DlØ l¸boæ baxni rasxireniæ F ⊂ F_1 ⊂ F_2 ⊂ L = F ( √ a, √ b_1, . . . , √ b_n) takoæ, qto √ a /∈ F^∗_2 , [L : F_1] = 8, [F_2 : F_1] = 4,

imeem

D_{F1} /∈_2Br(F_1( √ a)/F_1) +_2Br(F_2/F_1).

e) Pole F ne imeet rasxireniæ neqetnoæ stepeni.

Sledstvie 6. Pust~ (F, D, {a, b1, . . . , bn}) – dopustimaØ troæka,

φ – anizotropnaØ kvadratiqnaØ forma nad F , i dim φ ¿ 5. Poloßim X = X_φ, i oboznaqim qerez F (X)_{odd} kakoe-nibud~ maksimal~noe rasxirenie neqetnoæ stepeni polØ F (X). Togda troæka (F (X)_{odd} , D_{F (X)odd} , {a, b_1, . . . , b_n}) takße ØvlØetsØ dopustimoæ.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, vse vyxeukazannye usloviØ, za is-

kl¸qeniem, moßet byt~, d) vypolnØ¸tsØ. Proverim uslovie d). Snaqala my proverim ego dlØ polØ F (X). Itak, predpoloßim, qto suwestvuet baxnØ poleæ F (X) ⊂ F_1(X) ⊂ F_2(X) ⊂ L(X) = F ( √ a, √ b_1, . . ., √ b_n)(X) takaØ, qto √ a /∈ F^∗_2 , [L : F_1] = 8, [F_2 : F_1] = 4 i D_{F1 (X)} ∈_2Br(F_1(X)( √ a)/F_1(X)) +_2Br(F_2(X)/F_1(X)).

Zametim, qto F_2 = F_1( √ d_1, √ d_2), dlØ nekotoryh d_1, d_2 ∈ F^∗, i, sledovatel~no, po [3] my imeem

D_{F1 (X)} = (a, f) + (d_1, f_1) + (d_2, f_2)

dlØ nekotoryh f, f_1, f_2 ∈ F_1(X)^∗. V silu qasti 3) predloßeniØ 5 my zakl¸qaem, qto

D_{F1} = (a, u) + (d_1, u_1) + (d_2, u_2)

dlØ nekotoryh u, u_1, u_2 ∈ F^∗_1 , qto protivoreqit uslovi¸ d) dlØ dopustimoæ troæki (F, D, {a, b_1, . . ., b_n}).

S drugoæ storony, v rabote [8] pokazano, qto esli troæka (K, D, {a, b_1, . . . , b_n}) ØvlØetsØ dopustimoæ, to troæka K_{odd} , D_{Kodd} ,

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 237

{a, b_1, . . ., b_n}) toße dopustima (sm. takße lemmu 9 niße). �to zaverxaet dokazatel~stvo sledstviØ 6.

Napomnim teper~ nekotorye dopolnitel~nye rezul~taty iz rabot [7] i [8].

Esli troæka (F, D, {a, b_1, . . . , b_n}) ØvlØetsØ dopustimoæ, i E = F ((t_0))((t_1 )) . . . ((t_n)) – mnogomernoe pole rØdov Lorana ot peremennyh t_0, t_1, . . . , t_n, to algebra s deleniem

A = D ⊗_E (a, t_0) ⊗_E (b_1, t_1) ⊗ · · · ⊗_E (b_n, t_n)

ne ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem dvuh netrivial~nyh central~nyh prostyh algebr nad l¸bym rasxireniem neqetnoæ stepeni polØ E, i, krome togo, ind A = 2^{n+1} [8]. Bolee togo, mul~tikvadratiqnoe rasxirenie F ( √ b_1, . . . , √ b_n)/F ne ØvlØetsØ 4-prevoshodnym, i esli D = (u, v), to forma ⟨uv, −u, −v, a⟩ daet sootvetstvu¸wiæ kontrprimer [7]. Nakonec, esli k – pole i fflementy a, b_1, . . . , b_n ∈ k^∗/k^{∗2} lineæno nezavisimy nad Z/2Z, to suwestvuet rasxirenie F/k i kvaternionnaØ algebra D nad F takaØ, qto troæka (F, D, {a, b_1, . . ., b_n}) ØvlØetsØ dopustimoæ [8].

S drugoæ storony, sledstvie 6 i rassußdenie v lemme 9, privedennoæ niße, pokazyva¸t, qto esli troæka (F, D, {a, b_1, . . . , b_n}) dopustima, to suwestvuet rasxirenie K/F takoe, qto troæka (K, D_K , {a, b_1, . . . , b_n}) takße dopustima, u(K) = 4 i pole K ne imeet rasxireniæ neqetnoæ stepeni.

SummiruØ dannye rezul~taty, my poluqaem sledu¸wee utverßdenie:

Teorema 7. Pust~ k – pole, n ¿ 2, i fflementy a, b1, . . . , bn ∈

k^∗/k^{∗2} lineæno nezavisimy nad Z/2Z. Togda suwestvuet rasxirenie K/k takoe, qto

1) u(K) = 4;

2) K ne imeet rasxireniæ neqetnoæ stepeni; 3) Rasxirenie K( √ b_1, . . . , √ b_n)/K ne ØvlØetsØ 4-prevoshodnym, i kontrprimer daetsØ nekotoroæ formoæ razmernosti 4 i diskriminanta a;

4) Suwestvuet central~naØ algebra s deleniem A nad polem E = K((t_0))((t_1)) . . . ((t_n)) takaØ, qto ind A = 2^{n+1}, i, krome togo, A_L ne ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem dvuh netrivial~nyh central~nyh prostyh algebr nad proizvol~- nym rasxireniem L/E neqetnoæ stepeni (zametim, qto u(E) = 2^{n+3} i cd_2(E) = n + 3).

238 A. S. SIVACKI`

Teper~ vyqislim gruppu H dlØ rasxireniØ, opredelØemogo polem funkciæ mnogoobraziØ Severi–Brauffra, svØzannogo s central~noæ prostoæ algebroæ ffksponenty 2.

Sledstvie 8. Pust~ D ∈ 2Br K, i pust~ libo ind D ¿ 4, libo

ind D = 2 i D_{K(}^√_{aI )} ≠ 0 dlØ l¸bogo I. Oboznaqim qerez K(D) pole funkciæ mnogoobraziØ Severi–Brauffra SB(D), sootvetstvu¸wego algebre D. Togda H(K(D)/K) = ⟨D⟩.

Dokazatel~stvo. Pust~ ind D = 2^n, i n ¿ 2. Pust~, dalee, D1

– algebra s deleniem, podobnaØ algebre D, F = SB(D_1 ), i L = SB(D). Togda, tak kak SB(D_F ) ≃ P^{degD−1}_F , rasxirenie LF/F qisto transcendentno. Sledovatel~no, po lemme 4 dostatoqno dokazat~ sledstvie 8 v sluqae, kogda D ØvlØetsØ algebroæ s deleniem.

V naqale rassmotrim sluqaæ, kogda D ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem neskol~kih kvaternionnyh algebr. Budem vesti rassußdenie indukcieæ po n. Pust~ φ ∈ I^2(K) – kvadratiqnaØ forma, sootvetstvu¸waØ D pri izomorfizme I^2(K)/I^3 (K) ≃ 2Br K. Legko videt~, qto my moßem vybrat~ φ tak, qto dim φ = 2n + 2, i, bolee togo, ni odna forma razmernosti < 2n + 2 ne moßet sootvetstvovat~ algebre D pri fftom izomorfizme. Pust~ X = X_φ – proektivnaØ kvadrika, opredelØemaØ formoæ φ. Rassmotrim sledu¸wu¸ diagrammu: K −−−−→ K(D)

K(X) −−−−→ K(X)(D) ,

gde vse otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ estestvennymi vloßeniØmi poleæ.

Esli n = 2, to ind D_{K(X)} = 2, i D_{K(X)(}^√_{aI )} ≠ 0 dlØ l¸bogo I, tak kak D_{K(}^√_{aI )} ≠ 0, i ker(_2Br F →_2Br F (Y )) = 0 dlØ l¸bogo polØ F i l¸boæ kvadriki Y nad F razmernosti > 2.

Esli n ¿ 3, to 4 6 ind D_{K(X)} < ind D. Takim obrazom, v oboih sluqaØh (n = 2 ili n ¿ 3) my moßem primenit~ indukcionnoe predpoloßenie k rasxireni¸ K(X)(D)/K(X). Pust~ u ∈ H(K(D)/K). Po indukcionnomu predpoloßeni¸ my imeem u_{K(X)} ∈ H(K(X)(D)/K(X)) ⊂ ⟨D_{K(X)} ⟩.

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 239 Sledovatel~no, libo u ∈ H(K(X)/K), libo u + D ∈ H(K(X)/K). Tak kak po predloßeni¸ 5 my poluqaem H(K(X)/K) = 0, dokazatel~stvo v sluqae, kogda D est~ tenzornoe proizvedenie kvaternionnyh algebr, zakonqeno.

Takim obrazom, qtoby dokazat~ predloßenie v obwem sluqae, dostatoqno postroit~ rasxirenie L/K takoe, qto D_L ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem kvaternionnyh algebr, ind D_L ¿ 4, i H(L/K) = 0. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ

Lemma 9.

1) Esli L/K – koneqnoe rasxirenie neqetnoæ stepeni, to H(L/K) = 0. 2) Esli π – 3-kratnaØ forma Pfistera nad K, to H(K(X_π )/K) = 0. 3) Pust~ F – pole, D ∈_2Br F – algebra s deleniem. Predpoloßim, qto F ne imeet rasxireniæ neqetnoæ stepeni i I^3(F ) = 0. Togda D ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem kvaternionnyh algebr.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ u ∈ 2Br K i uL =^{n∑}_{i=1}(ai, bi), gde bi ∈

L^∗. Togda

u = N_{L/K} (u_L) = n∑ i=1 (a_i, N_{L/K} b_i), qto dokazyvaet 1).

2) �to qastnyæ sluqaæ predloßeniØ 5, tak kak dim π = 8. 3) �ta qast~ lemmy dokazana v [9] i [2].

My vozvrawaemsØ k dokazatel~stvu sledstviØ 8 v obwem sluqae. DlØ proizvol~nogo polØ F oboznaqim qerez ^F kakoe-nibud~ maksimal~noe rasxirenie neqetnoæ stepeni polØ F , i qerez ~F kompozit vsevozmoßnyh rasxireniæ F (X_π ), gde π probegaet vse anizotropnye 3-kratnye formy Pfistera nad F . Rassmotrim sledu¸wu¸ beskoneqnu¸ baxn¸ poleæ K = K_1 ⊂ K_2 ⊂ . . . , gde

K_{i+1} = { ^K_i, esli i neqetno,

~K_i esli i qetno . Poloßim L =^∞ ⋃ i=1 K_i. Legko videt~, qto L ne imeet rasxireniæ

neqetnoæ stepeni i I^3(L) = 0. PrimenØØ lemmu 9, my poluqaem,

240 A. S. SIVACKI` qto H(L/K) = 0, i D_L est~ tenzornoe proizvedenie kvaternionnyh algebr. Bolee togo, po teoreme o redukcii indeksa dlØ central~nyh prostyh algebr [5] my imeem ind D_L = ind D. Dannye svoæstva polØ L dokazyva¸t sledstvie 8 v obwem sluqae.

Literatura

1. S. Amitsur, L. Rowen, J.-P. Tignol, Division algebras of degree 4 and 8 with involution. — Israel J. Math. 33 (1979), 133–148.

2. B. Kahn, Quelques remarques sur le U-invariant. — Sém. Th. Nombres Bordeaux no. 2 (1990), 155–161.

3. T. Y. Lam, D. B. Leep, J.-P. Tignol, Biquaternion algebras and quartic extensions.

— Pub. Math. IHES 77 (1993), 63–102.

4. A. S. Merkur~ev, O simvole normennogo vyqeta stepeni 2. — Dokl. AN SSSR 261, ˝ 3 (1981), 542–547.

5. A. S. Merkur~ev, Prostye algebry i kvadratiqnye formy. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 55 (1991), 218–224.

6. L. H. Rowen, Central simple algebras. — Israel J. Math. 29 (1978), 285–301. 7. A. S. Sivatski, Nonexcellence of multiquadratic field extensions. — J. Algebra 275 no. 2 (2004), 859–866.

8. A. S. Sivatski, On indecomposable algebras of exponent 2. — to appear in Israel J. Math.

9. A. S. Sivackiæ, Invarianty v algebraiqeskoæ teorii kvadratiqnyh form. — Kand. diss., Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Universitet (1988).

10. A. A. Suslin, Kvaternionnyæ gomomorfizm dlØ poleæ funkciæ na konike.

— Dokl. AN SSSR 265, ˝ 2 (1982), 292–297.

Sivatski A. S. On some elements of the Brauer group of a conic. The main purpose of this paper is to strenghen the author’s results in articles [7] and [8]. Let k be a field of characteristic ≠ 2, n ¿ 2. Suppose that elements a, b_1, . . . , b_n ∈ k^∗/k^{∗2} are linearly independent over Z/2Z. We construct a field extension K/k and a quaternion algebra D = (u, v) over K such that

1) The field K has no proper extension of odd degree. 2) The u-invariant of K equals 4. 3) The multiquadratic extension K( √ b_1, . . . , √ b_n)/K is not 4-excellent, and the quadratic form ⟨uv, −u, −v, a⟩ provides a corresponding counterexample.

4) The division algebra A = D ⊗_E (a, t_0) ⊗_E (b_1, t_1) · · ·⊗_E (b_n, t_n) does not decompose into a tensor product of two nontrivial central simple algebras over E, where E = K((t_0))((t_1 )) . . . ((t_n)) is the Laurent series field in variables t_0, t_1, . . . , t_n.

O NEKOTORYH �LEMENTAH GRUPPY BRAU�RA KONIKI 241 5) ind A = 2^{n+1}. In particular, the algebra A provides an example of an indecomposable algebra of index 2^{n+1} over a field, whose u-invariant and 2-cohomological dimension equal 2^{n+3} and n + 3, respectively.

Postupilo 9 noØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ fflektrotehniqeskiæ universitet

E-mail: sivatsky@AS3476.spb.edu