Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

A. S. Sivackiæ

NEKOTORYE TIPY NEPREVOSHODNYH RASXIRENI` POLE`

1. OboznaqeniØ i terminologiØ

Cel~¸ dannoæ stat~i ØvlØetsØ konstrukciØ neprevoshodnyh rasxireniæ poleæ opredelennyh tipov. Napomnim, qto rasxirenie poleæ L/F nazyvaetsØ prevoshodnym (sootvetstvenno nprevoshodnym), esli dlØ l¸boæ kvadratiqnoæ formy φ nad F (sootvetstvenno dlØ l¸boæ kvadratiqnoæ formy φ nad F razmernosti ne bolee qem n) anizotropnaØ qast~ formy φ_L opredelena nad F . Horoxo izvestno, qto l¸boe kvadratiqnoe rasxirenie prevoshodno (sm. naprimer, [4]). Oqevidno, to ße verno dlØ rasxireniæ neqetnoæ stepeni i qisto transcendentnyh rasxireniæ, tak kak pri fftih rasxireniØh anizotropnye formy ne mogut stat~ izotropnymi. Niße my rassmatrivaem baxni rasxireniæ F_1 ⊂ F_2 ⊂ F_3, gde rasxirenie F_3/F_2 kvadratiqnoe, a rasxirenie F_2/F_1 libo kvadratiqnoe, libo neqetnoæ stepeni, libo qisto transcendentnoe stepeni 1. My privodim mnogoqislennye primery rasxireniæ F_3/F_1 dannyh tipov, ne ØvlØ¸wihsØ 4-prevoshodnymi.

Glavnyæ istoqnik informacii, kasa¸weæsØ kvadratiqnyh form nad polØmi, – kniga [4]. Naxi oboznaqeniØ standartny. Vse polØ, rassmatrivaemye v dal~neæxem, ime¸t harakteristiku ≠ 2. Pod formoæ my vsegda ponimaem neosobu¸ kvadratiqnu¸ formu nad polem. W (F ) i I(F ) oboznaqa¸t sootvetstvenno kol~co Vitta polØ F , i ego ideal klassov qetnomernyh form. AnizotropnaØ qast~ formy φ oboznaqaetsØ qerez φ_{an} . Neskol~- ko zloupotreblØØ oboznaqeniØmi, my pixem φ = 0, esli forma φ giperboliqna, to est~ ee anizotropnaØ qast~ nulevaØ. Qerez

D(φ) my oboznaqaem mnoßestvo nenulevyh znaqeniæ formy φ.

DlØ formy φ nad polem F oboznaqim qerez F (φ) pole funkciæ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke sovmestnogo proekta Korolevskogo obwestva Velikobritanii “Kvadratiqnye formy i central~nye prostye algebry v kontekste rasxireniæ poleæ”. 213

214 A. S. SIVACKI` na proektivnoæ kvadrike, sootvetstvu¸weæ forme φ. Esli L/F – rasxirenie poleæ, to φ_L – rasxirenie formy φ na L, to est~ forma φ ⊗_F L. DlØ a, b ∈ F^∗ simvol ⟨⟨a, b⟩⟩ oboznaqaet 2-kratnu¸ formu Pfistera ⟨1, −a, −b, ab⟩. Esli k – pole i p ∈ k[x] – neprivodimyæ mnogoqlen, to qerez k(p) my oboznaqaem pole vyqetov

k[x]/p. Esli p fiksirovan, f ∈ k[x] i p ne delit f, to, esli ne

ogovoreno protivnoe, f est~ obraz f v k(p)^∗/k(p)^{∗2}.

Osnovnoæ instrument v konstrukcii dannyh primerov – tak nazyvaemyæ “vtoroæ gomomorfizm vyqeta” ∂_p : I^2/I^3(k(x)) →

k(p)^∗/k(p)^{∗2} dlØ proizvol~nogo neprivodimogo mnogoqlena p ot

peremennoæ x nad polem k (sm. [4]). Napomnim, qto vyqet 2- kratnoæ formy Pfistera ⟨⟨f, g⟩⟩ v mnogoqlene p vyqislØetsØ sledu¸wim obrazom: ∂_p(⟨⟨f, g⟩⟩) = { 0, esli v_p(f) = v_p(g) = 0, f , esli v_p(f) = 0, v_p(g) = 1 . (v_p – sootvetstvu¸wee diskretnoe normirovanie na k(x)). V suwnosti, ffti ravenstva zada¸t otobraßenie ∂_p na vseæ gruppe I^2/I^3(k(x)).

2. Neprevoshodnost~ rasxireniæ qetvertoæ stepeni

My naqnem so sledu¸wego utverßdeniØ:

Teorema 1. Pust~ k – pole, a, b, c ∈ k, a ∈ k^∗ \k^{∗2}, b^2 −ac^2 ∈ k^∗ \k^{∗2}.

Poloßim l = k( √ b + c √ a) i F = k(t, x, y), gde t, x, y – peremennye.

Togda suwestvuet qetyrehmernaØ kvadratiqnaØ forma φ nad F takaØ, qto dim (φ_{lF} )_{an} = 2, i forma (φ_{lF} )_{an} ne ØvlØetsØ opredelennoæ nad F . (�to oznaqaet, qto rasxirenie lF/F ne ØvlØetsØ 4-prevoshodnym.)

Dokazatel~stvo. Pust~ f = ((t^2 − a)x^2 − (b^2 − ac^2))((t^2 − a)y^2 − 1),

φ_1 ≃ (t + √ a)⟨1, −(b + c √ a)⟩, φ_2 ≃ (t + √ a)⟨1, −f(b + c √ a)⟩. Podberem q ∈ F^∗ takoe, qto formy (t + √ a)⟨⟨q⟩⟩ i q(t + √ a)(b + c √ a)⟨⟨qf⟩⟩ opredeleny nad F . PredpolagaØ, qto q udovletvorØet

fftomu uslovi¸, my poluqaem, qto forma

φ ≃ φ_2 ⊥ −qφ_1 ≃ (t + √ a)⟨⟨q⟩⟩ ⊥ q(t + √ a)(b + c √ a)⟨⟨qf⟩⟩

NEKOTORYE TIPY 215

takße opredelena nad F .

Sledu¸waØ lemma horoxo izvestna, no vvidu otsutstviØ udobnyh ssylok i dlØ polnoty izloßeniØ, my privodim ee dokazatel~stvo.

Lemma 2. Predpoloßim, qto q /∈ F^{∗2} ∪ aF^{∗2} i fflementy α, β ∈ F

takovy, qto ⟨⟨q, α^2−aβ^2 ⟩⟩ = 0. Togda forma (α+β √ a)⟨⟨q⟩⟩ opredelena nad F . Bolee togo, esli fflementy X, Y ∈ F takovy, qto X^2 −

qY^2 = α^2 − aβ^2 , to (α + β √ a)⟨⟨q⟩⟩ ≃ (2X + 2α)⟨⟨q⟩⟩. Dokazatel~stvo. Tak kak (X + Y^√q)(X − Y^√q) = (α + β^√a)(α − β √ a), my imeem N_{F (}^√_{a,}^√_{q)/F (}^√_{a)}(α + β √ a + X + Y √ q) =

= (α + β √ a + X + Y √ q)(α + β √ a + X − Y √ q) = (α + β √ a)(2X + 2α). Sledovatel~no, tak kak oqevidno, ⟨⟨q, N_{F (}^√_{a,}^√_{q)/F (}^√_{a)}(α + β √ a + X + Y √ q)⟩⟩ = 0, my poluqaem ⟨⟨q, α + β √ a⟩⟩ ≃ ⟨⟨q, (α + β √ a)N_{F (}^√_{a,}^√_{q)/F (}^√_{a)} (α + β √ a + X + Y √ q)⟩⟩ ≃ ⟨⟨q, 2X + 2α⟩⟩, ili, qto ravnosil~no (α + β √ a)⟨⟨q⟩⟩ ≃ (2X + 2α)⟨⟨q⟩⟩. Lemma doka- zana.

Tak kak

((t^2 − a)y)^2 − t^2 − a

(t^2 − a)y^2 − 1

((t^2 − a)y^2 − 1)^2 = t^2 − a, i ((t^2 − a)x)^2 − t^2 − a

(t^2 − a)y^2 − 1 f = (t^2 − a)(b^2 − ac^2) = N(b + c √ a)(t + √ a), my poluqaem, qto ⟨⟨ t^2 − a (t^2 − a)y^2 − 1 , t^2 − a ⟩⟩ = ⟨⟨ t^2 − a (t^2 − a)y^2 − 1 f, (t^2 − a)(b^2 − ac^2) ⟩⟩ = 0.

Sledovatel~no, pri postroenii formy φ moßno poloßit~ q = t2−a (t2−a)y2−1 . Po lemme 2 poluqaem

(t + √ a)⟨⟨q⟩⟩ ≃ (2(t^2 − a)y + 2t)⟨⟨q⟩⟩,

216 A. S. SIVACKI` q(t + √ a)(b + c √ a)⟨⟨qf⟩⟩ ≃ (2(t^2 − a)x + 2(bt + ac))⟨q, −f⟩, otkuda φ ≃ (2(t^2 − a)y + 2t)⟨1, −q⟩ ⊥ (2(t^2 − a)x + 2(bt + ac))⟨q, −f⟩. My hotim dokazat~, qto forma φ daet kontrprimer k 4- prevoshodnosti polØ F . Pri fftom nam ne nußno znat~ toqnyæ vid dovol~no gromozdkih kofffficientov φ. Oqevidno, qto

(φ_{lF} )_{an} ≃ (φ_2)_{lF} ≃ (t + √ a)⟨1, −f⟩_{lF} . V qastnosti, dim(φ_{lF} )_{an} = 2. Esli forma (φ_{lF} )_{an} opredelena nad F , to suwestvuet p ∈ F^∗ takoæ, qto

(t + √ a)⟨1, −f⟩ ≃ p⟨1, −f⟩, to est~ ⟨⟨f, (t + √ a)p⟩⟩_{lF} = 0, qto ravnosil~no tomu, qto ⟨⟨f, (t + √ a)p⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a, u + v √ a⟩⟩ nad F ( √ a) dlØ nekotoryh u, v ∈ F . My pokaßem, qto na samom dele ffto nevozmoßno. Bolee toqno, my dokaßem sledu¸wee qut~ bolee obwee utverßdenie.

Lemma 3. DlØ l¸byh u, v, p ∈ F , w ∈ k(^√a) imeem ⟨⟨f, (t + √ a)wp⟩⟩ ≄ ⟨⟨b + c √ a, u + v √ a⟩⟩. (1) Dokazatel~stvo. Poloßim e = b^2 − ac^2. Esli e /∈ ak^{∗2}, to est~ l/k ne ØvlØetsØ rasxireniem Galua, to vyqety libo v t + √ a, libo v t − √ a levoæ i pravoæ qasteæ formuly (1) razliqny, qto i dokazyvaet lemmu v fftom sluqae.

Esli e ∈ ak^{∗2}, to trebuetsØ znaqitel~no bolee sloßnoe rassußdenie. Predpoloßim, qto ⟨⟨f, (t + √ a)wp⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a, u + v √ a⟩⟩ (1^′) dlØ nekotoryh u, v, p ∈ k(t, y)[x], i qto pri fftom uslovii m = deg p minimal~no (v fftom paragrafe pod deg my ponimaem stepen~ otnositel~no peremennoæ x). V qastnosti, mnogoqlen p svoboden ot kvadratov. Bolee togo, moßno predpolagat~, qto deg(u+v √ a) minimal~na pri uslovii, qto deg p = m. Ots¸da my poluqaem, qto

(t^2 − a)x^2 − e ne delit p, tak kak v protivnom sluqae moßno bylo

NEKOTORYE TIPY 217

by zamenit~ p na −p^{(t2−a)y2−1}

(t2−a)x2−e , qto protivoreqit minimal~nosti

deg p. Takße (t^2 − a)x^2 − e ne delit u + v √ a, tak kak v protivnom sluqae izomorfizm ⟨⟨f, (t + √ a)w(b + c √ a)p⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a, u + v √ a (t^2 − a)x^2 − e

((t^2 − a)y^2 − 1)⟩⟩,

poluqaemyæ iz (1^′) pribavleniem k obeim qastØm ⟨⟨b + c √ a, f⟩⟩, privodil by k protivoreqi¸ s minimal~nost~¸ deg(u + v √ a). Pust~ p = ∏ p_i, gde p_i ∈ k(t, y)[x] – neprivodimye mnogoqleny,

deg p_i ¿ 1. Nam budet nußna sledu¸waØ

Lemma 4. DlØ kaßdogo pi fflementy f i af ne ØvlØ¸tsØ kvadra-

tami v k(t, y)[x]/p_i.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, k primeru, qto af est~ kvadrat v k(t, y)[x]/p_1. Rassmotrim dva sluqaØ: a) deg p_1 ¿ 2, b) deg p_1 = 1.

Sluqaæ a).

Tak kak af ØvlØetsØ kvadratom v k(t, y)[x]/p_1, my poluqaem, qto P^2 − af = p_1s, dlØ nekotoryh P, s ∈ k(t, y)[x], priqem deg P 6

deg p_1 −1. Tak kak deg p_1 ¿ 2 i deg f = 2, to deg(p_1s) 6 2(deg p_1 −1),

otkuda deg s 6 deg p_1 − 2. Nad polem k( √ a, t, y, x) my imeem ⟨⟨ f, p_1s ⟩⟩ ≃ ⟨⟨ f, P^2 − af ⟩⟩ ≃ ⟨⟨af, P^2 − af ⟩⟩ = 0,

tak qto ⟨⟨b + c √ a, u + v √ a⟩⟩ ≃ ⟨⟨f, (t + √ a)wp⟩⟩ ≃ ⟨⟨af, (t + √ a)wp⟩⟩ ≃ ⟨⟨af, (t + √ a)w p p_1 s⟩⟩ ≃ ⟨⟨f, (t + √ a)w p p_1 s⟩⟩, qto daet protivoreqie s minimal~nost~¸ deg p, poskol~ku deg^p_{p1} s

6 deg p − 2.

Sluqaæ b).

Pust~ p_1 = Qx + P . My moßem predpolagat~, qto Q, P ∈ k(t)[y]. Tak kak af ØvlØetsØ kvadratom v k(t, y)[x]/p_1, my zakl¸qaem, qto a ( (t^2 − a)

P^2

Q^2 − e )( (t^2 − a)y^2 − 1 ) ∈ k(t, y)^{∗ 2}. �to vleqet, qto (t^2 − a)y^2 − 1 ØvlØetsØ delitelem (t^2 − a)P^2 − eQ^2 , kak mnogoqlena ot y. Ots¸da sleduet, qto suwestvu¸t nenulevye mnogoqleny P_1, Q_1 ∈ k(t)[y] i racional~naØ funkciØ g ∈ k(t)^∗

218 A. S. SIVACKI`

takie, qto deg_y P_1, deg_y Q_1 6 1, i (t^2 − a)P^2_1 − eQ^2_1 = g((t^2 − a)y^2 − 1)

(zdes~ pod deg_y my ponimaem stepen~ otnositel~no y). Legko vi-

det~, qto iz fftogo sleduet, qto g⟨(t^2 − a), −1⟩ ≃ ⟨(t^2 − a), −e⟩ nad

k(t), protivoreqie, tak kak diskriminanty levoæ i pravoæ qa-

steæ poslednego izomorfizma razliqny. Sluqaæ, kogda f pred-

polagaetsØ kvadratom v k(t, y)[x]/p_1, rassmatrivaetsØ soverxen-

no analogiqno. Lemma 4 dokazana.

My vozvrawaemsØ k dokazatel~stvu lemmy 3. Po lemme 4

my poluqaem, qto kaßdyæ p_i ØvlØetsØ delitelem mnogoqlena u + v √ a ∈ k( √ a, t, y)[x], tak kak v protivnom sluqae vyqety v p_i

(toqnee, v nekotorom neprivodimom delitele p_i nad k( √ a, t, y)[x]) levoæ i pravoæ qasteæ izomorfizma (1^′) byli by razliqny. Ta-

kim obrazom, my poluqaem, qto u + v √ a = p(u_1 + v_1 √ a), dlØ neko-

toryh u_1, v_1 ∈ k(t, y)[x], otkuda ⟨⟨f, (t + √ a)wp⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a , p(u_1 + v_1 √ a)⟩⟩ (2) i, tak kak p svoboden ot kvadratov, mnogoqleny u_1 + v_1 √ a i p vzaimno prosty. UmnoßaØ na nekotoryæ kvadrat v k(t)^∗, moß-

no predpolagat~, qto v_t2_{−a}(p) raven libo 0, libo 1. Predpolo-

ßim, qto v_t2_{−a}(p) = 1. Togda, primenØØ avtomorfizm W (F ( √ a)) → W (F ( √ a)) nad W (k( √ a)(x, y)), opredelØemyæ tem, qto t → −t, k

obeim qastØm izomorfizma (2), zapisyvaemogo v vide ⟨⟨f, (t − √ a) p t^2 − a w⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a, p t^2 − a

(u_1 + v_1 √ a)(t^2 − a)⟩⟩, i zamenØØ p(t, x, y) na p(−t, x, y)(t^2 − a)^{−1}, my svodim zadaqu k slu-

qa¸ v_t2_{−a}(p) = 0.

My utverßdaem, qto deg(u_1 + v_1 √ a) = 0. Deæstvitel~no, pred-

poloßim, qto s ∈ k( √ a, t, y)[x] – neprivodimyæ delitel~ mnogo-

qlena u_1 + v_1 √ a. Tak kak s ne delit ((t^2 − a)x^2 − e)p, my poluqaem, qto ∂_s(⟨⟨b + c √ a, p(u_1 + v_1 √ a)⟩⟩) = ∂_s(⟨⟨f, (t + √ a)wp⟩⟩) = 1. Putem togo ße rassußdeniØ, qto i v lemme 4, my moßem umen~-

xit~ deg(u_1 + v_1 √ a) v (2), qto protivoreqit minimal~nosti

deg(u + v √ a) v (1^′). Itak, my zakl¸qaem, qto u mnogoqlena

u_1 + v_1 √ a voobwe net neprivodimyh deliteleæ, to est~ u_1, v_1 ∈

k(t, y). Iz izomorfizma (2) sleduet, qto ⟨⟨(b + c √ a)f, (t + √ a)wp⟩⟩ ≃ ⟨⟨b + c √ a, (t + √ a)(u_1 + v_1 √ a)w⟩⟩,

NEKOTORYE TIPY 219

i, krome togo, pravaØ qast~ poslednego izomorfizma opredelena nad k( √ a, t, y). Oboznaqim ee qerez π. Tak kak π rasweplØetsØ

kvadratnym kornem iz (b + c √ a)f = (b + c √ a)((t^2 − a)y^2 − 1)((t^2 − a)x^2 − e),

my zakl¸qaem, qto π_{k(}^√_{a,t,y)(τ )} = 0, gde

τ ≃ ⟨⟨((t^2 − a)y^2 − 1)(b + c √ a)(t^2 − a), −((t^2 − a)y^2 − 1)(b + c √ a)e⟩⟩. Sledovatel~no, libo π = 0, libo

π ≃ τ ≃ ⟨⟨((t^2 − a)y^2 − 1)(b + c √ a)(t^2 − a), −((t^2 − a)y^2 − 1)(b + c √ a)e⟩⟩. (3) S odnoæ storony, tak kak v_t2_{−a}(p) = 0, my imeem

∂_{(t+}^√_{a)}(π) = ∂_{(t+}^√_{a)} (⟨⟨f(b + c √ a), (t + √ a)wp⟩⟩) = b − c √ a, tak qto π ≠ 0, i, znaqit, vypolnØetsØ (3). S drugoæ storony, ∂_{(t−}^√_{a)} (π) = ∂_{(t−}^√_{a)}(⟨⟨f(b + c √ a), (t + √ a)wp⟩⟩) = 1, no ∂_{(t−}^√_{a)}(⟨⟨((t^2 −a)y^2 −1)(b+c √ a)(t^2 −a), −((t^2 −a)y^2 −1)(b+c √ a)e⟩⟩) = = (b + c √ a)e = b − c √ a, protivoreqie, vvidu (3). �to dokazyvaet lemmu 3, a, znaqit i teoremu 1.

Sledstvie 5. Pust~ k – pole i l/k – proizvol~noe rasxirenie po-

leæ qetvertoæ stepeni. Togda suwestvuet rasxirenie F/k takoe,

qto rasxirenie lF/F ne ØvlØetsØ 4-prevoshodnym.

Dokazatel~stvo. Suwestvuet rasxirenie k1/k, ØvlØ¸weesØ libo kubiqeskim, libo trivial~nym, takoe, qto lk_1/k_1 – baxnØ kva-

dratiqnyh rasxireniæ. Esli verhniæ fftaß fftoæ baxni ne ØvlØ-

etsØ kompozitom dvuh kvadratiqnyh rasxireniæ polØ k_1, my mo-

ßem primenit~ teoremu 1. Protivopoloßnyæ sluqaæ rassmotren v [5].

Esli k( √ b + c √ a)/k ne ØvlØetsØ rasxireniem Galua, to est~

e /∈ k^{∗2} ∪ ak^{∗2}, to teorema 1 moßet byt~ usilena, i ee dokazatel~-

stvo sil~no uprowaetsØ. V fftom sluqae imeet mesto sledu¸wee

220 A. S. SIVACKI`

Predloßenie 6. Pust~ k – pole, a, b, c ∈ k, a ∈ k^∗ \ k^{∗2}, i pust~

e = b^2 −ac^2 ∈ k^∗\(k^{∗2} ∪ak^{∗2}), l = k( √ b + c √ a). Pust~ t – peremennaØ, F = k(t). Togda suwestvuet qetyrehmernaØ forma φ nad F takaØ, qto imeet mesto sledu¸wee:

dlØ l¸bogo polØ ~l ⊃ l takogo, qto b−c √ a ne ØvlØetsØ kvadratom v ~l i t transcendentno nad ~l, forma (φe_{lF} )_{an} ne opredelena nad F . V qastnosti, samo pole l udovletvorØet fftim usloviØm.

Dokazatel~stvo. Pust~ φ ≃ ⟨2t, 2t(t^2 − a), −2(bt + ac), −2e(bt + ac)(t^2 − a)⟩. Legko videt~, qto

φ_{F (}^√_{a)} ≃ (t − √ a)⟨1, −(b − c √ a)⟩ ⊥ (t + √ a)⟨1, −(b + c √ a)⟩, otkuda dim(φ_{elF} )_{an} = 2. Predpoloßim, qto forma (φ_{elF} )_{an} opredelena nad F . Togda suwestvuet z ∈ F^∗ takoæ, qto (t − √ a)⟨1, −(b − c √ a)⟩ ≃ z⟨1, −(b − c √ a)⟩, to est~ ⟨⟨b − c √ a, (t − √ a)z⟩⟩e_{lF} = 0. S drugoæ storony, tak kak

fflement b − c √ a ne ØvlØetsØ kvadratom v ~l i z ∈ F^∗, to vyqet fftoæ 2-kratnoæ formy Pfistera v t − √ a ili t + √ a netrivialen – protivoreqie.

3. Neprevoshodnost~ rasxireniæ stepeni 2n dlØ neqetnogo n

V fftom paragrafe my rassmatrivaem baxni iz dvuh rasxireniæ poleæ, odno iz kotoryh ØvlØetsØ rasxireniem Galua, a drugoe kvadratiqnym.

Predloßenie 7. Pust~ k – pole, l = k(α, β) – koneqnoe rasxi-

renie Galua neqetnoæ stepeni n > 1. Predpoloßim, qto α /∈ k i β /∈ k(α). Pust~, dalee, t, x, y – peremennye, a, b, d ∈ k^∗ takie, qto d, −ab, −abd /∈ k^{∗2}. Poloßim φ ≃ ⟨a, b, x, abdx⟩, K = k(t, x, y), L = lK, E = L( √ −(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2)). Togda

1) dim (φ_E )_{an} = 2;

2) forma (φ_E )_{an} ne opredelena nad K.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo dannogo predloßeniØ napominaet dokazatel~stvo teoremy 1.

NEKOTORYE TIPY 221 1) Oqevidno, φ_L ≃ ⟨xt^2 + aα^2, ax(xt^2 + aα^2), by^2 + abdxβ^2, adx(by^2 + abdxβ^2)⟩, sledovatel~no, φ_E izotropna, i (φ_E )_{an} ≃ ax(xt^2 + aα^2)⟨1, −d⟩.

2) Predpoloßim, qto forma (φ_E )_{an} opredelena nad K. Togda suwestvuet p ∈ K^∗ takoæ, qto ax(xt^2 + aα^2)⟨1, −d⟩_E ≃ p⟨1, −d⟩_E, to est~ ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)p⟩⟩_E = 0. �to oznaqaet, qto ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)p⟩⟩_L ≃ ⟨⟨−(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2), q⟩⟩_L (4) dlØ nekotorogo q ∈ L^∗.

Moßno predpolagat~, qto p ∈ k(t, x)[y], i m = deg p minimal~- na (v fftom paragrafe pod deg my ponimaem stepen~ otnositel~no peremennoæ y). Zametim takße, qto by^2 + abdxβ^2 ̸|p, tak kak v protivnom sluqae by^2 + abdx(σβ)^2|p dlØ l¸bogo σ ∈ G(l/k), i sravnenie vyqetov obeih qasteæ (4) v by^2 + abdx(σβ)^2, pri uslovii

σβ ≠ β, privodilo by k protivoreqi¸.

Pust~ teper~ p = ∏ p_i, gde p_i ∈ k(t, x)[y] – neprivodimye mno-

goqleny ot peremennoæ y.

Lemma 8. DlØ kaßdogo pi fflement d ne ØvlØetsØ kvadratom v k(t, x)[y]/p_i. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, naprimer, qto d est~ kvadrat v k(t, x)[y]/p_1. My poluqaem P^2 − d = p_1s dlØ nekotoryh P, s ∈

k(t, x)[y], deg P 6 deg p_1 − 1. Sledovatel~no,

deg s 6 2(deg p_1 − 1) − deg p_1 = deg p_1 − 2.

Tak kak ⟨⟨d, p_1s⟩⟩ ≃ ⟨⟨d, P^2 − d⟩⟩ = 0, my moßem zamenit~ v (4) delitel~ p_1 mnogoqlena p na s, qto protivoreqit minimal~nosti

deg p. Lemma dokazana.

Pust~ p_i = ∏ p_{ij}, gde p_{ij} ∈ l(t, x)[y] – neprivodimye mnogoqleny

ot y. Tak kak l/k – rasxirenie Galua neqetnoæ stepeni, my imeem l(t, x)[y]/p_{ij} ≃ l(k(t, x)[y]/p_i), i, krome togo, deg[l(k(t, x)[y]/p_i) :

k(t, x)[y]/p_i] neqetna. Sledovatel~no, po lemme 8 fflement d ne

ØvlØetsØ kvadratom v l(k(t, x)[y]/p_i), a, znaqit, i v l(t, x)[y]/p_{ij}. �to oznaqaet, qto forma (4) imeet nenulevye vyqety v kaßdom

p_{ij}. Iz fftogo sleduet, qto q = pf, gde f ∈ l(t, x)[y], i mnogoqleny

222 A. S. SIVACKI` f i p vzaimno prosty. Takim obrazom, my moßem perepisat~ (4) kak ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)p⟩⟩_L ≃ ⟨⟨−(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2), pf⟩⟩_L. (5) Toqno tak ße, kak i v lemme 2, my moßem predpolagat~, qto v ravenstve (5), gde deg p = m fiksirovana, deg f minimal~na. Oboznaqim formu Pfistera v (5) qerez π. Zametim, qto by^2 + abdxβ^2 ne delit f, tak kak v protivnom sluqae moßno bylo by zamenit~ f na^f

(xt2+aα2)(by2+abdxβ2) , qto daet protivoreqie s minimal~no-

st~¸ deg f.

Lemma 9. deg f = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ f =^∏ fi, gde fi ∈ l(t, x)[y] – neprivodimye mnogoqleny ot y. Tak kak f_i ne poØvlØetsØ v levoæ qasti (5), to my imeem ∂_{fi} (π) = 1 dlØ l¸bogo f_i. Predpoloßim snaqala, qto, skaßem, deg f_1 ¿ 2. Tak kak ∂_{f1} (π) = 1, my poluqaem, qto

P^2 + (xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2) = f_1s

dlØ nekotoryh P, s ∈ l(t, x)[y] takih, qto deg P 6 deg f_1 −1. Tak kak

deg f_1 ¿ 2 my imeem

deg(P^2 + (xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2)) 6 2(deg f_1 − 1),

otkuda deg s 6 deg f_1 − 2, i vse dokazano tak ße, kak i v lemme 8. Teper~ predpoloßim, qto deg f_1 = 1, to est~ f_1 = R(y −^P_Q ), gde P, Q ∈ l(x)[t], R ∈ l(x, t). Tak kak ∂_{f1} (π) = 1, my poluqaem, qto −(xt^2 + aα^2)(bP^2 + abdxβ^2Q^2) ØvlØetsØ kvadratom v l(x)[t]. V qastnosti,

xt^2 + aα^2|bP^2 + abdxβ^2Q^2.

Sledovatel~no, suwestvu¸t nekotorye nenulevye mnogoqleny

P_1, Q_1 ∈ l(x)[t] takie, qto deg_t P_1, deg_t Q_1 6 1 i xt^2 + aα^2|bP_1^2 + abdxβ^2Q^2_1, to est~

bP_1^2 + abdxβ^2Q^2_1 = g(xt^2 + aα^2)

dlØ nekotorogo g ∈ l(x). Legko videt~, qto iz fftogo sleduet, qto

⟨b, abdx⟩_{l(x)} ≃ ⟨gx, ga⟩ – protivoreqie, tak kak diskriminanty le-

voæ i pravoæ qasteæ poslednego izomorfizma razliqny. Lemma dokazana.

NEKOTORYE TIPY 223 DobavlØØ k obeim qastØm izomorfizma (5) formu Pfistera

⟨⟨d, pf⟩⟩, my moßem perepisat~ (5) kak ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)f⟩⟩_L ≃ ⟨⟨−d(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2), pf⟩⟩_L. (6) Po lemme 9 levaØ qast~ poslednego izomorfizma opredelena nad l(t, x). Bolee togo, ego pravaØ qast~ rasweplØetsØ nad l(t, x)( √ −d(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2)). Takim obrazom, tak ße, kak

i dlØ formy π iz paragrafa 2, libo

a) ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)f⟩⟩_{l(t,x)} = 0, libo b) ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)f⟩⟩_{l(t,x)} ≃ ⟨⟨−bd(xt^2 + aα^2), −abx(xt^2 + aα^2)⟩⟩_{l(t,x)}. Predpoloßim, qto imeet mesto sluqaæ a). Moßno predpolagat~, qto f ∈ l(x)[t], p ∈ k(x, y)[t], i qto f i p svobodny ot kvadratov kak mnogoqleny ot t. Oqevidno, xt^2 + aα^2|f, tak kak v protivnom sluqae my imeli by

d = ∂_{xt}2_{+aα}2 (⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)f⟩⟩) = ∂_{xt}2_{+aα}2 (0) = 1,

protivoreqie. Po analogiqnoæ priqine, esli σα ≠ α (takoe σ suwestvuet, tak kak β /∈ k(α)), to xt^2 + a(σα)^2 ̸|f. Takim obrazom, iz izomorfizma (6) sleduet, qto xt^2 +a(σα)^2 ̸|p, esli σα ≠ α, ili, qto ravnosil~no, xt^2 + aα^2 ̸|p.

1 = ∂_{xt}2_{+aα}2 (⟨⟨−d(xt^2 + aα^2)(by^2 + abdxβ^2), pf⟩⟩) =

df_1(by^2 + abdxβ^2)p mod(xt^2 + aα^2) ∈ l(t)(u)^∗/l(t)(u)^{∗ 2}. (7)

Tak kak β /∈ k(α), i stepen~ [k(α, β) : k] neqetna, my poluqaem, qto β^2 /∈ k(α), i, sledovatel~no, suwestvuet σ ∈ G(l/k) takoe, qto

σα = α i σ(β^2) ≠ β^2. PrimenØØ takoe σ to (7), my vidim, qto

dσf_1(by^2 + abdx(σβ)^2)p mod(xt^2 + aα^2) = 1. (8)

Ob¨edinØØ (7) i (8) poluqaem, qto

f_1σf_1(by^2 + abdxβ^2)(by^2 + abdx(σβ)^2) mod(xt^2 + aα^2) = 1.

Tak kak f_1σf_1 mod(xt^2 + aα^2) ∈ l(t, x, √ −ax) ne zavisit ot y, i σ(β^2 ) ≠ β^2, my prihodim k protivoreqi¸. Itak, sluqaæ a) ne-

vozmoßen.

224 A. S. SIVACKI`

Predpoloßim teper~, qto imeet mesto sluqaæ b), to est~ ⟨⟨d, ax(xt^2 + aα^2)f⟩⟩_{l(t,x)} ≃ ⟨⟨−bd(xt^2 + aα^2), −abx(xt^2 + aα^2)⟩⟩_{l(t,x)}. SravnivaØ vyqety v mnogoqlene x v levoæ i pravoæ qastØh poslednego izomorfizma, poluqaem, qto libo −ab ∈ k^{∗2}, libo

−dab ∈ k^{∗2}, qto ne tak po predpoloßeni¸. Sledovatel~no, i slu-

qaæ b) nevozmoßen, qto i zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ 7.

Sledstvie 10. Pust~ n ¿ 2 – celoe qislo, ne ØvlØ¸weesØ neqet-

nym prostym. Togda suwestvuet koneqnoe 4-neprevoshodnoe rasxirenie poleæ stepeni 2n.

Dokazatel~stvo. Esli n qetno, to 2n = 2^km, gde k ¿ 2 i m neqetno. Pust~ L/F – 4-neprevoshodnoe mul~tikvadratiqnoe rasxirenie stepeni 2^k (suwestvovanie takih rasxireniæ dokazano v [5]). Pust~, dalee, φ – qetyrehmernaØ forma v sootvetstvu- ¸wem kontrprimere. Rassmotrim rasxirenie L(t^1m )/F (t) stepeni 2n. PrimenØØ specializaci¸ t = 0 (pervoe otobraßenie vyqeta), legko videt~, qto rasxirenie L(t)/F (t) ØvlØetsØ 4- neprevoshodnym, priqem forma φ_{F (t)} dostavlØet sootvetstvu¸- wiæ kontrprimer. Tak kak rasxirenie L(t^1m )/L(t) imeet neqetnu¸ stepen~, my zakl¸qaem, qto φ_{F (t)} ØvlØetsØ takße kontrprimerom dlØ rasxireniØ L(t^1m )/F (t).

Teper~ predpoloßim, qto n neqetno, prostoe qislo p ≠ n delit n, i l/k – rasxirenie Galua stepeni n. Pust~ k ⊂ k_1 ⊂ l – promeßutoqnoe rasxirenie, takoe, qto gruppa Galua G(l/k_1) – cikliqeskaØ porØdka p, l = k(β) i α ∈ k_1 \ k. Togda rasxirenie l/k i fflementy α i β udovletvorØ¸t uslovi¸ predloßeniØ 7, qto vleqet za soboæ suwestvovanie 4-neprevoshodnogo rasxireniØ stepeni 2n.

4. Neprevoshodnost~ rasxireniæ, opredelØemyh giperfflliptiqeskimi krivymi

V poslednem paragrafe nastoØweæ raboty my daem primery 4-neprevoshodnyh rasxireniæ L/F , gde L – pole funkciæ giperfflliptiqeskoæ krivoæ nad F . V fftom sluqae rasxirenie L/F ØvlØetsØ baxneæ qisto transcendentnogo rasxireniØ stepeni 1

NEKOTORYE TIPY 225 i kvadratiqnogo rasxireniØ. �tot vopros predstavlØet interes, tak kak pole funkciæ koniki vsegda opredelØet prevoshodnoe rasxirenie ([1, 3]). Bolee toqno, imeet mesto sledu¸wee Predloßenie 11. Pust~ k – pole, a, b ∈ k^∗, forma Pfistera

⟨⟨a, b⟩⟩ anizotropna i n > m ¿ 1 – celye qisla. Pust~, dalee, F = k((t)), gde t – peremennaØ, i X – giperfflliptiqeskaØ krivaØ nad F , opredelØemaØ uravneniem y^2 = ax^{2n} + bx^{2m} − t. Togda forma (⟨1, −a, −b, t⟩_{F (X)})_{an} ne opredelena nad F .

Dokazatel~stvo. Tak kak giperboliqeskaØ ploskost~ ⟨1, −(ax^{2n}

+bx^{2m} − t)⟩_{F (X)} ØvlØetsØ podformoæ formy ⟨1, −a, −b, t⟩_{F (X)}, my

poluqaem, qto forma ⟨1, −a, −b, t⟩_{F (X)} izotropna, otkuda dim(⟨1, −a, −b, t⟩_{F (X)})_{an} = 2. Predpoloßim, qto suwestvu¸t takie d, e ∈ F^∗, qto (⟨1, −a, −b, t⟩_{F (X)})_{an} ≃ ⟨d, e⟩_{F (X)} , ili, qto ravnosil~no, forma φ ≃ ⟨1, −a, −b, t, −d, −e⟩ stanovitsØ giperboliqnoæ nad F (X). Togda my imeem

(φ_{an})_{F (x)} ≃ ⟨⟨ax^{2n} + bx^{2m} − t⟩⟩ ⊗ τ (9)

dlØ nekotoroæ formy τ . Predpoloßim, qto dim τ neqetna. Togda

disc(φ_{an} ) = ax^{2n} + bx^{2m} − t. S drugoæ storony,

disc(φ_{an}) = −abdet ≠ ax^{2n} + bx^{2m} − t (mod F (x)^{∗2}),

protivoreqie. Sledovatel~no, dim τ qetna, i, znaqit, dim φ_{an} = 4. PrimenØØ pervoe otobraßenie vyqeta (faktiqeski, specializaci¸ x = 0) k (9), my zakl¸qaem, qto φ_{an} podobna forme

⟨⟨−t, −c⟩⟩ pri nekotorom c ∈ F^∗. Tak kak ⟨⟨−t, t⟩⟩ = 0, moßno pred-

polagat~, qto c ∈ k^∗ i −c /∈ k^{∗2}. Dalee, tak kak φ_{F (X)} = 0, imeem ax^{2n} + bx^{2m} − t ∈ D(⟨−c, −t, −ct⟩_{F (x)} ). Pust~ r – minimal~noe neotricatel~noe celoe qislo takoe, qto

t^{2r}(ax^{2n} + bx^{2m} − t) = −(cp^2_1 + tp^2 + ctp^2_3)

dlØ nekotoryh p_1, p_2, p_3 ∈ k[[t]][x] (takoe r suwestvuet po teoreme Kasselsa–Pfistera (sm., naprimer, [4])). Predpoloßim, qto r ¿ 1. Togda p_1 = tq_1, q_1 ∈ k[[t]][x], i, sledovatel~no,

t^{2r−1}(ax^{2n} + bx^{2m} − t) = −(p^2 + cp^2_3 + ctq^2_1).

226 A. S. SIVACKI` Ots¸da p_2^2 + cp_3^2 = 0, gde p_2, p_3 ∈ k[x] – redukcii mnogoqlenov

p_2, p_3 po modul¸ ideala (t) ⊂ k[[t]][x]. Tak kak −c /∈ k^{∗2}, my imeem p_2 = p_3 = 0, i, znaqit,

p_2 = tq_2, p_3 = tq_3, q_2, q_3 ∈ k[[t]][x].

Sledovatel~no,

t^{2r−2}(ax^{2n} + bx^{2m} − t) = −(cq^2_1 + tq^2 + ctq^2_3 ),

protivoreqie s minimal~nost~¸ r. Itak, my zakl¸qaem, qto r = 0, otkuda

ax^{2n} + bx^{2m} − t = −(cp^2_1 + tp^2 + ctp^2_3),

qto vleqet ax^{2n} + bx^{2m} = −cp^2_1. S drugoæ storony, oqevidno, −(ax2^n+bx2^m ) c /∈ k[x]^2, protivoreqie, dokazyva¸wee predloßenie 9.

Literatura

1. J. Kr. Arason, Excellence of F (φ)/F for 2-fold Pfister forms. — Appendix II in [2] (1977).

2. R. Elman, T. Y. Lam, A. R. Wadsworth, Amenable fields and Pfister extensions.

— Queen’s Papers Pure Appl. Math. 46 (1977), 445–491.

3. M. Rost, Quadratic forms isotropic over the function field of a conic. — Math.

Ann. 288 (1990), 511–513.

4. W. Scharlau, Quadratic and Hermitian forms. Springer, Berlin et al., 1985. 5. A. S. Sivatski, Nonexcellence of multiquadratic field extensions. — J. Algebra 275 no. 2 (2004), 859–866.

Sivatski A. S. Nonexcellence of certain field extensions. Consider towers of fields F_1 ⊂ F_2 ⊂ F_3, where F_3/F_2 is a quadratic extension and F_2/F_1 is an extension, which is either quadratic, or of odd degree, or purely transcendental of degree 1. We construct numerous examples of the above types such that the extension F_3/F_1 is not 4- excellent. Also we show that if k is a field, char k ≠ 2 and l/k is an arbitrary field extension of forth degree, then there exists a field extension F/k such that the forth degree extension lF/F is not 4-excellent.

Postupilo 9 noØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ fflektrotehniqeskiæ universitet

E-mail: sivatsky@AS3476.spb.edu