Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

I. K. Redquk

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚

V nastoØweæ stat~e daetsØ obzor priloßeniæ razdelØ¸wih funkciæ v teorii predstavleniæ kolqanov i algebr v lineænyh i metriqeskih prostranstvah, a takße demostriruetsØ primenenie fftih funkciæ k voprosam spektral~noæ teorii grafov.

1. RazdelØ¸wie funkcii i teoriØ predstavleniæ

RazdelØ¸wie funkcii vpervye poØvilis~ pri rexenii nekotoryh klassov matriqnyh zadaq. V rabote [1] pokazano, qto ffti funkcii “razdelØ¸t” shemy i rasxirennye shemy Dynkina, odnako, kak otmeqali avtory fftoæ raboty, razdelØ¸wie funkcii voznika¸t i v teh sluqaØh, v kotoryh shemy Dynkina estestvenno vvesti nel~zØ.

Tak, v rabotah, posvØwennyh predstavleniØm diadiqeskih [2] i triadiqeskih [3] mnoßestv vvedenie qislovoæ funkcii

μ(n_1, n_2, n_3) = n_1n_2 + n_1n_3 + n_2n_3 + n_1n_2n_3

pozvolØet suwestvenno uprostit~ formulirovku kriteriev koneqnoæ predstavimosti i ruqnosti nazvannyh mnoßestv.

V [4] vvoditsØ ponØtie normy binarnogo otnoxeniØ. Pust~ R – proizvol~noe binarnoe otnoxenie na koneqnom mnoßestve S =

{1, 2, . . . , n}. Pust~ R(i, j) = 1 pri iRj i R(i, j) = 0 v protivnom

sluqae. Sopostavim R kvadratiqnu¸ formu

f_R(x_1, x_2, . . ., x_n) = n∑ i,j=1 R(i, j)x_ix_j; normoæ otnoxeniØ R nazyvaetsØ qislo

‖R‖ = min_nP i=1 x_i=1 f_R(x_1, x_2, . . . , x_n). V rabote [1] dlØ proizvol~nogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva (S, ≤) vvoditsØ qislovaØ funkciØ P (S): P (S) = ‖ ≤ ‖^{−1}. V 202

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ 203 terminah funkcii P kriterii koneqnoæ predstavimosti (sm. [5]) i ruqnosti (sm. [6]) formuliru¸tsØ v vide P (S) < 4 i P (S) = 4 sootvetstvenno [1].

FunkciØ P harakterizuet P -toqnye qastiqno uporØdoqennye mnoßestva, t. e. takie, qto P (S^′, ≤) < P (S, ≤) pri S^′ ⊂ S [1, p. 2], kotorye v nekotoroæ stepeni ob¨ØsnØ¸t stroenie kritiqeskih qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv, soderßawihsØ v kriteriØh koneqnoæ predstavimosti i ruqnosti. V rabote [7] vvoditsØ ponØtie antimonotonnogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva, kotoroe obobwaet ponØtie P -toqnosti. Tam poluqeny Øvnye i prostye formuly dlØ vyqisleniØ P (S), iz kotoryh fflementarno vyvodØtsØ spiski kritiqeskih qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv dlØ kriteriev koneqnoæ predstavimosti i ruqnosti, original~nye dokazatel~stva kotoryh dostatoqno gromozdki.

Esli S_k – primitivnoe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, t. e. S_k est~ ob¨edinenie k nepereseka¸wihsØ cepeæ porØdkov

n_1, . . . , n_k, fflementy kotoryh poparno nesravnimy, to

P (S_k) = ρ(n_1, . . . , n_k) = k∑ i=1 ( 1 + n_i − 1 n_i + 1 ) . Pri k = 3 imeem ρ(n_1, n_2, n_3) ≤ 4 togda i tol~ko togda, kogda

μ(n_1 − 1, n_2 − 1, n_3 − 1) ≤ 4.

OtoßdestvlØØ mnoßestvo S_k s vektorom (n_1, . . . , n_k), moßno rassmatrivat~ qislovu¸ funkci¸ ρ (ot proizvol~nogo qisla peremennyh k), opredelennu¸ na N po vyxeukazannoæ formule, i estestvennym obrazom doopredelit~ ee, esli znaqeniØ nekotoryh ee peremennyh ravny ∞. Pri k = 3 i koneqnyh peremennyh ffta funkciØ (s toqnost~¸ do postoØnnyh mnoßitelØ i slagaemogo) sovpadaet s funkcieæ n^{−1}_1 + n^{−1}_2 + n^{−1}_3 :

ρ(n_1, n_2, n_3) = 6 − 2 3∑ i=1 (n_i + 1)^{−1}.

PoslednØØ funkciØ igraet vaßnu¸ rol~ v teorii grupp Kokstera, sistem korneæ i dr. [8]. �tu funkci¸ ispol~zoval ewe Mebius [9] dlØ opisaniØ poroßdennyh otraßeniØmi koneqnyh grupp peremeweniæ v sferiqeskoæ geometrii.

Zametim, qto rexeniØ neravenstva ρ(n_1, . . . , n_k) < 4 i uravneniØ ρ(n_1, . . . , n_k) = 4 sootvetstvu¸t grafam i rasxirennym

204 I. K. REDQUK grafam Dynkina, ime¸wim zvezdnyæ tip, t. e. est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla vetveæ, “skleennyh” v odnoæ verxine:

A imenno: esli w = (n_1, n_2, . . . , n_k) — rexenie neravenstva

ρ(n_1, n_2, . . . , n_k) < 4 (sootv. uravneniØ ρ(n_1 , n_2, . . ., n_k) = 4), to

komponenty n_i celoqislennogo vektora w sootvetstvu¸t qislu verxin na vetvØh nekotorogo zvezdnogo grafa Dynkina (sootv. rasxirennogo grafa Dynkina).

V [1, p. 6–8] funkcii ρ i μ primenØ¸tsØ pri izuqenii predstavleniæ markirovannyh kolqanov, vvedennyh v [10], ØvlØ¸wihsØ obobweniem kolqanov GabrielØ [11] i soderßawih v sebe bol~- xinstvo izvestnyh matriqnyh zadaq.

V rabote [12] izuqa¸tsØ algebry A_{P1,P2,...,PN} = C ⟨x_1 , x_2, . . . , x_s | P_i(x_i) = 0, i = 1, s, s∑ i=1 x_i = 0⟩, gde P_1, P_2, . . . , P_s — polinomy, deg P_i = n_i ≥ 2, i = 1, s. Pust~

S_{n1,n2,...,ns} — zvezdnyæ graf, ime¸wiæ s vetveæ s n_1, n_2, . . . , n_s

verxinami na kaßdoæ vetvi. V [12] dokazano sledu¸wee utverßdenie:

Teorema 1.1. Algebra AP_1,P_2,...,P_s koneqnomerna, esli i tol~ko

esli sootvetstvu¸wiæ graf S_{n1,n2,...,ns} est~ graf Dynkina; rost algebry polinomialen, esli i tol~ko esli graf S_{n1,n2,...,ns} est~ rasxirennyæ graf Dynkina ~D_4, ~E_6, ~E_7 ili ~E_8; v ostal~nyh sluqaØh algebra soderßit kak podalgebru svobodnu¸ algebru s dvumØ obrazu¸wimi (t. e. imeet ffksponencial~nyæ rost).

Kak sleduet iz skazannogo vyxe, fftot rezul~tat moßno pereformulirovat~ tak: algebra A_{P1,P2,...,Ps} koneqnomerna pri ρ(n_1, n_2, . . . , n_s) < 4, imeet polinomial~nyæ rost pri ρ(n_1, n_2, . . . , n_s) = 4, imeet ffksponencial~nyæ rost pri ρ(n_1, n_2, . . . , n_s) > 4.

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ 205 Bolee togo, kak zametil A.V. Roæter, esli algebra A_{P1,P2,...,Ps} koneqnomerna, to dim A_{P1,P2,...,Ps} = 4 4 − ρ(n_1, n_2, . . . , n_s) . Kak okazalos~, razdelØ¸wie funkcii nahodØt svoe primenenie i pri issledovanii ∗-predstavleniæ algebr i kolqanov v prostranstvah s metrikoæ. V [13] izuqalis~ predstavleniØ v gil~- bertovom prostranstve ∗-algebr, poroßdennyh lineæno svØzannymi ortoproektorami. Pust~

P_{t,α} = C ⟨p_1 , p_2, . . . , p_t | p^2_k = p_k = p^∗_k, t∑ k=1 p_k = αe⟩. V upomØnutoæ rabote bylo opisano mnoßestvo Σ_t teh znaqeniæ α, pri kotoryh kategoriØ predstavleniæ algebry P_{t,α} ne pusta. Kak zametil neskol~ko pozdnee A.V. Roæter, diskretnaØ qast~ fftogo mnoßestva moßet byt~ opisana qislovymi funkciØmi ρ_t:

ρ_t(0) = 0,

ρ_t(k + 1) = t t − ρ_t(k) , (1)

t ∈ Z, t ≥ 4. Pri fftom okazyvaetsØ, qto dlØ sluqaØ t = 4 imeet

mesto toßdestvo ρ_4 ≡ ρ.

V rabote [15] funkcii ρ_t, t ∈ N, t ≥ 4 byli doopredeleny na celoqislennyh vektorah analogiqno ρ i poluqeny nekotorye ih svoæstva. Tam ße izuqalis~ lokal~no-skalØrnye predstavleniØ grafov v gil~bertovyh prostranstvah [16], kvadrat indeksa kotoryh celyæ (v qastnosti, rasxirennyh grafov Dynkina). Iz fftih predstavleniæ byli vydeleny nekotorye standartnye predstavleniØ. Pri pomowi funktorov Kokstera, opredelennyh (dlØ lokal~no-skalØrnyh predstavleniæ) v [16], byli poluqeny Øvnye formuly dlØ harakterov standartnyh predstavleniæ v terminah funkciæ ρ_t. Takße bylo dokazano, qto v kaßdoæ razmernosti, kotoraØ est~ singulØrnyæ deæstvitel~nyæ koren~ grafa (sm., naprimer, [17]) suwestvuet edinstvennoe standartnoe predstavlenie. V [14] fftot rezul~tat obobwen na proizvol~- nyæ prostoæ dvudol~nyæ graf (t. e. graf bez kratnyh reber i

206 I. K. REDQUK

petel~, mnoßestvo verxin kotorogo imeet vid G_v =^∘G_v ⊔^•G_v, i esli g ∈^∘G_v i verxina h svØzana s g, to h ∈^•G_v).

Podobnye formuly dlØ harakterov standartnyh predstavleniæ v sluqae zvezdnyh grafov byli poluqeny (v neskol~ko drugih terminah) v [18]. Ispol~zuØ ffti formuly, v [18] dokazano, qto ∗-algebra, associirovannaØ so zvezdnym grafom, soderßawim rasxirennyæ graf Dynkina kak sobstvennyæ podgraf, imeet beskoneqnomernoe neprivodimoe ∗-predstavlenie.

2. RazdelØ¸wie funkcii i spektry zvezdnyh grafov

Pust~ G – nekotoryæ prostoæ graf, G_v – mnoßestvo verxin grafa G, G_e – mnoßestvo reber (G_e ⊂ G_v × G_v). Oboznaqim

M (g) = {h ∈ G_v | (h, g) ∈ G_e}. Nazovem verxinu g grafa G toqkoæ vetvleniØ, esli |M (g)| ¿ 3. Graf G nazyvaetsØ zvezdnym grafom, esli G – derevo i G imeet ne bolee odnoæ toqki vetvleniØ. DlØ zvezdnogo grafa G mnoßestvo G_v moßet byt~ predstavleno v vi- de G_v = B_0 ⊔ B_1 ⊔ B_2 ⊔ . . . ⊔ B_s,

gde B_i ∩ B_j = ?, i, j = 0, s, B_0 = {g_0}, g_0 – toqka vetvleniØ v G (esli ona suwestvuet) i g, h ∈ B_i dlØ nekotorogo i, esli i tol~ko esli put~ minimal~noæ dliny s naqalom v g i koncom v h ne soderßit g_0. Mnoßestva B_i nazyva¸tsØ vetvØmi grafa G; esli

|B_i| = n_i, to sootvetstvu¸wiæ zvezdnyæ graf budem oboznaqat~ S_{s;n1,n2,...,ns} ili prosto S_{n1,n2,...,ns} . Spektrom σ(G) grafa G nazyvaetsØ spektr ego matricy incidentnosti. Poskol~ku poslednØØ simmetriqna (my predpolagaem grafy neorientirovannymi), to spektr l¸bogo grafa deæstvitelen. Oboznaqim σ^+(G) = {λ ∈ σ(G) | λ > 0}, σ_0(G) = σ(G) \ {0}. Qislo r = max{σ(G)} nazyvaetsØ indeksom grafa G. Izvestno (sm., naprimer, [19]), qto indeks proizvol~nogo svØznogo grafa G – prostoe sobstvennoe znaqenie, i sootvetstvu¸wee sobstvennoe podprostranstvo poroßdaetsØ vektorom s poloßitel~nymi koordinatami. Takoæ vektor nazyvaetsØ glavnym sobstvennym vektorom grafa G.

SvØz~ razdelØ¸wih funkciæ ρ_t s indeksami zvezdnyh grafov byla ustanovlena v [14]. Niße my dokaßem bolee obwee utverßdenie. Zadadim funkcii ρ_t temi ße formulami (1) dlØ proiz-

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ 207 vol~nogo t > 0, t ∈ R

ρ_t(0) = 0, ρ_t(n + 1) = t/ (t − ρ_t(n))

(v [14] predpolagalos~ t ¿ 1). Pri fftom, esli t = ρ_t(n) dlØ nekotoryh t, n, to ρ_t(n+1) ne opredeleno; v fftom sluqae budem pisat~

ρ_t(n + 1) = ∞ i polagat~ ρ_t(n + 2) = 0.

Zadadim takße pri t > 0, t ∈ R posledovatel~nost~ {v_n(t)}:

v_0(t) = 0, v_1(t) = 1, v_{n+2}(t) = √ tv_{n+1}(t) − v_n(t). (2)

Legko proverØetsØ (sm. [14]), qto dlØ n ∈ Z^+

ρ_t(n) = √ t v_n(t) v_{n+1}(t)

. (3)

Teorema 2.1. Pust~ Sn_1,n_2,...,n_s – zvezdnyæ graf: Gv = B0 ⊔ B1 ⊔

. . . ⊔ B_s, B_k = {g^k_1 , . . . , g^k_{nk} }, k = 1, s, B_0 = {g_0}, priqem verxiny v vetvØh B_k zanumerovany tak, qto g^k_i ∈ M (g^k_{i+1}), i = 1, n_k − 1, g^k_{nk} ∈ M (g_0).

1. DlØ l¸bogo t = λ^2 takogo, qto λ ∈ σ^+(G) libo t = ρ_t(n_1, n_2, . . . , n_s), libo suwestvu¸t takie k, l, k ≠ l, 1 ≤ k, l ≤ s, qto t = ρ_t(n_k − 1) = ρ_t(n_l − 1).

2. Esli libo ρ_t(n_1, n_2, . . . , n_s) = t, libo suwestvu¸t takie k, l, k ≠

l, 1 ≤ k, l ≤ s, qto ρ_t(n_k − 1) = ρ_t(n_l − 1) = t, to √ t ∈ σ^+(G).

3. Indeks grafa G raven √ t_{max}, gde t_{max} — maksimal~nyæ koren~ uravneniØ ρ_t(n_1, n_2, . . ., n_s) = t otnositel~no t.

4. Komponenty y^k_m = y(g^k_m ), y_0 = y(g_0 ) glavnogo sobstvennogo vektora y grafa G vyqislØ¸tsØ (s toqnost~¸ do obwego nenulevogo somnoßitelØ) po formulam

y_0 = √ t, y^k_m = t^{(m−nk)/2} · n_k∏

i=m ρ_t(i), m = 1, n_k, 1 ≤ k ≤ s.

Dokazatel~stvo.

1. Pust~ λ = √ t ∈ σ^+ (G), x — sootvetstvu¸wiæ sobstvennyæ

208 I. K. REDQUK vektor, x^k_m = x(g^k_m), x_0 = x(g_0). Togda ime¸t mesto ravenstva

λx^k_1 = x^k_2 , λx^k_2 = x^k_1 + x^k_3 , λx^k_3 = x^k_2 + x^k_4 , · · · · · · · · · · · · λx^k_{nk} = x^k_{nk}�_1 + x_0, k = 1, s λx_0 = x^1_{n1} + · · · + x^s_{ns} (4)

Togda dlØ vseh k = 1, s

x^k_2 = λx_1, x^k_{i+2} = λx^k_{i+1} − x^k_i , i = 1, n_k − 2, x_0 = λx^k_{nk} − x^k_{nk−1}, ots¸da poluqim, qto

x^k_i = v_i(t)x_1, i = 2, n_k

x_0 = v_{nk+1}(t)x_1, (5)

zdes~ v_n(t) – posledovatel~nost~, opredelennaØ v (2).

Esli v_{nk+1}(t) ≠ 0 dlØ vseh k, to iz (5) sleduet x^k_{nk} =^{vnk (t)}_{vnk+1 (t)} x_0. Togda, domnoßaØ poslednee ravenstvo sistemy (4) na λ ≠ 0 poluqim, qto

λ^2x_0 = s∑ k=1 λv_{nk} v_{nk+1} x_0. (6)

Iz (5) poluqim, qto x^k_i =^{vi(t)}_{vnk+1 (t)} x_0, i = 1, n_k, k = 1, s. Togda

x_0 ≠ 0, inaqe vse komponenty sobstvennogo vektora byli by nu-

levymi. SokrawaØ obe qasti ravenstva (6) na x_0 i uqityvaØ formulu (3), poluqim t = s∑ k=1 ρ_t(n_k) = ρ(n_1, n_2, . . . , n_s).

Esli ße v_{nk+1}(t) = 0 dlØ nekotorogo k, to iz (3) sleduet, qto

ρ_t(n_k) = ∞, a znaqit, t = ρ_t(n_k − 1). Togda iz (5) poluqaem, qto

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ 209

x_0 = 0. Predpoloßim, qto ρ_t(n_j − 1) ≠ t dlØ vseh ostal~nyh j ≠ k, 1 ≤ j ≤ s. Togda x^j_i =^{vi(t)}_{vnj +1(t)} x_0 = 0 dlØ vseh j ≠ k, i = 1, n_j

i, uqityvaØ poslednee ravenstvo iz (4), imeem x^k_{nk} = 0, a znaqit

x^k_1 =^{xknk}_{vnk (t)} = 0 i, sledovatel~no, x^k_i = 0 dlØ vseh i = 1, n_k. Tak kak

vse komponenty sobstvennogo vektora ne mogut byt~ nulevymi, prihodim k protivoreqi¸; sledovatel~no, naædetsØ ewe odno l ≠ k takoe, qto ρ_t(n_l − 1) = t.

2. Pust~ t – takoe, qto pri nekotorom k imeem ρ_t(n_k − 1) =

ρ_t(n_l − 1) = t, k ≠ l, to est~ ρ_t(n_k) = ρ_t(n_l) = ∞. Poloßim x_0 = x^j_i = 0 dlØ vseh j = 1, s takih, qto j ≠ k i j ≠ l, x_i = v_{nk−i+1}(t), x_h = −v_{nl−h+1} (t), i = 1, n_k, h = 1, n_l. Legko proverit~, qto pri λ = √ t zadannyæ takim obrazom vektor x udovletvorØet sisteme (4), to est~ λ ∈ σ^+(G).

Pust~ teper~ ρ_t(n_1, n_2, . . . , n_s) = t. Togda v_{nk+1}(t) ≠ 0 dlØ vseh

k = 1, s. V fftom sluqae zadadim sobstvennyæ vektor x tak: x_0 = 1, x^k_i =^{vi(t)}_{vnk+1 (t)} . Kak legko ubedit~sØ, ravenstva (4) zdes~ takße

budut verny, to est~ snova λ = √ t ∈ σ^+ (G).

3. Pust~ r – indeks grafa G, t = r^2. Togda po dokazannomu v p. 1 libo ρ_t(n_1, n_2, . . . , n_s) = t, libo suwestvu¸t k, l, k ≠ l takie, qto

ρ_t(n_k − 1) = ρ_t(n_l − 1) = t. Vtoroæ sluqaæ nevozmoßen, poskol~ku

togda komponenta glavnogo sobstvennogo vektora v verxine g_0 byla by nulevoæ (formuly (5)).

4. Pust~ r = √ t – indeks, a y – glavnyæ sobstvennyæ vektor grafa G. Poskol~ku vse ego komponenty nenulevye, dlØ l¸bogo

k = 1, s imeem v_{nk+1} ≠ 0, a znaqit, uqityvaØ (6) i polagaØ y_0 = r,

poluqim

y^k_m = r v_m(t) v_{nk+1}(t) = 1 r^{nk−m} n_k∏

i=m r v_i(t) v_{i+1}(t) = 1 t^{(nk−m)/2} n_k∏

i=m ρ_t(i). �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy.

Graf G nazyvaetsØ celym, esli on imeet celoqislennyæ spektr. Problema opisaniØ celyh grafov byla postavlena v [20]. V nastoØwee vremØ poluqeny vse celye grafy dlØ nekotoryh special~nyh tipov grafov, naprimer kubiqeskih [21] ili s ograniqeniØmi na stepeni verxin grafa [22]. V [23] bylo dano polnoe opisanie celyh derev~ev, diametr kotoryh (t. e. naibol~xiæ iz minimal~nyh puteæ meßdu dvumØ l¸bymi verxina-

210 I. K. REDQUK mi) ne prevyxaet 3. DlØ derev~ev bol~xih diametrov byli poluqeny nekotorye (inogda beskoneqnye) klassy, sm., naprimer, [24, 25]. Niße my opixem vse zvezdnye celye grafy, sm. [26].

Predloßenie 2.2 [15]. DlØ fiksirovannogo t ∈ N, t ≥ 4 spi-

sok vseh celoqislennyh vektorov (n_1, n_2, . . . , n_s), udovletvorØ¸wih uravneni¸ ρ_t(n_1, n_2, . . . , n_s) = t, imeet vid (1, 1, . . . , 1 t ), (2, 2, . . . , 2 t−1 ), (1, 3, 3, . . . , 3 t−1 ), (1, 2, 5, 5, . . . , 5 t−1 ). (7)

Izvestno (sm. [19]), qto iz grafov s indeksom, men~xim 2 (t. e. grafov Dynkina) celoqislennymi budut tol~ko grafy A_1 (graf iz odnoæ verxiny) i A_2 (dve verxiny, soedinennye rebrom). Iz teoremy 2.1 i predloßeniØ 2.2 sleduet, qto zvezdnyæ graf imeet celyæ indeks r ≥ 2, esli i tol~ko esli sootvetstvu¸wiæ celoqislennyæ vektor (n_1, n_2, . . . , n_s) soderßitsØ v spiske (7), priqem

t = r^2.

Predloßenie 2.3 [19]. Esli graf G dvudol~nyæ i λ ∈ σ(G), to −λ ∈ σ(G). Ispol~zuØ teoremu 2.1 i predloßenie 2.3, proverim, kakovy budut ostal~nye fflementy spektrov grafov iz spiska (7) pri t ≥ 4. 1. Graf S_{t; 1,1,... ,1}. Uravnenie ρ_τ (n_1, n_2, . . ., n_s) = τ imeet vid

t · 1 = τ , pofftomu novyh znaqeniæ, krome √ t, ne poluqaem. Uravnenie ρ_τ (0) = τ ne imeet rexeniæ dlØ τ > 0. Takim obrazom, po teoreme 2.1 σ_0(S_{t; 1,1,... ,1}) = { √ t, − √ t}. 2. Graf S_{t−1; 2,2,... ,2}. Uravnenie ρ_τ (n_1, n_2, . . ., n_s) = τ imeet vid

(t − 1) · τ /(τ − 1) = τ , i snova novyh znaqeniæ, krome √ t, ne poluqaem. Uravnenie ρ_τ (1) = τ imeet rexenie τ = 1; vetveæ s n_k = 2, bol~xe odnoæ. Sledovatel~no, σ_0(S_{t−1; 2,2,... ,2}) = { √ t, − √ t, 1, −1}. 3. Graf S_{t−1; 1,3,3,...,3}. Uravnenie ρ_τ (2) = τ imeet rexenie τ = 2 i vetveæ s n_k = 3 bol~xe odnoæ. Pofftomu √ 2 ∈ σ_0(S_{t−1; 1,3,3,... ,3}).

RAZDEL˚ıWIE FUNKCII I IH PRILOȷENI˚ 211 4. Graf S_{t−1; 1,2,5,5,...,5}. Uravnenie ρ_τ (4) = τ imeet rexenie τ = 3 i vetveæ s n_k = 5 bol~xe odnoæ pri t > 4. Esli ße t = 4, to uravnenie ρ_τ (1, 2, 5) = τ imeet vid 1 +^τ_{τ−1} +^{τ2−3τ +1}_{(τ−1)(τ−3)} = τ , kornem

kotorogo ØvlØetsØ τ = ( √ 5 + 3)/2 = ( ( √ 5 + 1)/2

)_2

. Pofftomu √ 3 ∈ σ_0(S_{t−1; 1,2,5,5,...,5}) pri t > 4, ( √ 5 + 1)/2 ∈ σ_0(S_{3; 1,2,5}).

Takim obrazom, my dokazali sledu¸wee

Predloßenie 2.4 [26]. Vse celye zvezdnye grafy isqerpyva¸tsØ

grafami A_1, S_{t; 1,1,... ,1} i S_{t−1; 2,2,... ,2}, gde t = r^2 dlØ nekotorogo r ∈ N.

Literatura

1. L. A. Nazarova, A. V. Roæter, Norma otnoxeniØ, razdelØ¸wie funkcii i predstavleniØ markirovannyh kolqanov. — Ukr. mat. ßurn. 54, No. 6 (2002), 18–54.

2. L. A. Nazarova, A. V. Roæter, Koneqnopredstavimye diadiqeskie mnoßestva. — Ukr. mat. ßurn. – 52, No. 6 (2000), 1363–1396.

3. K. I. Belousov, L. A. Nazarova, A. V. Roæter, Koneqno-predstavimye triadiqeskie mnoßestva. — Algebra i analiz 9, No. 4 (1997), 3–27.

4. A. V. Roiter, The norm of a relation. – Representation Theory I. Finite Dimen-

sional Algebras, Proc. Ottawa (1984). Lect. Notes Math. 1177 (1984), 269–272.

5. M. M. Kleæner, Qastiqno uporØdoqennye mnoßestva koneqnogo tipa. — Zap. nauqn. semin. LOMI, IssledovaniØ po teorii predstavleniæ 28 (1972), 32–41.

6. L. A. Nazarova, Qastiqno uporØdoqennye mnoßestva beskoneqnogo tipa.

— Izv. AN SSSR, Ser. matem. 39 (1975), 963–991.

7. L. A. Nazarova, A. V. Roæter, M. N. Smirnova, Antimonotonnye kvadratiqnye formy i qastiqno uporØdoqennye mnoßestva. — Algebra i analiz No. 6 (2005).

8. N. Burbaki, Gruppy Li i algebry Li, glavy IV–VI. Mir, M. (1972). 331 s. 9. A. Möbius A., Theorie der symmetrischen Figuren. — Gessammelte Werke, t. II,

Leipzig (Hirzel) (1886), 561–708.

10. A. V. Roiter, Representations of marked quivers. — Publ. House Beijing Normal

Univ. 2 (2001), 417–423.

11. P. Gabriel, Unzerlegbare Darstellungen I. — Manuscripta Math. 6 1972, 71–103. 12. M. A. Vlasenko, A. S. Mellit, ı. S. Samoælenko, Ob algebrah, poroßdennyh lineæno svØzannymi obrazu¸wimi s zadannym spektrom. — Funkc. analiz i priloß. 39, vyp. 3 (2005).

13. S. A. KruglØk, V. I. Rabanoviq, ı. S. Samoælenko, O summah proektorov. — Funkc. analiz i priloß. 36 vyp. 3 (2002), 20–35.

212 I. K. REDQUK

14. I. K. Redquk, RazdelØ¸wie funkcii, spektral~naØ teoriØ grafov i lokal~no-skalØrnye predstavleniØ v gil~bertovyh prostranstvah. — Ukr. Mat. ȷur. 58, No. 1 (2006), 36–46.

15. I. K. Redquk, A. V. Roæter, SingulØrnye lokal~no-skalØrnye predstavleniØ kolqanov v gil~bertovyh prostranstvah i razdelØ¸wie funkcii. — Ukr. Mat. ȷur. 56, No. 6 (2004), 796–809.

16. S. A. KruglØk, A. V. Roæter, Lokal~no-skalØrnye predstavleniØ grafov v kategorii gil~bertovyh prostranstv. – Funkc. analiz i pril. 39, vyp. 2 (2005), 13–30.

17. V. G. Kac, Infinite root systems, representations of graphs and invariant theory,

II. — J. Algebra 78 (1982), 141–162.

18. S. Albeverio, V. Ostrovskyi, Yu. Samoilenko, On functions on graphs and repre-

sentations of a certain class of �-algebras. — J. of Algebra in press.

19. D. Cvetkovic, M. Doob, H. Sachs, Spectra of graphs. Academic press, New York

(1979), 368 pp.

20. F. Harary, A. J. Schwenk, Which graphs have integral spectra? In: Graphs and

Combinatorics. Springer-Verlag, Berlin–Heidelberg –New York (1974), 45–51.

21. F. C. Bussemaker, D. Cvetkovic, There are exactly 13 connected, cubic, integral

graphs. — Univ. Beograd Publ. Elektotehn. Fak., Ser. Mat. Fiz. No. 544–No. 576 (1976), 43–48.

22. D. Cvetkovic, I. Gutman, N. Trinajstic, Conjugated molecules having integrtal

graph specrta. — Chem Phys. Letters 29 (1974), 65–68.

23. M. Capobianco, S. Maurer, D. McCarthy, J. Molluzzo, A colection of open prob-

lems. — Ann. New York Acad. Sci. (1980), 582–583.

24. X. L. Li, L. G. Wang, Integral trees – a survey. — Chinese J. Eng. Math. 17 (2000),

91–93, 96.

25. L. G. Wang, X. L. Li, Integral trees with diameter 5 and 6. — Discrete Math. 297

(2005), 128–143.

26. M. Watanabe, A. J. Schwenk, Integral starlike trees. — J. Austral. Math. Soc.,

Ser. A 28 (1979) No. 1, 120–128.

Redchuk I. K. Separating functions and their applications. In the present paper the survey of applications of separating functions in the theory of representations of quivers and algebras in linear and metric spaces is given. Application of these functions to the problems of spectral graph theory is also demonstrated.

Postupilo 4 dekabrØ 2006 g.

Institut matematiki Nacional~noæ akademii nauk Ukrainy, Kiev, Ukraina

E-mail: red@imath.kiev.ua