Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

S. A. KruglØk, L. A. Nazarova, A. V. Roæter

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV V KATEGORII GIL^BERTOVYH PROSTRANSTV

Tridcat~ let nazad (sm. [1]) v trudah I. M. Gel~fanda, V. A. Ponomareva, P. GabrifflØ i avtorov bylo pokazano, qto rØd zadaq lineænoæ algebry dopuskaet soderßatel~noe izuqenie kak na naivnom Øzyke privedeniØ naborov matric s pomow~¸ teh ili inyh dopustimyh preobrazovaniæ, tak i v kategornofunktornyh terminah. Pri fftom odni i te ße zadaqi voznikali v teorii predstavleniæ koneqnomernyh algebr, teorii grupp i moduleæ Harix-Qandra.

Zdes~ nußno preßde vsego upomØnut~ predstavleniØ kolqanov i qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv. Bylo dokazano, v qastnosti, qto koneqno predstavimye (sootv. ruqnye) kolqany sootvetstvu¸t grafam (sootv. rasxirennym grafam) Dynkina [2, 3]. V [4] byl ukazan put~ pereneseniØ fftih rezul~tatov v gil~bertovy prostranstva, postroeny funktory Kokstera i dokazan analog teoremy GabrifflØ dlØ lokal~no-skalØrnyh predstavleniæ (v dal~neæxem my budem nazyvat~ ih ortoskalØrnymi, sqitaØ fftot termin bolee udaqnym).

�toæ rabotoæ my naqinaem izuqenie analogiqnyh predstavleniæ kolqanov ruqnogo tipa (sootvetstvu¸wih rasxirennym grafam Dynkina), imeØ cel~¸ opisanie vseh nerazloßimyh ortoskalØrnyh predstavleniæ, anonsirovannoe v [5].

PredstavleniØ kolqanov v kategorii gil~bertovyh prostranstv estestvenno klassificirovat~ s toqnost~¸ do unitarnoæ ffkvivalentnosti [4, 6]. Kategori¸ takih predstavleniæ moßno rassmatrivat~ kak podkategori¸ v kategorii vseh predstavleniæ, pri fftom ob¨ekty, nerazloßimye v podkategorii, voobwe govorØ, stanovØtsØ razloßimymi v “bol~xeæ” kategorii. �to ne sluqaetsØ s nerazloßimymi ortoskalØrnymi predstavleniØmi dostatoqno bol~xogo klassa kolqanov.

Dokazatel~stvo fftogo fakta i ego priloßeniØ privodØtsØ v p. 1. 180

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 181 PredstavleniØ kolqanov, sootvetstvu¸wih rasxirennym grafam Dynkina, opisany, s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti, v [3].

V p. 2 req~ idet o klassifikacii nerazloßimyh ortoskalØrnyh predstavleniæ grafa ~D_4. Razmernosti takih predstavleniæ est~ korni grafa ~D_4. DlØ singulØrnyh korneæ [7] nerazloßimye predstavleniØ mogut byt~ poluqeny iz prosteæxih funktorami Kokstera [17]. Rezul~taty p. 1 i raboty [3] pozvolØ¸t iz regulØrnyh korneæ rassmatrivat~ tol~ko naimen~xiæ mnimyæ koren~ (2; 1, 1, 1, 1), v drugih razmernostØh predstavleniØ razloßimy.

V rabotah [8–15] i drugih izuqalis~ predstavleniØ ∗-algebr

nad C , poroßdennyh lineæno svØzannymi proektorami. V [16]

ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu ortoskalØrnymi predstavleniØmi nekotoryh grafov (derev~ev, v qislo kotoryh popada¸t i grafy Dynkina) i predstavleniØmi takih ∗-algebr, i fftu svØz~ my budem ispol~zovat~.

V p. 2 klassificiru¸tsØ nerazloßimye regulØrnye ortoskalØrnye predstavleniØ grafa ~D_4. Otvet, poluqennyæ dlØ sootvetstvu¸weæ ∗-algebry v [10, 11], nel~zØ sqitat~, s naxeæ toqki zreniØ, udovletvoritel~nym i okonqatel~nym. My poluqim Øvnye formuly, vyraßa¸wie matriqnye fflementy matric predstavleniØ qerez harakter [4] ortoskalØrnogo predstavleniØ i dva “svobodnyh” deæstvitel~nyh parametra.

1. O nerazloßimosti v kategorii predstavleniæ kolqana i ee podkategorii ortoskalØrnyh predstavleniæ

1.1. Kolqan Q s mnoßestvom verxin Qv, |Qv| = N i mnoßestvom

strelok Q_a nazovem razdelennym, esli Q_v =^∘Q ⊔^•Q, i dlØ l¸boæ

α ∈ Q_a ee naqalo t_α ∈^∘Q i konec h_α ∈^•Q. Kolqan Q odnokratnyæ,

esli odnokratny vse ego strelki (t. e. esli α ≠ β, to libo t_α ≠ t_β ,

libo h_α ≠ h_β ). Verxiny iz^∘Q budem nazyvat~ qetnymi, iz^•Q — neqetnymi. Pust~ m = |^•Q|, n = |^∘Q|,^•Q = {i_1, i_2, . . . , i_m},^∘Q = {j_1, j_2, . . . , j_n}. Predstavlenie T kolqana Q stavit v sootvetstvie verxine i ∈

Q_v koneqnomernoe lineænoe prostranstvo T (i), a strelke α : j → i, α ∈ Q_a lineænoe otobraßenie T_{ij} : T (j) → T (i).

182 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER Predstavlenie T odnokratnogo razdelennogo kolqana pri fiksirovannyh bazisah prostranstv T (i), i ∈ G_v moßno associirovat~ s matriceæ, razdelennoæ na m gorizontal~nyh i n vertikal~nyh polos, t. e. matriceæ T = [ T_{il, jk} ] k = 1, n l = 1, m . Pri fftom budem sqitat~, qto T_{il, jk} = 0, esli ne suwestvuet α ∈

Q_a takoæ, qto t_α = j_k, h_α = i_l.

Pust~ Rep Q – kategoriØ predstavleniæ kolqana Q, ob¨ekty kotoroæ est~ predstavleniØ, a morfizm predstavleniØ T v predstavlenie ~T opredelØetsØ kak semeæstvo lineænyh otobraßeniæ

C = {C_i}_{i∈Qv} takih, qto dlØ kaßdoæ α ∈ Q_v s t_α = j, h_α = i

diagramma

T (j)^{T (α)} −−−−→ T (i) C_j Ci ~T (j) e^{T (α)} −−−−→ ~T (i) (1)

kommutativna, t. e. C_iT_{ij} = ~T_{ij}C_j .

Pust~ predstavleniØ T, ~T razdelennogo odnokratnogo kolqana zadany v matriqnoæ forme matricami T = [ T_{il, jk} ] k = 1, n l = 1, m i ~T = [ ~T_{il, jk} ] k = 1, n l = 1, m . Pust~ C : T → ~T – morfizm predstavleniæ, C = {C_i}_{i∈Qv} . Vvedem matricy A = diag{C_{i1} , C_{i2}, . . . , C_{im} }, B = diag{C_{j1} , C_{j2}, . . . , C_{jn} }. Togda iz kommutativnosti diagramm (1) sleduet AT = ~T B. (2) Budem v dal~neæxem govorit~, qto C = (A, B). Pust~ H – kategoriØ unitarnyh (koneqnomernyh gil~bertovyh) prostranstv. Oboznaqim qerez Rep(Q, H) podkategori¸ v

Rep Q, ob¨ekty kotoroæ est~ predstavleniØ T , dlØ kotoryh T (i) –

unitarnye prostranstva (i ∈ Q_v), a morfizmy C : T → ~T – te iz

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 183 morfizmov v Rep Q, dlØ kotoryh, krome (1), kommutativnymi budut i diagrammy T (j)^{T (α)∗} ←−−−− T (i) C_j Ci ~T (j) e^{T (α)∗} ←−−−− ~T (i) (3)

t. e. budet vypolnØt~sØ ravenstvo

BT^∗ = ~T^∗A. (4)

Dva predstavleniØ T, ~T iz Rep Q ffkvivalentny v Rep Q, esli v

Rep Q naædetsØ obratimyæ morfizm C : T → ~T .

Dva predstavleniØ T , ~T iz Rep(Q, H) ffkvivalentny v Rep(Q, H), esli v Rep(Q, H) naædetsØ obratimyæ morfizm C : T → ~T . Moßno pokazat~, qto T, ~T ffkvivalentny v Rep(Q, H) togda i tol~ko togda, kogda oni unitarno ffkvivalentny (sm., naprimer, [6]), t. e. obratimyæ morfizm C moßno vybrat~ sostoØwim iz unitarnyh matric C_i.

Oboznaqim → T_i = T^{i,j1} T^{i,j2} · · · T^{i,jn}

T^↓_j = T_{i1,j} T_{i2,j} . . T_{im,j} Predstavlenie T razdelennogo odnokratnogo kolqana Q iz kategorii Rep(Q, H) nazovem ortoskalØrnym (v [4] takie predstavleniØ nazyva¸tsØ lokal~no-skalØrnymi), esli kaßdomu i ∈ Q_v sopostavleno vewestvennoe poloßitel~noe qislo χ_i, i vypolnØ- ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: −→ T_i · −→ T^∗_i = χ_iI_i pri i ∈^•Q,

T^{↓∗}_j · T^↓_j = χ_j I_j pri j ∈^∘Q, (5)

zdes~ I_i — matrica ediniqnogo operatora v T (i).

184 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER Opredelim kategori¸ Rep_{os}(Q, H) kak polnu¸ podkategori¸ v

Rep(Q, H), ob¨ekty kotoroæ est~ ortoskalØrnye predstavleniØ

kolqana Q.

OrtoskalØrnomu predstavleni¸ T razdelennogo odnokratnogo kolqana Q sopostavim dva N -mernyh vektora (N = m + n): razmernost~ d = {d(j)}_{j∈Qv} predstavleniØ T , gde d(j) = dim T (j), i harakter χ = {χ(j)}_{j∈Qv} predstavleniØ T , χ(j) = χ_j opredeleny vyxe v (5). Legko videt~, qto m∑ l=1 d(i_l)χ(i_l) = n∑ k=1 d(j_k)χ(j_k) (summa kvadratov dlin strok matricy predstavleniØ T ravna summe kvadratov dlin stolbcov).

Dva ortoskalØrnyh predstavleniØ T i ~T ffkvivalentny, esli suwestvu¸t takie unitarnye matricy U = diag{U_{i1} , U_{i2}, . . . , U_{im} } i V = diag{V_{j1} , V_{j2}, . . . , V_{jn} }, qto U T = ~T V, ili ~T_{il, jk} = U_{il} T_{il, jk} V^∗_{jk} . (6) Zdes~ matricy U_{il} ime¸t razmernost~ d_{il} × d_{il} , a V_{jk} – razmernost~ d_{jk} × d_{jk} .

Zameqanie 1. Zametim, qto po kolqanu Q moßno postroit~ ∗-

kolqan ^Q, dobaviv k kaßdoæ strelke α_{ij} : j → i dopolnitel~no strelku α^∗_{ij} : i → j. Pri fftom kategoriØ Rep_{os}(Q, H) i kategoriØ ortoskalØrnyh ∗-predstavleniæ ∗-kolqana ^Q otoßdestvlØ¸tsØ.

Zameqanie 2. Pust~ C = (A, B) – morfizm predstavleniØ T v

predstavlenie ~T v kategorii Rep Q, t. e. vypolnØetsØ ravenstvo (2): AT = ~T B i A, B est~ unitarnye operatory, togda C = (A, B) est~ morfizm predstavleniØ T v predstavlenie ~T i v kategorii Rep(Q, H), t. e. vypolnØetsØ ravenstvo (4): BT^∗ = ~T^∗A. Deæstvitel~no, iz (2) sleduet T^∗A^∗ = B^∗ ~T^∗ ili, uqityvaØ unitarnost~ A i B, imeem T^∗A^{−1} = B^{−1} ~T^∗. Pofftomu BT^∗ = ~T^∗A.

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 185

Zameqanie 3. Pust~ C = (A, B) – morfizm predstavleniØ T v

predstavlenie T (ffndomorfizm predstavleniØ T ) v kategorii

Rep Q, t. e. AT = T B, (7) i A, B – samosoprØßennye operatory, togda C = (A, B) est~ ffndomorfizm predstavleniØ T i v kategorii Rep(Q, H), t. e. i BT^∗ = T^∗A. Deæstvitel~no, (8) poluqaetsØ iz (7) operacieæ soprØßeniØ.

1.2. Predstavlenie T kolqana Q nazyvaetsØ toqnym, esli T (i) ≠

0 pri vseh i ∈ Q_v (d(i) ≠ 0). Nositelem predstavleniØ T nazyvaetsØ mnoßestvo Q^T_v = {i ∈ Q_v | T (i) ≠ 0}. Harakter ortoskalØrnogo predstavleniØ opredelen odnoznaqno na nositele Q^T_v (i ne odnoznaqno vne nositelØ). Esli predstavlenie toqno, to harakter ortoskalØrnogo predstavleniØ opredelen odnoznaqno i oboznaqaetsØ χ_T ; v obwem sluqae oboznaqim qerez {χ_T } mnoßestvo vseh harakterov predstavleniØ T . ˚sno, qto esli T i ~T ffkvivalentny, to {χ_T } = {χ_{eT} }.

Estestvennym obrazom opredelØ¸tsØ razloßimye predstavleniØ (pri fftom, esli T = T_1 ⊕ T_2 v kategorii Rep(Q, H), to T_1(i) ⊕ T_2(i) oznaqaet ortogonal~nu¸ summu unitarnyh prostranstv), i esli T, T_1, T_2 – toqnye ortoskalØrnye predstavleniØ, to χ_{T1} = χ_{T2} = χ_T .

Predstavlenie T budem nazyvat~ xurovskim v kategorii

Rep Q (sootvetstvenno, Rep(Q, H), Rep_{os}(Q, H)), esli ego kol~co

ffndomorfizmov v fftoæ kategorii odnomerno (izomorfno C ).

Oqevidno, esli T – xurovskoe predstavlenie, to T nerazloßimo (v sootvetstvu¸weæ kategorii).

Zameqanie 4. Esli T – nerazloßimoe predstavlenie v katego-

rii R = Rep(Q, H), to T – xurovskoe predstavlenie.

Deæstvitel~no, algebra A = End_R T est~ koneqnomernaØ ∗- algebra. Esli C = (A, B) ∈ End_R T , to C^∗ = (A^∗, B^∗). Esli

C ∈ Rad A, to CC^∗ = (AA^∗, BB^∗) ∈ Rad A i CC^∗ – nil~potent-

nyæ fflement, pofftomu AA^∗, BB^∗ nil~potentny i poloßitel~ny. Znaqit, C = (0, 0), i algebra A poluprostaØ. S drugoæ storony, algebra A lokal~na kak algebra ffndomorfizmov nerazloßimogo predstavleniØ. Znaqit, A ∼= C .

186 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER

Lemma 1. Pust~ Z = [ zij ]^{i = 1, m}_{j = 1, n} , W = [ wij ]^{i = 1, m}_{j = 1, n} – ma-

tricy nad polem C , ime¸wie odinakovye poloßitel~nye dliny (|−→x |, |y^↓|) sootvetstvu¸wih strok i sootvetstvu¸wih stolbcov. Pust~ A = diag{a_1, a_2, . . . , a_m}, B = diag{b_1, b_2, . . . , b_n} – matricy nad R, a_i > 0, b_j > 0 pri i = 1, m, j = 1, n, i pust~ AZ = W B. Togda Z = W .

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez K qislo nenulevyh fflemen-

tov v kaßdoæ iz matric Z, W (iz-za AZ = W B ffto qislo obwee dlØ Z i W ). Oqevidno, K ≥ max(m, n), tak kak v matricah Z, W net nulevyh strok libo stolbcov.

Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po troækam qisel

(m, n, K): budem sqitat~, qto (m_1, n_1, K_1) < (m_2, n_2, K_2), esli m_1 ≤ m_2, n_1 ≤ n_2 i hotØ by odno neraventsvo strogoe, libo esli m_1 = m_2, n_1 = n_2, no K_1 < K_2.

a) Bazu indukcii poluqaem pri m = 1, libo n = 1, libo K =

max(m, n).

Pust~ m = 1. Iz

[a_1z_{11}, a_1z_{12}, . . . , a_1z_{1n}] = [w_{11}b_1, w_{12}b_2, . . . , w_{1n}b_n]

i |z_{1j}| = |w_{1j}| (poslednee sleduet iz ravenstva dlin sootvetstvu¸wih stolbcov matric Z i W ), gde z_{1j} ≠ 0 i w_{1j} ≠ 0 pri j = 1, n, sleduet, qto a_1 = b_1 = b_2 = · · · = b_n, no togda

[z_{11}, z_{12}, . . . , z_{1n}] = [w_{11}, w_{12}, . . . , w_{1m}].

Sluqaæ n = 1 analogiqen predyduwemu.

Pust~ teper~, dlØ opredelennosti, 1 < m ≤ n. Togda K ≥ n. Pust~ K = n. V fftom sluqae v kaßdom stolbce matric Z i W est~ rovno odin nenulevoæ fflement. Rassmotrim sootvetstvu¸- wie nenulevye fflementy z_{ij} i w_{ij} matric Z i W . Iz AZ = W B sleduet, qto a_iz_{ij} = w_{ij}b_j. Tak kak |z_{ij}| = |w_{ij}|, to a_i = b_j, no togda

z_{ij} = w_{ij} i, sledovatel~no, Z = W .

b) Pust~ K > n ≥ m > 1.

Tak kak matricy Z i W ime¸t odinakovye dliny sootvetstvu¸wih strok i stolbcov (po predpoloßeni¸), a matricy AZ i W B – v silu ravenstva matric, poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ:

a^2_i ( |z_{i1}|^2 + · · · + |z_{in}|^2 ) = |w_{i1}|^2b^2_1 + · · · + |w_{in}|^2b^2_n,

|z_{i1}|^2 + · · · + |z_{in}|^2 = |w_{i1}|^2 + · · · + |w_{in}|^2, i = 1, m; (9)

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 187

a^2_1|z_{1j}|^2 + · · · + a^2_m|z_{mj} |^2 = ( |w_{1j}|^2 + · · · + |w_{mj}|^2 ) b^2_j ,

|z_{1j}|^2 + · · · + |z_{mj} |^2 = |w_{1j}|^2 + · · · + |w_{mj} |^2,

j = 1, n; (10)

a^2_i = |w_{i1}|^2 n∑ j=1 |w_{ij}|^2 b^2_1 + · · · + |w_{in}|^2 n∑ j=1 |w_{ij}|^2 b^2_n, i = 1, m; (11)

b^2_j = a^2_1 |z_{1j}|^2 m∑ i=1 |z_{ij}|^2 + · · · + a^2_m |z_{mj}|^2 m∑ i=1 |z_{ij}|^2 , j = 1, n. (12)

V formulah (11)–(12) v pravyh qastØh ravenstv pri a^2_i , b^2_j stoØt kofffficienty ≤ 1.

Budem sqitat~ (vozmoßno, posle perestanovki strok i stolbcov), qto a_1 ≤ a_2 ≤ · · · ≤ a_m i b_1 ≤ b_2 ≤ · · · ≤ b_n.

Pust~ w_{1r} – pervyæ i w_{1s} – posledniæ nenulevoæ fflement v 1-æ stroke matricy W , 1 ≤ r ≤ s ≤ n. Togda

a^2_1 = s∑ k=r |w_{1k}| s∑ j=r |w_{1j}|^2 b^2_k ≥ b^2_r s∑ k=r |w_{1k}|^2 s∑ j=r |w_{1j}|^2 = b^2_r .

S drugoæ storony,

b^2_1 = m∑ l=1 |z_{l1}| m∑ i=1 |z_{i1}|^2 a^2_i ≥ a^2_1 m∑ l=1 |z_{l1}|^2 m∑ i=1 |z_{i1}|^2 = a^2_1,

t. e. a^2_1 ≥ b^2_r ≥ b^2_1 ≥ a^2_1. Pofftomu a^2_1 = b^2_r , a togda iz AZ = W B sleduet, qto z_{1r} = w_{1r}.

Zamenim fflementy w_{1r} i z_{1r} v W i Z nulØmi, i esli v rezul~tate u matric W, Z poØvØtsØ nulevye stroki libo nulevye stolbcy, vybrosim ih. V rezul~tate my poluqim matricy ^W , ^Z, udovletvorØ¸wie usloviØm lemmy i ime¸wie libo men~xee qislo nulevyh fflementov pri toæ ße razmernosti (m × n), libo matricy s men~xim qislom strok ili stolbcov (i odnovremenno s men~xim qislom nenulevyh fflementov). Po predpoloßeni¸ indukcii ^W = ^Z, a togda, oqevidno, i W = Z.

OpiraØs~ na lemmu, dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

188 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER

Teorema 1. Pust~ Q – razdelennyæ odnokratnyæ kolqan i T –

ego nerazloßimoe (v kategorii Rep_{os}(Q, H)) ortoskalØrnoe predstavlenie. Togda T – nerazloßimoe xurovskoe predstavlenie v kategorii Rep Q.

Dokazatel~stvo. Pust~ C = (A, B) – ffndomorfizm predstavle-

niØ T v kategorii Rep Q, t. e. AT = T B. Moßno sqitat~, qto A i B – obratimye matricy, dobaviv v sluqae neobhodimosti k A i B podhodØwie skalØrnye matricy s odnim i tem ße skalØrom na diagonali.

Pust~ A = XU , B = V Y – polØrnye razloßeniØ matric A i B, gde U, V – unitarny, X, Y – poloßitel~nye nevyroßdennye matricy (pri fftom moßno sqitat~, qto U, V, X, Y ime¸t taku¸ ße bloqno-diagonal~nu¸ strukturu, kak A i B). Pust~, krome togo,

X = U^∗_1 ~XU_1, Y = V_1 ~Y V^∗_1 ,

gde U_1, V_1 – unitarnye matricy, ~X, ~Y – diagonal~nye matricy s poloßitel~nymi qislami na diagonali. Togda

U^∗_1 ~XU_1U T = T V V_1 ~Y V^∗_1 ili ~X(U_1U T V_1) = (U_1T V V_1) ~Y .

Tak kak dliny sootvetstvu¸wih strok i stolbcov matric

U_1U T V_1 i U_1T V V_1 ravny iz-za ortoskalØrnosti predstavleniØ

T , po lemme 1

U_1U T V_1 = U_1T V V_1,

a togda, posle sokraweniØ, U T = T V. Tak kak U, V – unitarnye matricy, to po zameqani¸ 2 (U, V ) – ffndomorfizm nerazloßimogo v Rep_{os}(Q, H) ortoskalØrnogo predstavleniØ, a togda po zameqani¸ 4 matricy U i V skalØrny s odnim i tem ße skalØrom na diagonali.

“Sokratim” ravenstvo XU T = T V Y na skalØrnye matricy U i V , poluqim XT = T Y,

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 189 gde matricy X i Y samosoprØßennye.

Togda po zameqani¸ 3 (X, Y ) est~ ffndomorfizm ortoskalØrnogo nerazloßimogo predstavleniØ T v kategorii Rep_{os}(Q, H) i (po zameqani¸ 4) X i Y – skalØrnye s odnim i tem ße skalØrom na diagonali. V rezul~tate takimi ße budut i proizvedeniØ skalØrnyh matric XU = A i V Y = B, a, znaqit, predstavlenie T – xurovskoe v kategorii Rep Q.

Tak kak, oqevidno, u razloßimogo predstavleniØ est~ neskalØrnyæ ffndomorfizm, predstavlenie T nerazloßimo v Rep Q.

Zameqanie 5. Uslovie odnokratnosti kolqana ne ØvlØetsØ su-

westvennym, lemma 1 legko obobwaetsØ na sluqaæ kolqana s kratnymi strelkami.

Zameqanie 6. Esli snØt~ s kolqana Q uslovie razdelennosti,

teorema 1 perestaet byt~ vernoæ. Tak, pust~ kolqan Q est~ petlØ

Pust~ T – ego nerazloßimoe ortoskalØrnoe predstavlenie s matriceæ T = [ 1 1 0 −1 ] . Uslovie ortoskalØrnosti v fftom sluqae vyglØdit tak (sm. [4]):

T T^∗ + T^∗T = 3I.

Nerazloßimost~ T v Rep_{os}(Q, H) proverØetsØ tak: legko podsqitat~, qto iz CT = T C i CT^∗ = T^∗C sleduet, qto C — skalØrnaØ matrica.

Pust~ A = [ 3 1 0 1 ] ; legko proverit~, qto AT = T A, tak qto A

zadaet neskalØrnyæ obratimyæ ffndomorfizm predstavleniØ T v

Rep Q (i predstavlenie T razloßimo v Rep Q).

1.3. Qerez Pn oboznaqim sledu¸wu¸ ∗-algebru:

P_n = C ⟨p_1 , p_2, . . . , p_n | p_i = p^2_i = p^∗_i ⟩,

a qerez K(P_n) – kategori¸, ob¨ekty kotoroæ est~ ∗-predstavleniØ π algebry P_n v kategorii koneqnomernyh gil~bertovyh

190 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER prostranstv H (π(p_i) = P_i, P_i : H_0 → H_0, P^2_i = P^∗_i = P_i), a morfizm C_0 iz predstavleniØ π v prostranstve H_0 v predstavlenie ~π v prostranstve ~H_0 opredelØetsØ kak lineænoe otobraßenie

C_0 : H_0 → ~H_0 so svoæstvom

C_0P_i = ~P_iC_0P_i, i = 1, n. (13)

Kategori¸ K(P_n) moßno traktovat~ [18] kak kategori¸ n-ok podprostranstv koneqnomernyh gil~bertovyh prostranstv. Esli π – predstavlenie algebry P_n v H_0 (π(p_i) = P_i), to postavim emu v sootvetstvie n-ku podprostranstv (H_1, H_2, . . ., H_n) prostranstva H_0; zdes~ H_i = Im P_i, i = 1, n. Morfizm iz (H_1, H_2, . . ., H_n) v ( ~H_1, ~H_2, . . . , ~H_n) opredelØetsØ estestvennym obrazom kak lineænoe otobraßenie C : H_0 → ~H_0, dlØ kotorogo C(H_i) ⊂ ~H_i pri

i = 1, n. KategoriØ K(P_n) i kategoriØ n-ok podprostranstv ko-

neqnomernyh gil~bertovyh prostranstv ffkvivalentny. Klassifikacii n-ok podprostranstv v lineænyh prostranstvah posvØweny raboty [19–21] i drugie.

Predstavlenie π algebry P_n budem nazyvat~ ortoskalØrnym, esli naædutsØ poloßitel~nye qisla α_1, α_2, . . . , α_n takie, qto n∑ i=1 α_iπ(p_i) = I_0

(I_0 – ediniqnyæ operator v prostranstve H_0). Qerez L(P_n) oboznaqim v K(P_n) polnu¸ podkategori¸ ortoskalØrnyh predstavleniæ. S drugoæ storony, qerez Q_n oboznaqim kolqan

Pust~ K(Q_n) – polnaØ podkategoriØ v Rep Q_n teh predstavleniæ T , dlØ kotoryh T (γ_i)^∗T (γ_i) est~ skalØrnyæ operator, otliqnyæ ot nulevogo v prostranstve T (i), a Rep_{os}(Q_n, H) v kategorii

K(Q_n) – polnaØ podkategoriØ ortoskalØrnyh predstavleniæ.

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 191

Lemma 2. Kategorii K(Qn) i K(Pn) ffkvivalentny. Kategorii

Rep_{os}(Q_n, H) i L(P_n) ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Postroim funktor F : K(Qn) → K(Pn). Pust~

T – predstavlenie iz K(Q_n) i T (γ_i)^∗T (γ_i) = α_iI_i. Vvedem oboznaqenie^1√_{αi} T (γ_i) = Γ_i, togda Γ^∗_i Γ_i = I_i, i Γ_iΓ^∗_i = P_i est~ ortoproektor. Pust~ predstavlenie π algebry P_n zadaetsØ ravenstvami

π(p_i) = P_i. Poloßim F (T ) = π.

Pust~ C = {C_i}_{i=0,n} : T → ~T – morfizm v kategorii K(Q_n):

C_0T (γ_i) = ~T (γ_i)C_i, i = 1, n.

Togda √

α_iC_0Γ_i = √ ~α_i~Γ_iC_i, (14)

a tak kak ~Γ^∗_i ~Γ_i = ~I_i, to

C_i = √ α_i ~α_i ~Γ^∗_i C_0Γ_i. (15)

Posle podstanovki C_i v (14), poluqim

C_0Γ_i = ~Γ_i~Γ^∗_i C_0Γ_i,

i, posle umnoßeniØ ravenstva sprava na Γ^∗_i ,

C_0P_i = ~P_iC_0P_i,

t. e. C_0 : π → ~π – morfizm v kategorii K(P_n).

Poloßim F (C) = C_0, togda F — funktor iz K(Q_n) v K(P_n). Pust~ C_0 : π → ~π – morfizm v K(P_n), gde C_0 — lineænoe otobraßenie iz H_0 v ~H_0. Postroim otobraßeniØ C_i : H_i → ~H_i, gde

H_i = Im P_i, ~H_i = Im ~P_i, po formulam (15). Esli Γ_i, ~Γ_i – estestven-

nye vloßeniØ prostranstv H_i, sootvetstvenno ~H_i v prostranstvo

H_0, sootvetstvenno ~H_0 (P_i = Γ_iΓ^∗_i , ~P_i = ~Γ_i~Γ^∗_i ), to

~T (γ_i)C_i = √ ~α_i~Γ_iC_i = √ ~α_i~Γ_i √ α_i ~α_i ~Γ^∗_i C_0Γ_i = √ α_i ~P_iC_0P_iΓ_i = √ α_iC_0P_iΓ_i = √ α_iC_0Γ_i = C_0T (γ_i),

t. e. C = {C_i}_{i=0,n} est~ morfizm v K(Q_n) takoæ, qto F (C) = C_0. Tak kak C_i formulami (15) po C_0 vosstanavliva¸tsØ odnoznaqno, F – polnyæ i univalentnyæ funktor. Kaßdoe predstavlenie

192 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER v K(P_n) poluqaetsØ iz nekotorogo predstavleniØ v K(Q_n), sledovatel~no, F – funktor ffkvivalentnosti kategoriæ.

Ograniqenie F na Rep_{os}(Q_n, H) daet ffkvivalentnost~

Rep_{os}(Q_n, H) i L(P_n).

Sledstviem lemmy 2 i teoremy 1 ØvlØetsØ sledu¸waØ teore- ma. Teorema 2. Esli (H1, H2, . . . , Hn) – n-ka podprostranstv ko-

neqnomernogo gil~bertovogo prostranstva H_0, i sootvetstvu- ¸waØ n-ka ortoproektorov (P_1, P_2, . . ., P_n) zadaet nerazloßimoe predstavlenie v kategorii ortoskalØrnyh predstavleniæ L(P_n)

(^n ∑ i=1 α_iP_i = I_0 dlØ nekotorogo nabora qisel α_i > 0, i = 1, n), to ffta

n-ka ortoproektorov est~ xurovskiæ ob¨ekt v kategorii K(P_n), a sootvetstvu¸wiæ nabor podprostranstv – nerazloßimyæ xurovskiæ ob¨ekt v kategorii n-ok podprostranstv koneqnomernogo gil~bertovogo prostranstva.

2. O regulØrnyh lokal~no-skalØrnyh predstavleniØh grafa ~D4 v gil~bertovyh prostranstvah

2.1. Pust~ H – kategoriØ koneqnomernyh gil~bertovyh prost-

ranstv, ~D_4 – rasxirennyæ graf Dynkina

Napomnim [4], qto predstavlenie Π grafa ~D_4 sopostavlØet kaßdoæ verxine i (i = 0, 4) prostranstvo H_i ∈ H, kaßdomu rebru γ_i – paru vzaimosoprØßennyh lineænyh operatorov

Π(γ_i) = {Γ_{i0}; Γ_{0i}}, gde Γ_{0i} : H_i → H_0, Γ_{i0} = Γ^∗_{0i}.

Morfizm C : Π → ~Π – ffto semeæstvo C = {C_i}_{i=0,4} operatorov

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 193

C_i : Π(i) → ~Π(i) takih, qto diagrammy H_i^{Γji}−−−−→ H_j C_i Cj ~H_i e^{Γji}−−−−→ ~H_j kommutativny, t. e. C_j Γ_{ji} = ~Γ_{ji}C_i.

Pust~ M_i – mnoßestvo verxin, soedinennyh s verxinoæ i rebrom, A_i = ∑ j∈M_i ΓijΓji. DlØ ortoskalØrnogo predstavleniØ Π

[4] vse operatory A_i skalØrny; A_i = α_iI_{Hi} , gde I_{Hi} – toßdestvennyæ operator v prostranstve H_i. Poskol~ku A_i – poloßitel~nyæ operator, to α_i ≥ 0. Vektor {dim Π(i)} est~ razmernost~ koneqnomernogo predstavleniØ Π_i; esli A_i = f(i)I_{Hi} , to {f(i)} – harakter ortoskalØrnogo predstavleniØ Π.

V dal~neæxem qerez Rep ( ~D_4, f) budem oboznaqat~ kategori¸ koneqnomernyh lokal~no-skalØrnyh predstavleniæ grafa ~D_4 v H s fiksirovannym harakterom f.

Budem sqitat~, qto α_i = f(i) > 0, i = 0, 4 i harakter normirovan: f(0) = α_0 = 1.

S drugoæ storony, rassmotrim sledu¸wu¸ ∗-algebru nad po-

lem C :

P_{4,f} = C ⟨p_1 , p_2, p_3, p_4 | p_i = p^∗_i = p^2_i , 4∑ i=1 α_ip_i = e⟩, gde α_i = f(i), e – edinica algebry, i Rep P_{4,f} – kategori¸ koneqnomernyh ∗-predstavleniæ algebry P_{4,f} .

Pust~ Π ∈ Rep ( ~D_4, f), Π(i) = H_i, π(γ_i) = {Γ_{i,0}; Γ_{0,i}}. Postroim predstavlenie π algebry P_{4,f} sledu¸wim obrazom:

π(p_i) = 1 α_i Γ_{0,i} · Γ_{i,0} = P_i.

Esli C : Π → ~Π – morfizm v Rep ( ~D_4, f), to C_0 : π → ~π – morfizm v Rep P_{4,f} (C_0 – operator, spleta¸wiæ predstavleniØ π i ~π). Opredelim funktor

Φ : Rep ( ~D_4, f) → Rep P_{4,f} ,

194 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER polagaØ Φ(Π) = π, Φ(C) = C_0. Legko videt~, qto funktor Φ est~ funktor ffkvivalentnosti kategoriæ.

Pust~ π ∈ Rep P_{4,f} est~ predstavlenie v prostranstve H_0. Poloßim H_i = Im P_i, i = 1, 4; Γ_{0,i} : H_i → H_0 – estestvennoe vloßenie prostranstva H_i v H_0, togda, polagaØ Π(γ_i) = {Γ_{0,i}; Γ^∗_{0,i}}, poluqim predstavlenie iz Rep ( ~D_4, f). Esli C_0 : π → ~π, poloßim C_i = C_0 | H_i . Esli Φ

(−1)(π) = Π, Φ(−1)(C

0) = {C_i}_{i=0,4}, to ΦΦ^{(−1)} ∼ I_{Rep P4,f} , Φ^{(−1)}Φ ∼ I_{Rep (} e_{D4,f )}.

2.2. Rassmotrim predstavlenie ∗-algebry P4,f pri

0 < α_1 ≤ α_2 ≤ α_3 ≤ α_4 < 1, 4∑ i=1 α_i = 2.

(v drugih sluqaØh predstavleniØ ∗-algebr P_{4,f} funktorami Kokstera svodØtsØ k prosteæxim [17]).

Sdelaem v algebre P_{4,f} zamenu obrazu¸wih [10]:

x = α_2p_2 + α_3p_3 −^1_2 β_1e, y = α_1p_1 + α_3p_3 −^1_2 β_2e, z = α_1p_1 + α_2p_2 −^1_2 β_3e, gde β_1 = (2 − α_1 + α_2 + α_3 − α_4)/2, β_2 = (2 + α_1 − α_2 + α_3 − α_4)/2, β_3 = (2 + α_1 + α_2 − α_3 − α_4)/2.

(16)

Oboznaqim takße

γ_1 = (α^2_1 − α^2 − α^2_3 + α^2_4)/4, γ_2 = (−α^2_1 + α^2 − α^2_3 + α^2_4)/4, γ_3 = (−α^2_1 − α^2 + α^2_3 + α^2_4)/4.

Legko proverit~, qto γ_1 ≤ γ_2 ≤ γ_3 i 0 ≤ γ_2.

Novye obrazu¸wie x, y, z udovletvorØ¸t sisteme sootnoxe- niæ {y, z} = γ_1e, {z, x} = γ_2e, {x, y} = γ_3e, (x + y + z)^2 = α^2_4e. (17)

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 195 Iz raventv (16) sleduet, qto

p_1 = −x + y + z 2α_1 + 1 2 e, p_2 = x − y + z 2α_2 + 1 2 e, p_3 = x + y − z 2α_3 + 1 2 e, p_4 = −x − y − z 2α_4 + 1 2 e.

(18)

2.3. Pust~ γ3 = 0, togda iz 0 ≤ γ2 ≤ γ3 sleduet, qto γ2 = 0, a

togda α_1 = α_2 = α_3 = α_4 =^1_2 (fftot sluqaæ rassmotren v [9]), a znaqit i γ_1 = 0.

Sistema sootnoxeniæ (17) v fftom sluqae priobretaet vid {y, z} = 0, {z, x} = 0, {x, y} = 0, x^2 + y^2 + z^2 = 1 4 e. (19)

Pust~ π – dvumernoe nerazloßimoe predstavlenie algebry P_{4,f} i π(x) = X, π(y) = Y, π(z) = Z. a) Pust~ Z = 0. Matricu X, kak matricu samosoprØßennogo operatora, moßno diagonalizirovat~. Iz sootnoxeniæ antikommutacii sleduet, qto troæka X, Y, Z = 0 budet nerazloßimoæ lix~ v sluqae, kogda diagonalizirovannaØ matrica X imeet vid [ −λ 0 0 λ ] . Togda Y = [ 0 y_{12} y_{12} 0 ] , y_{12} ≠ 0, i dopustimymi preobrazovaniØmi fflement y_{12} moßno sdelat~ poloßitel~nym. Sledovatel~no, my imeem sluqaæ X = λ [ −1 0 0 1 ] , Y = μ [ 0 1 1 0 ] , Z = [ 0 0 0 0 ] ; λ > 0, μ > 0. b) Pust~ Z ≠ 0 i X = 0. Togda matricu Y moßno diagonalizirovat~, privodØ k vidu Y = [ −μ 0 0 μ ] , μ > 0 (v inyh

sluqaØh troæka matric okazyvaetsØ razloßimoæ). Togda iz

{y, z} = 0 sleduet, qto Z = [ 0 z_{12} z_{12} 0 ] i dopustimymi preobrazovaniØmi (ne menØØ Y ) matricu Z moßno privesti k

196 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER

vidu Z = [ 0 iν iν 0 ] , ν > 0. S pomow~¸ unitarnoæ matri-

cy U = [ √ 2/2 √ 2/2 − √ 2/2 √ 2/2 ] preobrazovaniem U XU^∗, U Y U^∗, U ZU^∗ troæku matric X, Y, Z privedem k vidu X = [ 0 0 0 0 ] , Y = μ [ 0 1 1 0 ] , Z = ν [ 0 i −i 0 ] ; μ > 0, ν > 0. c) Pust~ X ≠ 0, Z ≠ 0, Y = 0. V fftom sluqae matricy X, Y, Z moßno privesti k vidu X = λ [ −1 0 0 1 ] , Y = [ 0 0 0 0 ] , Z = ν [ 0 i −i 0 ] ; λ > 0, ν > 0. d) X ≠ 0, Y ≠ 0, Z ≠ 0. V fftom sluqae matricy X, Y, Z moßno

privesti k vidu X = λ [ −1 0 0 1 ] , Y = μ [ 0 1 1 0 ] , Z = ν [ 0 i −i 0 ] ; λ > 0, μ > 0, ν ∈ R, ν ≠ 0. Takim obrazom, ob¨edinØØ ffti sluqai, moßno sqitat~, qto X = λ [ −1 0 0 1 ] , Y = μ [ 0 1 1 0 ] , Z = ν [ 0 i −i 0 ] , gde λ^2 + μ^2 + ν^2 = 1 4 (sleduet iz (19)), i libo λ > 0, μ > 0, ν ∈ R; libo λ = 0, μ > 0, ν > 0; libo λ > 0, μ = 0, ν > 0.

Po formulam (18)

P_1 =

[_1 2 − λ μ + νi μ − νi^1_2 + λ ] , P_2 =

[_1 2 + λ −μ + νi −μ − νi^1_2 − λ ] , P_3 =

[_1 2 + λ μ − νi μ + νi^1_2 − λ ] , P_4 =

[_1 2 − λ −μ − νi −μ + νi^1_2 + λ ] . Esli μ + νi = √ μ^2 + ν^2 e^{iφ} =

√_1 4 − λ^2 e^{iφ} to, perehodØ k

unitarno-ffkvivalentnomu predstavleni¸ s pomow~¸ matricy

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 197 U = [ e^{−iφ} 0 0 1 ] , moßem sqitat~, qto

P_1 =

[_1 2 −λ √_{14 −λ2} √_{14 −λ2 12 +λ} ] , P_2 =

[_1 2 +λ e^{iχ} √_{14 −λ2} e^{−iχ} √_{14 −λ2 12 −λ} ] ,

P_3 =

[_1 2 +λ −e^{iχ} √_{14 −λ2} −e^{−iχ} √_{14 −λ2 12 −λ} ] , P_4 =

[_1 2 −λ − √_{14 −λ2} − √_{14 −λ2 12 +λ} ] , (20) 0 ≤ λ < 1/2, i 0 < χ < π/2 pri λ = 0, −π/2 < χ ≤ π/2 pri 0 < λ < 1/2. 2.4. Pust~ γ3 ≠ 0, togda iz {x, y} = γ3e sleduet, qto X ≠ 0 i Y ≠ 0.

Bolee togo, X i Y ne ime¸t nulevyh sobstvennyh qisel. Deæstvitel~no, pust~ posle diagonalizacii matrica X priobretaet vid X = [ λ_1 0 0 λ_2 ] . V matricah Y i Z libo y_{12} ≠ 0, libo z_{12} ≠ 0 (inaqe troæka matric razloßima). Iz {x, y} = γ_3e, {x, z} = γ_2e sleduet, qto (λ_1 + λ_2)z_{12} = 0 i (λ_1 + λ_2)y_{12} = 0. Pofftomu moßno sqitat~, qto −λ_1 = λ_2 = λ ≠ 0, λ > 0. Takie ße rassußdeniØ godØtsØ i dlØ Y .

Pust~ X = [ −λ 0 0 λ ] . Iz {x, y} = γ_3 e sleduet, qto y_{11} =

−^{γ3}_{2λ} , y_{22} =^{γ3}_{2λ} ; iz {x, z} = γ_2e sleduet, qto z_{11} = −^{γ2}_{2λ} , z_{22} =^{γ2}_{2λ} : X = λ [ −1 0 0 1 ] , Y = 1 2λ [ −γ_3 y_{12} y_{12} γ_3 ] , Z = 1 2λ [ −γ_2 z_{12} z_{12} γ_2 ] . Iz {y, z} = γ_1e sleduet, qto 1 4λ^2 [ 2γ_2γ_3 + y_{12}z_{12} + y_{12}z_{12} 0 0 2γ_2γ_3 + y_{12}z_{12} + y_{12}z_{12} ] = γ_1I,

to est~

y_{12}z_{12} + y_{12}z_{12} = 4γ_1λ^2 − 2γ_2γ_3. (21)

Pereædem k unitarno-ffkvivalentnomu predstavleni¸ s pomow~¸ unitarnoæ matricy U = [ e^{iφ} 0 0 0 ] takim obrazom, qtoby y_{12} +

z_{12} = r_1 bylo poloßitel~nym vewestvennym; pri fftom −y_{12} + z_{12}

ostanetsØ, voobwe govorØ, kompleksnym, −y_{12} + z_{12} = r_2e^{iχ}.

198 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER Togda iz (17) sleduet, qto

(X + Y + Z)2 = 1 4λ2 h_{(2λ}2_{+γ}

2+γ3)2+(y12+z12)2 0 0 (2λ2+γ2+γ3)2+(y12+z12)2. i = α24I. i r^2_1 = (y_{12} + z_{12})^2 = 4α^2_4λ^2 − (2λ^2 + γ_2 + γ_3)^2,

otkuda legko poluqit~, qto

r_1 = √ −4λ^4 + 2(α^2_1 + α^2_4)λ^2 − 1 4 (α^2_4 − α^2_1)^2 = √ −4 ( λ^2 −

(α^2_4 − α^2_1)^2 4 ) ( λ^2 −

(α^2_4 + α^2_1)^2 4 ) , α_4 − α_1 2 ≤ λ ≤ α_4 + α_1 2 . { y_{12} + z_{12} = r_1, −y_{12} + z_{12} = r_2e^{iχ},

pofftomu { y_{12} = (r_1 − r_2e^{iχ})/2, z_{12} = (r_1 + r_2e^{iχ})/2,

y_{12}z_{12} + y_{12}z_{12} = (r^2_1 − r^2 )/2 = 4γ_1λ^2 − 2γ_2γ_3 (poslednee ravenstvo

sleduet iz (21)).

Takim obrazom,

r^2 = r^2_1 + 4γ_2γ_3 − 8γ_1λ^2 = −4λ^4 + 2(α^2 + α^2_3)λ^2 − 1 4 (α^2_3 − α^2)^2 ≥ 0 i −y_{12} + z_{12} = r_2e^{iχ} = e^{iχ} √ −4λ^4 + 2(α^2 + α^2_3)λ^2 − 1 4 (α^2_3 − α^2)^2 = e^{iχ} √ −4 ( λ^2 −

(α^2_3 − α^2)^2 4 ) ( λ^2 −

(α^2_3 + α^2)^2 4 ) , α_3 − α_2 2 ≤ λ ≤ α_3 + α_2 2 . Teper~ my moßem neposredstvenno naæti operatory predstavleniØ P_1, P_2, P_3, P_4 po matricam X, Y, Z, sleduØ formulam (18).

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 199 V sootvetstvii s p. 2.1 po proektoram P_i : H_0 → H_0 postroim izometrii Γ_{0,i} : H_i → H_0, i = 1, 4 i poluqim regulØrnye nerazloßimye lokal~no-skalØrnye predstavleniØ grafa ~D_4:

Γ_{0,1} = √_{λ2+α1λ−(α24−α21)/4} 2α1λ √_{−λ2+α1λ+(α24−α21)/4} 2α1λ ,

Γ_{0,2} = √_{−λ2+α2λ+(α23−α2)/4} 2α2λ e^{−iχ} √_{λ2+α2λ−(α23−α2)/4} 2α2λ ,

Γ_{0,3} = √_{−λ2+α3λ−(α23−α2)/4} 2α3λ −e^{−iχ} √_{λ2+α3λ+(α23−α2)/4} 2α3λ ,

Γ_{0,4} = √_{λ2+α4λ+(α24−α21)/4} 2α4λ − √_{−λ2+α4λ−(α24−α21)/4} 2α4λ .

0 < (α_4 − α_1)/2 ≤ λ ≤ min ((α_2 + α_3)/2, (α_1 + α_4)/2) , −π < χ ≤ π.

Napomnim, qto ortoproektory P_i vosstanavliva¸tsØ po formulam P_i = Γ_{0i} · Γ^∗_{0i}, i = 1, 4.

Takim obrazom, nerazloßimye regulØrnye lokal~no-skalØrnye (ne obØzatel~no normirovannye) predstavleniØ grafa ~D_4 zavisØt ot 6 deæstvitel~nyh parametrov (4-h iz 5-ti parametrov

α^′_1, α^′_2, α^′_3, α^′_4, α^′_0, svØzannyh sootnoxeniem α^′_1 + α^′_2 + α^′_3 + α^′_4 =

2α^′_0, α_i =^{α′i}_α′_0 , i parametrov λ i χ).

Literatura

1. A. V. Roiter, Matrix Problems. Proc. Intern. Congress Math., Helsinki (1978),

319–322.

2. P. Gabriel, Unzerlegbare Darstellungen. I. — Manuscripta Math. 6 (1972), 71–103. 3. L. A. Nazarova, PredstavleniØ kolqanov beskoneqnogo tipa. — Izv. AN SSSR, Ser. Mat. 37 (1973), 752–791.

4. S. A. KruglØk, A. V. Roæter, Lokal~no skalØrnye predstavleniØ grafov v kategorii gil~bertovyh prostranstv. — Funkc. analiz i pril. 39, No. 2 (2005), 13–30.

5. A. V. Roiter, S. A. Kruglyak, and L. A. Nazarova, Matrix Problems in Hilbert

Spaces. http://arxiv.org/math.RT/0605728

6. A. V. Roæter, Boksy s invol¸cieæ. — V kn.: PredstavleniØ i kvadratiqnye formy. 155, AN USSR, Inst. mat., Kiev (1979), 124–126.

200 S. A. KRUGL˚K, L. A. NAZAROVA, A. V. RO`TER

7. I. K. Redquk, A. V. Roæter, SingulØrnye lokal~no-skalØrnye predstavleniØ kolqanov v gil~bertovyh prostranstvah i razdelØ¸wie funkcii. — Ukr. mat. ßurn. 56, No. 6 (2004), 796–809.

8. ı. N. Bespalov, Nabory ortoproektorov, svØzannyh sootnoxeniØmi. — Ukr. mat. ßurn. 44, No. 3 (1992), 269–277.

9. V. Ostrovskyi and Yu. Samoilenko. Introduction to the theory of representations of

finitely presented *-algebras. I. Representations by bounded operators. Reviews in Mathematics and Mathematical Physics, 11, pt.1. Harwood Academic Publishers, Amsterdam, 1999. iv+261 pp. ISBN: 90-5823-042-2

10. D. V. Galinskiæ, S. A. KruglØk, PredstavleniØ �-algebr, poroßdennyh lineæno svØzannymi ortoproektorami. — (Na ukrainskom Øzyke). Vestn. Kievskogo un-ta, Ser. fiz.-mat. nauk, No. 2 (1999), 24–31.

11. D. V. Galinsky, Representations of �-algebras generated by orthogonal projections

satisfying a linear relation. — Methods Funct. Anal. Topology 4 (1998), No. 3, 27–32.

12. D. V. Galinsky, M. A. Muratov, On representations of algebras generated by sets

of three and four orthoprojections. — Spectral and evolutionary problems, Vol. 8 (Sevastopol, 1997), 15–22, Tavria Publ., Simferopol, 1998.

13. S. A. KruglØk, V. I. Rabanoviq, ı. S. Samoælenko, O summah proektorov. — Funk. analiz pril. 36, vyp. 3 (2002), 20–35.

14. S. Kruglyak, A. Kyrychenko, On four orthogonal projections that satisfy the linear

relation α_1P_1 + α_2P_2 + α_3P_3 + α_4P_4 = I, α_i > 0. Symmetry in nonlinear mathematical physics, Part 1, 2 (Kyiv, 2001), Pr. Inst. Mat. Nats. Akad. Nauk Ukr. Mat. Zastos., 43, Part 1, 2, Natsional. Akad. Nauk Ukrai”ni, Inst. Mat., Kiev (2002), 461–465.

15. A. Strelets, Description of the representations of the algebras generated by four

linearly related idempotents. — J. Algebra Appl. 4, No. 6 (2005), 671–681.

16. S. Kruglyak, S. Popovich, Yu. Samoilenko. The spectral problem and �-represen-

tations of algebras associated with Dynkin graphs. — J. Algebra Appl. 4, No. 6 (2005), 761–776.

17. S. A. Kruglyak, Coxeter functors for a certain class of �-quivers and �-algebras.

— Methods Funct. Anal. Topology 8, No. 4 (2002), 49–57.

18. M. Enomoto and Y. Watatani, Relative position of four subspaces in a Hilbert

space. — Adv. Math. 201, No. 2 (2006), 263–317.

19. I. M. Gelfand and V. A. Ponomarev, Problems of linear algebra and classification

of quadruples of subspaces in a finite-dimensional vector space. – in: Hilbert space operators and operator algebras. Proc. Internat. Conf., Tihany (1970), 163–237. Colloq. Math. Soc. Janos Bolyai, 5, North-Holland, Amsterdam (1972).

20. S. Brenner, Endomorphism algebras of vector spaces with distinguished sets of

subspaces. — J. Algebra 6 (1967), 100–114.

21. L. A. Nazarova, A. V. Roæter, PredstavleniØ qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv. — Zap. nauq. semin. LOMI AN SSSR 28 (1972), 5–31.

Kruglyak S. A., Nazarova L. A., Roiter A. V. Orthoscalar representations of quivers in the category of Hilbert spaces.

As it is known, finitely presented quivers correspond to Dynkin graphs (Gabriel, 1972) and tame quivers — to extended Dynkin graphs (Dono-

ORTOSKAL˚RNYE PREDSTAVLENI˚ KOLQANOV 201 van and Freislich, Nazarova, 1973). In the article “Locally scalar representations of graphs in the category of Hilberts spaces” (Func. Anal. and Apps., 2005) authors showed the way to transfere these results to Hilbert spaces, constructed Coxeter functors and proved an analogue of Gabriel theorem for locally scalar representations (up to the unitary equivalence).

The category of locally scalar representations of a quiver can be considered as a subcategory in the category of all representations (over the field C ). In the present paper we study the connection between indecomposability of locally scalar representations in the subcategory and in the category of all representations (it is proved that for wide enough class of quivers indecomposability in the subcategory implies indecomposability in the category).

For a quiver, corresponding to extended Dynkin graph ~D_4 locally scalar representations which cannot be obtained from the simplest by Coxeter functors (regular representations) are classified.

Postupilo 4 dekabrØ 2006 g.

Institut matematiki Nacional~noæ akademii nauk Ukrainy, Kiev, Ukraina

E-mail: red@imath.kiev.ua