Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e

OB UNIVERSAL^NO RAZREXIMYH ZADAQAH POGRUȷENI˚ S CIKLIQESKIM ˚DROM

V nastoØweæ rabote my zaverxaem izuqenie universal~no razreximyh zadaq pogrußeniØ s cikliqeskim Ødrom, kotoroæ posvØweny raboty [1–3]. Napomnim formulirovku fftoæ zadaqi. Pust~ 1 → A → G^φ→ F → 1. (1) toqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh grupp. GovorØt, qto ona opredelØet universal~no razreximu¸ zadaqu pogrußeniØ, esli zadaqa pogrußeniØ, svØzannaØ s fftoæ posledovatel~nost~¸, razrexima dlØ l¸bogo rasxireniØ Galua K/k s gruppoæ F , priqem v kaqestve K moßno brat~ i algebru Galua. V rabote [1] bylo pokazano, qto klass universal~no razreximyh zadaq s cikliqeskim Ødrom prostogo porØdka sovpadaet s klassom poluprØmyh zadaq. Analogiqnye rezul~taty dlØ cikliqeskoæ gruppy neqetnogo porØdka i porØdka 8 byli dokazany v rabotah [2, 3]. V nastoØweæ rabote my dokazyvaem fftot rezul~tat v sluqae proizvol~noæ cikliqeskoæ 2-gruppy.

�tim rassmotrenie universal~no razreximyh zadaq pogrußeniØ s cikliqeskim Ødrom zaverxaetsØ (napomnim, qto pri abelevom Ødre zadaqa vsegda reduciruetsØ k p-gruppam).

Otliqie rassmotreniØ sluqaØ cikliqeskogo Ødra neqetnogo porØdka i cikliqeskoæ 2-gruppy sostoit v tom, qto polnaØ gruppa avtomorfizmov cikliqeskoæ 2-gruppy ne ØvlØetsØ cikliqeskoæ. Kogda gruppa F deæstvuet na Ødre A kak cikliqeskaØ gruppa, ffto otliqie otsutstvuet. Pofftomu my vprave sqitat~, qto gruppa F deæstvuet na A kak gruppa s dvumØ obrazu¸wimi. My sqitaem takße, qto F deæstvuet na Ødre kak polnaØ gruppa avtomorfizmov, poskol~ku inoe ne vyzyvaet nikakih principial~- nyh otliqiæ.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI, grant 06- 01-00741a. 173

174 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

1^∘. Pust~ A – cikliqeskaØ gruppa porØdka 2^n s obrazu¸wim

fflementom a; kak skazano vyxe, my sqitaem qto gruppa F deæstvuet na A kak polnaØ gruppa avtomorfizmov. Pust~ F_1 – podgruppa v F , sostoØwaØ iz fflementov, deæstvu¸wih na A trivial~no, togda F_0 = F/F_1 ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ s obrazu¸wimi σ_0 i τ_0, priqem deæstvie gruppy F_0 na A zadaetsØ formulami

a^{τ0} = a^{−1} i a^{σ0} = a^5. Takim obrazom, τ_0 imeet porØdok dva, a σ_0

– porØdok 2^{n−2}. Oboznaqim qerez σ i τ nekotorye proobrazy v gruppe F fflementov σ_0 i τ_0 sootvetstvenno.

2^∘. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda gruppa F imeet bolee

dvuh obrazu¸wih.

Teorema 1. Klass universal~no razreximyh zadaq pogrußeniØ,

svØzannyæ s toqnoæ posledovatel~nost~¸ (1), ØvlØetsØ klassom poluprØmyh zadaq, esli gruppa F imeet bolee dvuh obrazu¸wih.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto utverßdenie teoremy ne-

verno. Rassmotrim minimal~nyæ kontrprimer, t.e. zadaqu pogrußeniØ, svØzannu¸ s toqnoæ posledovatel~nost~¸ (1), kotoraØ ne ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem, no dlØ kotoroæ l¸baØ soputstvu¸waØ zadaqa ØvlØetsØ uße poluprØmoæ zadaqeæ.

Budem sqitat~, qto gruppa F imeet obrazu¸wie σ, τ ,

ω_1, . . . , ω_m, priqem ω_1, . . . , ω_m vybrany tak, qto oni deæstvu¸t na

Ødre A trivial~no. Pust~ F_2 – podgruppa v F , poroßdennaØ kommutatorami [F, F ], obrazu¸wimi ω_2, . . . , ω_m i stepenØmi σ^{2n}�^2 , τ^2 i ω^2_1.

Oboznaqim qerez σ, τ i ω_1 proobrazy v gruppe G fflementov σ, τ i ω_1 sootvetstvenno. Pust~ G_ω – podgruppa indeksa 2 v G, ne soderßawaØ ω_1, togda G_ω – poluprØmoe rasxirenie podgruppy A s pomow~¸ F_ω, gde F_ω = φ(G_ω). Sledovatel~no, v gruppe G_ω suwestvuet podgruppa F̄_ω, izomorfnaØ F_ω i pereseqenie kotoroæ s Ødrom A sostoit tol~ko iz edinicy.

Pust~ H̄_0 – podgruppa v F̄_ω, sostoØwaØ iz fflementov, perestanovoqnyh s fflementami gruppy A. Pokaßem, qto H̄_0 – normal~nyæ delitel~ v G. Pust~ G_{1ω} – podgruppa indeksa 4 v G, ne soderßawaØ σ i τ , krome togo, poloßim F_{1ω} = φ(G_{1ω}).

Zametim, qto fflementy σ, τ i ω deæstvu¸t v G soprØßeniem i nam dostatoqno pokazat~, qto H̄_0 zamknuto otnositel~no deæstviØ rassmatrivaemyh fflementov. Zametim, qto H̄^{σ̄}_0 = H̄_0 i

H̄τ̄_0 = H̄_0, tak kak H̄_0 – normal~nyæ delitel~ v gruppe F̄_ω. Osta-

etsØ pokazat~, qto H̄^{ω̄}_0 = H̄_0. Predpoloßim protivnoe, i pust~

OB UNIVERSAL^NO RAZREXIMYH ZADAQAH 175 suwestvuet h ∈ H̄_0 takoæ, qto [h, ω] ∈ H̄_0. Tak kak ω deæstvuet na a trivial~no, to gruppa G_{1ω} ne ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem A s pomow~¸ F_{1ω}, qto protivoreqit vyboru rasxireniØ G. Poloßim G_2 = G/H̄_0, togda G_2/A = F_1. Takim obrazom, my pokazali, qto klass kogomologiæ f ∈ H^2(F, A) ØvlØetsØ pod¨emom klassa f_2 ∈ H^2(F_2, A) i zadaqa pogrußeniØ, svØzannaØ s toqnoæ posledovatel~nost~¸ (1), v naxem sluqae ØvlØetsØ pod¨emom zadaqi pogrußeniØ, svØzannoæ s toqnoæ posledovatel~nost~¸

1 → A → G_2 → F_2 → 1.

Napomnim, qto F_2 – abeleva gruppa s obrazu¸wimi σ_1, τ_1, ω_1, priqem, σ^{2n}�^2_1 = 1, τ^2_1 = 1, ω^2_1 = 1. Oboznaqim podgruppu v F_2, poroßdennu¸ σ_1, qerez F_σ. Togda gruppy kogomologiæ H^1(F_σ, A) i

H^2(F_σ, A) nulevye, i iz toqnoæ posledovatel~nosti Hohxil~da–

Serra

H^1(F_σ, A) → H^2(F_2/F_σ, F^Fœ)^λ→ H^2(F_2, A) → H^2(F_σ, A)

sleduet, qto gomomorfizm pod¨ema λ ØvlØetsØ izomorfizmom. PolagaØ F_2/F_σ = F_3 i G_3 = G_2/F_σ, my poluqaem, qto klass f ∈

H^2(F, A) ØvlØetsØ pod¨emom nekotorogo klassa f_3 ∈ H^2(F_3, A^Fœ).

Pust~ τ_2, ω_2 – obrazu¸wie gruppy F_3 i a_0 – fflement porØdka 2 v gruppe A^{Fœ} . Gruppa H^2(F_3, A^{Fœ}) ØvlØetsØ gruppoæ Kleæna. RasxireniØ 1 → A^{Fœ} → H_2^{ψ2}→ F_2 → 1 i 1 → A^{Fœ} → H_3^{ψ3}→ F_3 → 1, sootvetstvu¸wie obrazu¸wim gruppy H^2(F_3, A^{Fœ} ), zada¸tsØ ravenstvami τ^2 = a_0, ω^2 = 1, [τ_2, ω_2] = 1 dlØ gruppy H_2 i ravenstvami τ^2 = 1, ω^2 = 1, [τ_2, ω_2] = a_0 dlØ gruppy H_3, gde τ_2, ω_2 – proobrazy τ_2 i ω_2 sootvetstvenno.

Vyberem teper~ rasxirenie k_3/k s gruppoæ F_3, kotoroe ne pogrußaetsØ v rasxirenie s gruppoæ G_3. Pust~ k – lokal~noe pole s polem vyqetov porØdka 2, ne soderßawee √ −1 i ime¸wee dostatoqno vysoku¸ neqetnu¸ stepen~ nad Q_2 (polem 2-adiqeskih qisel). Esli klass kogomologiæ f_3 sootvetstvuet gruppe H_2, to v kaqestve k_3 moßno vybrat~ pole k( √ −1, √ d), gde d ∈ k^∗ i simvol Gil~berta (−1, d) raven edinice, priqem ( √ −1)^{σ2} = − √ −1, ( √ −1)^{τ2} = √ −1, ( √ d)^{σ2} = √ d, ( √ d)^{τ2} = − √ d. Pri drugom znaqenii klassa f_3 v kaqestve k_3 voz~mem pole k( √ d_1, √ d_2), gde d_1, d_2 ≠ −1

i simvol Gil~berta (d_1, d_2) = −1. Togda uslovie razreximosti

176 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E zadaqi (k_3/k, G_3, A^{Fœ} ) v zavisimosti ot znaqeniØ klassa f_3 sostoit v raspadenii libo algebry kvaternionov [−1, −1], libo algebry kvaternionov [d_1, d_2] nad polem k. Takim obrazom, obe rassmatrivaemye algebry ne raspada¸tsØ, i sledovatel~no, zadaqa pogrußeniØ (k_3/k, G_3, A^{Fœ} ) nerazrexima. Zametim, qto l¸- baØ soputstvu¸waØ brauffrovskaØ zadaqa dlØ zadaqi pogrußeniØ

(k_3/k, G, α), gde α – gomomorfizm G → F_2, krome sootvetstvu¸-

weæ rasxireni¸ G_3, razrexima, sledovatel~no, poslednØØ zadaqa takße razrexima (sm. [6], gl. IV, §2). Takim obrazom, dlØ rexeniØ K zadaqi (k_3/k, G, α), zadaqa pogrußeniØ (k/k, G, φ) budet nerazreximoæ, qto protivoreqit universal~noæ razreximosti dlØ rasxireniØ G. Teorema dokazana.

3^∘. Takim obrazom, ostaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda grup-

pa F v rasxirenii (1) imeet dve obrazu¸wie σ i τ . V fftom sluqae, rassmatrivaØ rasxireniØ k/k, svØzannye s toqnoæ posledovatel~nost~¸ (1), my budem predpolagat~, qto, vo-pervyh, pole k ØvlØetsØ lokal~nym, ne soderßawim korneæ iz 1 stepeni

2^n, krome ±1, i vo-vtoryh, podgruppe F_1 gruppy F , deæstvu¸weæ

trivial~no na Ødro A, sootvetstvuet krugovoe podpole k_0 ⊂ k, priqem, ξ^σ = ξ^τ i ξ^τ = ξ^{−1}, gde ξ – pervoobraznyæ koren~ stepeni

2^n iz edinicy.

Teorema 2. Klass universal~no razreximyh zadaq pogrußeniØ,

svØzannyh s toqnoæ posledovatel~nost~¸ (1), ØvlØetsØ klassom poluprØmyh zadaq pogrußeniØ v sluqae, kogda gruppa F imeet dve obrazu¸wie.

Dokazatel~stvo. Dokaßem naxe utverßdenie ot protivnogo,

predpolagaØ, qto suwestvuet universal~no razreximaØ zadaqa pogrußeniØ, rassmatrivaetsØ v bolee uzkom klasse poleæ, ukazannom vyxe, dlØ kotoroæ rasxirenie (1) ne ØvlØetsØ poluprØmym. Budem predpolagat~, qto fftot primer ØvlØetsØ minimal~- nym, t.e. l¸baØ soputstvu¸waØ emu zadaqa ØvlØetsØ uße poluprØmoæ.

Napomnim, qto F_1 – ffto podgruppa v F , sostoØwaØ iz fflementov, deæstvu¸wih trivial~no na Ødro A. Pri dokazatel~- stve teoremy my rassmotrim neskol~ko sluqaev v zavisimosti ot struktury gruppy F_1.

1. Budem predpolagat~, qto F_1 libo ediniqnaØ gruppa, libo gruppa perioda 2, priqem gruppa F ØvlØetsØ central~nym ras-

OB UNIVERSAL^NO RAZREXIMYH ZADAQAH 177 xireniem podgruppy F_1 s pomow~¸ F_0. Pust~ σ i τ – proobrazy v G fflementov σ i τ sootvetstvenno. Zametim, qto v gruppe G suwestvuet podgruppa F̄_1, izomorfnaØ F_1, i krome togo, F̄_1 ∩ A = 1. Pokaßem, qto F̄_1 – normal~nyæ delitel~ v G.

Pust~ b ∈ F̄_1 i b^σ = ba_0, gde a_0 – fflement porØdka 2 v A. Togda podgruppa G_τ indeksa 2 v G ne ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem gruppy F_τ = φ(G_τ ) i A. Analogiqno pokazyvaetsØ, qto nevozmoßno ravenstvo b^τ = ba_0, t.e. F̄_1 – normal~nyæ delitel~ v G. Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae klass kogomologiæ

f ∈ H^2(F, A) ØvlØetsØ pod¨emom nekotorogo klassa f_0 ∈ H^2(F_0, A).

Dokazatel~stvo utverßdeniØ teoremy v fftom sluqae zakanqivaetsØ analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano pri dokazatel~stve teoremy 1.

2. Pust~ teper~ gruppa F_1 – abeleva 2-gruppa, priqem F ne ØvlØetsØ central~nym rasxireniem F_1 s pomow~¸ F_0. Pust~ C_1 – podgruppa v F_1, sostoØwaØ iz fflementov porØdka 2, leßawih v ee centre, a C̄_2 – podgruppa v F_1/C_1, sostoØwaØ iz fflementov porØdka 2, leßawih v ee centre. Oboznaqim qerez C_2 polnyæ proobraz v F_1 podgruppy C̄_2 otnositel~no gomomorfizma F_1 → F_1/C_1. Togda v gruppe C_2 suwestvuet nekotoryæ fflement c, dlØ kotorogo vypolnØetsØ hotØ by odno iz sledu¸wih treh usloviæ: [c, σ] ≠ 1,

[c, τ ] ≠ 1, c^2 ≠ 1. Oboznaqim qerez c_1 odin iz neediniqnyh avto-

morfizmov [c, τ ], [c, σ] ili c^2. Zametim, qto c_1 – fflement porØdka 2, soderßawiæsØ v C_1. Podgruppa C_0 = {1, c_1} ØvlØetsØ normal~- nym delitelem v gruppe F . Kak i ranee, C_0 ØvlØetsØ normal~nym delitelem i v gruppe G. Pust~ G_1 = G/C_0 i

1 → A → G_1 → F_1 → 1 (2)

– toqnaØ posledovatel~nost~. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ suwestvuet rasxirenie K_1/k lokal~nyh poleæ s gruppoæ Galua

F_1, dlØ kotorogo zadaqa pogrußeniØ (2) nerazrexima. Voobwe

govorØ, rasxirenie K_1/k moßet ne pogrußat~sØ v rasxirenie Galua s gruppoæ F . Zamenim pole K_1 na takoe pole, dlØ kotorogo, vo-pervyh, ostalas~ by nerazreximoæ zadaqa pogrußeniØ (2) i, vo-vtoryh, ono pogrußalos~ by v pole s gruppoæ Galua F .

Rassmotrim v pole K_1 podpole K_2, invariantnoe otnositel~- no avtomorfizmov c, [c, σ] i [c, τ ]. Pust~ K_3 = K_2(√μ) – podpole v K_1, invariantnoe otnositel~no avtomorfizmov [c, σ] i [c, τ ]. Napomnim, qto c_1 – ffto odin iz neediniqnyh avtomorfizmov

178 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

[c, τ ], [c, σ] ili c^2. Vyberem m ∈ k^∗ v zavisimosti ot znaqeniØ c_1. Esli c_1 = c^2 ili c_1 = [c, τ ], to vyberem m tak, qtoby sim-

vol Gil~berta (m, −1) ravnØlsØ −1, no simvol (m, 2) byl by raven 1. Esli c_1 = [c, σ], to simvol (m, 2) dolßen byt~ raven −1, a simvol (m, −1) raven edinice. Zamenim pole K_3 = K_2(√μ) na

K^′_3 = K_2( √ μm). Pogrußenie polØ K^′_3 v pole s gruppoæ F – ffto central~naØ zadaqa pogrußeniØ, Ødro kotoroæ poroßdeno fflementami c^2, [c, τ ] i [c, σ] i pri ukazannom vybore fflementa m ona razrexima. Krome togo, poluqivxeesØ rexenie K nasleduet nerazreximost~ zadaqi pogrußeniØ (1).

3. Rassmotrim teper~ obwiæ sluqaæ, kogda gruppa F_1 imeet proizvol~nu¸ strukturu, t.e. budem sqitat~, qto ee kommutant

[F_1, F_1] ne raven edinice. Zametim, qto esli [F_1, F_1] imeet peri-

od 2 i leßit v centre gruppy F_1, to rassußdeniØ provodØtsØ analogiqno predyduwemu sluqa¸.

Inaqe, moßno dat~ neposredstvennoe dokazatel~stvo naxego utverßdeniØ. Deæstvitel~no, pust~ D_1 – centr porØdka 2 gruppy [F_1, F_1] i D̄_2 – centr porØdka 2 gruppy [F_1, F_1]/D_1. Pust~ D_2 – polnyæ proobraz D̄_2 otnositel~no gomomorfizma [F_1, F_1] → [F_1, F_1]/D_1. Zametim, qto gomomorfizm pod¨ema

H^2(F/[F_1, F_1], A) → H^2(F, A) ØvlØetsØ izomorfizmom, sledova-

tel~no, klass f ∈ H^2(F, A), sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G, ØvlØetsØ pod¨emom nekotorogo klassa f̄ ∈ H^2(F/[F_1, F_1], A). FaktorizuØ F po podgruppe D_1, my moßem vospol~zovat~sØ indukcionnym predpoloßeniem, t.e. sqitat~, qto suwestvuet lokal~noe rasxirenie K̄ s gruppoæ Galua F/D_1, dlØ kotorogo rassmatrivaemaØ zadaqa ØvlØetsØ nerazreximoæ. Dalee nam ostaetsØ izmenit~ K̄ tak, qtoby ono pogrußalos~ by v rasxirenie s gruppoæ F . Pust~ K̄_1 – podpole polØ K̄, prinadleßawee podgruppe D̄_2. Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ (K̄_1/k, F, D_2) lokal~nyh poleæ. Usloviem ee razreximosti ØvlØetsØ razreximost~ vseh soputstvu¸wih brauffrovskih zadaq, qto ffkvivalentno razreximosti zadaqi (K̄_1/k, F/D_1, D̄_2). No poslednØØ zadaqa razrexima i pole K̄ ØvlØetsØ ee rexeniem, sledovatel~no, razrexima i zadaqa

(K̄_1/k, F, D_2). Teorema dokazana.

Literatura

1. B. B. Lur~e, O universal~no razreximyh zadaqah pogrußeniØ. — Trudy MIAN, (183) (1990), 121–126.

OB UNIVERSAL^NO RAZREXIMYH ZADAQAH 179 2. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Universal~no razreximaØ zadaqa pogrußeniØ

s cikliqeskim Ødrom. — Zap. nauqn. sem. POMI, 265 (1999), 189–197.

3. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Universal~naØ zadaqa pogrußeniØ s cikli-

qeskim Ødrom porØdka 8. — Zap. nauqn. sem. POMI, 281 (2001), 210–220.

4. J.-P. Serre, Cohomologie négligeable, Algébre et geometrie, Resume des Cours et

Travaux Rarùs. College de France, 1993–94.

5. ȷ.-P. Serr, Kogomologii Galua. M., Mir. 1968. 208 s. 6. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. M. Nauka, 1990, 270 s.

Ishkhanov V. V. and Lur’e B. B. On universally solvable embedding problems with cyclic kernel.

It is proved that the universally solvable imbedding problem with cyclic kernel is semidirect.

Postupilo 20 noØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN