Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

V. Golubovski

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC

1. Vvedenie

Pust~ R – associativnoe kol~co s ediniceæ 1, G = UT(∞, R) – gruppa vseh beskoneqnyh (indeksirovannyh semeæstvom natural~nyh qisel N) verhnih unitreugol~nyh matric nad R. Mnoßestvo N_m vseh matric a iz G, pervye m stolbcov kotoryh sovpada¸t s sootvetstvu¸wim stolbcom ediniqnoæ matricy e, ØvlØetsØ normal~nym delitelem v gruppe G, priqem faktorgruppa G/N_m ≃ UT(m, R) nil~potentna. Pofftomu G ØvlØetsØ pronil~potentnoæ gruppoæ kak obratnyæ predel koneqnomernyh unitreugol~nyh grupp G/N_m.

Rexetka podgrupp gruppy G po sravneni¸ s rexetkoæ podgrupp stabil~noæ unitreugol~noæ gruppy UT(R) (prØmogo predela grupp UT(m, R) pri estestvennom vloßenii) issledovana slabo. V sluqae koneqnogo polØ K gruppa UT(K) sqetna, v to vremØ kak UT(∞, K) nesqetna, tak kak, naprimer, soderßit beskoneqnoe dekartovoe proizvedenie UT(2, K) × UT(2, K) × . . . . Krome togo, UT(K) lokal~no koneqna i ne soderßit svobodnyh podgrupp. ˚vnye primery svobodnyh podgrupp v UT(∞, K) postroeny v [4] dlØ char (K) = 2 i v [15] dlØ char (K) = 0 ili p > 2. V [16] dokazano, qto v sluqae koneqnyh poleæ poqti vse v smysle kategorii Bffra k-poroßdennye podgruppy v UT(∞, K) ØvlØ¸tsØ svobodnymi gruppami ranga k (zdes~ k koneqno ili sqetno).

Pofftomu problema nahoßdeniØ poroßda¸wih mnoßestv nesvobodnyh podgrupp v UT(∞, K) moßet okazat~sØ, v zavisimosti ot podgruppy, dostatoqno sloßnoæ. Tak, izvestno, qto tak nazyvaemaØ NottingemskaØ gruppa [8] i pervaØ gruppa Grigorquka ØvlØ- ¸tsØ podgruppami v UT(∞, K). Nedavno ı. G. Leonov v [3] poluqil ves~ma neoqevidnoe rekurrentnoe opisanie poroßda¸wih matric dlØ gruppy Grigorquka v UT(∞, K), podobnoæ matriqnoæ harakterizacii estestvennyh poroßda¸wih Nottingemskoæ gruppy poka net. �to pokazyvaet, qto problema nahoßdeniØ po- 137

138 V. GOLUBOVSKI roßda¸wih semeæstv nesvobodnyh podgrupp v gruppe UT(∞, K) predstavlØet samostoØtel~nyæ interes. Sleduet otmetit~ takße, qto ona tesno svØzana s analogiqnoæ problemoæ dlØ grupp podstanovoqnyh avtomatov, poskol~ku UT(∞, K) moßet rassmatrivat~sØ kak podgruppa fftoæ gruppy pri nadleßawem vybore avtomata [1].

V dannoæ rabote my vvodim v rassmotrenie special~nye beskoneqnye matricy, kotorye nazyvaem string-matricami ili prosto stringami. Pokazyvaem, qto dlØ l¸bogo associativnogo kol~ca R podgruppa UT_r(∞, R) koneqno stroqnyh matric v UT(∞, R) poroßdaetsØ stringami. �to daet vozmoßnost~ vydelit~ bol~xu¸ podrexetku v rexetke podgrupp gruppy UT_r (∞, R), estestvennym obrazom associrovannu¸ s rostami natural~noznaqnyh funkciæ. DlØ naimen~xeæ podgruppy v fftoæ rexetke, nazyvaemoæ gruppoæ kvazidiagonal~nyh matric, ustanavlivaetsØ sovsem prostoe mnoßestvo poroßda¸wih. A imenno, poroßda¸wimi ØvlØ¸tsØ 1-kvazidiagonal~nye matricy, kotorye moßno rassmatrivat~ kak obobwenie obyqnyh fflementarnyh transvekciæ.

Na nax vzglØd, fftot rezul~tat predstavlØet interes, poskol~- ku podgruppa kvazidiagonal~nyh matric v UT(∞, R) nesqetna i ukazat~ poroßda¸wie v fftom sluqae dostatoqno trudno. Tem ne menee naxi poroßda¸wie ustroeny prosto i estestvenno.

V koneqnomernom sluqae gruppa verhnih unitreugol~nyh matric ØvlØetsØ silovskoæ p-podgruppoæ gruppy GL (n, K) dlØ koneqnogo polØ K (sm. [5, 26]). Ona ØvlØetsØ primerom unipotentnoæ podgruppy v gruppah Xevalle [25]. RØd drugih svoæstv

UT(n, R) otmeqen v [22]. Zametim takße, qto lix~ sovsem nedavno

byla rexena problema nahoßdeniØ kopredstavleniØ UT(n, K) v sluqae koneqnyh poleæ vyqetov (sm. [6, 7]).

2. Poroßdenie stringami

My govorim, qto beskoneqnaØ N × N matrica a = (a_{ij} ) nad kol~com R unitreugol~na, esli a_{ii} = 1 dlØ vseh i i a_{ij} = 0 dlØ vseh i > j. Pust~ UT(∞, R) oboznaqaet mnoßestvo vseh unitreugol~nyh matric nad R, e – ediniqnaØ matrica, e_{(ij)} – matrica s edinstvennym nenulevym fflementom, ravnym 1, stoØwim na pereseqenii i-toæ stroki i j-togo stolbca. Kak v koneqnomernom sluqae, matrica t_{ij}(α) = e + αe_{(ij)}, α ∈ R, i ≠ j, nazyvaetsØ ffle-

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC139 mentarnoæ transvekcieæ.

Poskol~ku l¸baØ unitreugol~naØ matrica obratima i obratnaØ k neæ toße unitreugol~naØ, to mnoßestvo UT(∞, R) ØvlØetsØ gruppoæ otnositel~no umnoßeniØ. Otmetim, qto obratnaØ k verhneæ treugol~noæ matrice ne vsegda ØvlØetsØ verhneæ treugol~noæ (sm. [11] dlØ primerov i kommentariev).

V 1921 godu Hausdorf postroil primer beskoneqnoæ treugol~noæ matricy h s celymi kofffficentami, takoæ qto h^2 = e, [13] (sm. [1] dlØ bolee sovremennyh ssylok). �lementy matricy h opredelØ¸tsØ ravenstvami h_{ij} = (−1)^{i−1} (_{j−1} i−1 ) esli j ≥ i i

h_{ij} = 0 v protivnom sluqae. Takim obrazom,

h = 1 1 1 1 1 . . . 0 −1 −2 −3 −4 . . . 0 0 1 3 6 . . . 0 0 0 −1 −4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

t.e. stolbcy nenulevyh fflementov ØvlØ¸tsØ posledovatel~nymi binomial~nymi kofffficientami s peremennymi znakami. Legko pokazat~, qto h = h^{−1}.

Unitreugol~nye matricy vedut sebØ sovsem po drugomu. Predloßenie 1. Esli fflement 2 obratim v kol~ce R, to dlØ

l¸boæ matricy a ∈ UT(∞, R) suwestvuet edinstvennaØ matrica b ∈ UT(∞, R) takaØ, qto b^2 = a.

Uslovie 2 ∈ R^⋆ suwestvenno, tak kak matrica Hausdorfa h po modul¸ 2 daet netrivial~nyæ kontrprimer v sluqae polØ harakteristiki 2.

Na samom dele moßno pokazat~ bol~xe, a imenno Predloßenie 2. V gruppe UT(∞, Q) operaciØ izvleqeniØ kornØ

n-oæ stepeni odnoznaqna dlØ l¸bogo natural~nogo n.

Opredelenie 1. Matrica a ∈ UT(∞, R) nazyvaetsØ string-

matriceæ ili stringom, esli suwestvuet beskoneqnaØ posledova-

tel~nost~ {n_i} natural~nyh qisel takaØ, qto a ∈^∞ ∏ i=1 UT(n_i, R)

pri estestvennom diagonal~nom vloßenii fftogo proizvedeniØ v UT(∞, R).

Inymi slovami, a ØvlØetsØ bloqno-diagonal~noæ matriceæ s blokami razmernosteæ n_1, n_2, . . . po diagonali. Ee moßno zapi-

140 V. GOLUBOVSKI sat~ v vide beskoneqnogo proizvedeniØ kommutiru¸wih koneq-

nyh blokov a = ∏_∞ s=1 a_s. Ots¸da vidno, qto a^{−1} =^∞ ∏ s=1 a^{−1}_s , znaqit,

obratnaØ k a matrica toße ØvlØetsØ stringom. Otmetim, qto proizvedenie dvuh string-matric ne vsegda ØvlØetsØ stringom.

Simvolom H oboznaqim semeæstvo vsevozmoßnyh koneqnyh proizvedeniæ stringov. �to gruppa, kotoraØ moßet byt~ oharakterizovana v matriqnyh terminah sledu¸wim obrazom. Dlinoæ stroki matricy iz UT(∞, R) nazyvaem nomer stolbca poslednego nenulevogo fflementa v stroke, v sluqae, kogda takogo fflementa ne suwestvuet govorim, qto dlina stroki beskoneqna. Matricu nazyvaem koneqno stroqnoæ, esli dlina l¸boæ ee stroki koneqna. Simvolom UT_r (∞, R) oboznaqim podgruppu vseh a iz UT(∞, R) takih, qto a i a^{−1} – koneqno stroqnye matricy. KaßdaØ stroka takoæ matricy soderßit koneqnoe qislo nenulevyh fflementov. Zametim, qto uslovie koneqnoæ stroqnosti obeih matric a i a^{−1} suwestvenno, t.k. v UT(∞, R) suwestvu¸t matricy, dlØ kotoryh lix~ odna iz pary a, a^{−1} ØvlØetsØ koneqno stroqnoæ. A imenno, pust~ a = (a_{ij}) – matrica, opredelØemaØ usloviØmi

a_{ii} = a_{i,i+1} = 1 dlØ vseh i, i a_{ij} = 0 v ostal~nyh sluqaØh. Legko

videt~, qto matrica a ØvlØetsØ koneqno stroqnoæ, no matrica

a^{−1} net. Znaqit, a ∉ UT_r(∞, R).

Oqevidno, qto podgruppa H soderßitsØ v UT_r (∞, R). Teorema 1. Gruppa UTr (∞, R) poroßdaetsØ string-matricami,

t.e. imeet mesto ravenstvo UT_r (∞, R) = H. Bolee toqno, l¸boæ fflement iz UT_r(∞, R) ØvlØetsØ stringom ili proizvedeniem dvuh stringov.

Dokazatel~stvo. Pust~ g ∈ UTr(∞, R) – nekotoraØ koneqno stroqnaØ matrica. Fiksiruem proizvol~noe natural~noe qislo

n_1 ≥ 1. Pust~ m_1 budet naibol~xeæ iz dlin pervyh n_1 strok

matric g i g^{−1}, a m_2 – naibol~xeæ iz dlin pervyh m_1 strok matric g i g^{−1}. Imeem m_2 ≥ m_1 ≥ n_1. Poloßim n_2 = m_2 + 1.

Pust~ m_3 budet naibol~xeæ iz dlin pervyh n_2 strok matricy g i g^{−1}, a m_4 – naibol~xeæ iz dlin pervyh m_3 strok matric g i g^{−1}. Poloßim n_3 = m_4 + 1. ProdolßaØ proceduru postroeniØ qisel n_i, my odnovremenno poluqim razbienie matric g (i g^{−1}) na bloki, pri fftom na glavnoæ diagonali budut nahoditsØ kvadratnye verhnie unitreugol~nye matricy a_1, a_2, a_3, . . . dlØ matricy g (c_1, c_2, c_3, . . . sootvetstvenno dlØ matricy g^{−1}) razmerov

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC141 n_1 × n_1, (n_2 − n_1) × (n_2 − n_1), (n_3 − n_2) × (n_3 − n_2), . . . . Krome togo,

vse nenulevye fflementy matric g (g^{−1}) raspoloßeny v blokah

a_1, b_1, a_2, b_2, . . . (c_1, d_1, c_2, d_2, . . . ), kak ffto shematiqeski izobraße-

no niße.

g = a_1 b_1 a_2 b_2 a_3 b_3

a_4 ... ... ... ,

g^{−1} = c_1 d_1 c_2 d_2 c_3 d_3

c_4 ... ... ... .

Matricy b_1, d_1 ime¸t razmer n_1 × (n_2 − n_1), matricy b_2, d_2 – razmer (n_2 − n_1) × (n_3 − n_2), i t.d.

Iz postroeniØ sleduet, qto dlØ vseh n imeet mesto ravenstvo

d_n · b_{n+1} = 0. �to vytekaet iz togo, qto v blokah b_k, d_k nenule-

vye fflementy ne poØvlØ¸tsØ v stolbcah s nomerami bol~xe, qem

n_{2k−1}, a v blokah b_{k+1}, d_{k+1} nenulevye fflementy ne poØvlØ¸tsØ

v strokah s nomerami men~xe, qem n_{2k}. Tak kak g · g^{−1} = e, my imeem a_n · d_n + b_n · c_{n+1} = 0 i c_n = a^{−1}_n dlØ vseh n. Sledovatel~no,

a_n · d_n = −b_n · c_{n+1} = −b_n · a^{−1}_{n+1}.

UmnoßaØ obe storony fftogo ravenstva na b_{n+1}, poluqaem

a_n · d_n · b_{n+1} = −b_n · a^{−1}_{n+1} · b_{n+1} = 0.

Postroim teper~ dva stringa u, v takih, qto g = u · v. V razbienii na bloki matricy g zamenØem vse a_1, a_2, . . . ediniqnymi matricami e_{n1} , e_{n2−n1} , . . . , vse b_{2n−1} – nulevymi matricami i vse

b_{2n} – proizvedeniØmi b_{2n} ·a^{−1}_{2n+1}. Poluqim novu¸ string-matricu,

kotoru¸ oboznaqim simvolom u. ZamenØØ v razbienii po blokam matricy g vse b_{2n} nulevymi matricami, poluqim drugu¸ string-

142 V. GOLUBOVSKI matricu v. String-matricy u, v ime¸t sledu¸wiæ vid

u = e e b_2 · a^{−1}_3 e e b_4 · a^{−1}_5 e ... ,

v = a_1 b_1

a_2

a_3 b_3 a_4 ... ... .

Teper~ ispol~zuØ ravenstvo b_n · a^{−1}_{n+1} · b_{n+1} = 0, proverØem, qto

g = u · v, i teorema dokazana.

S ispol~zovaniem stringov legko dokazyvaetsØ takße sledu- ¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Stabil~naØ gruppa UT(R) nad kol~com R ØvlØetsØ

normal~nym delitelem gruppy UT_r (∞, R).

Dokazatel~stvo. L¸boæ fflement iz UT(R) imeet vid u = ( u_1 0 0 e ) , gde u_1 ∈ UT(n, R) pri nekotorom natural~nom n. Pust~

v ∈ UT_r (∞, R) i v^{−1} = (v^′_{ij} ). Oboznaqim n_1 = min {j : v_{ik} = 0 ∀ k > j, 1 ≤ i ≤ n}. Poloßim m = max {n_1, n}. ˚sno, qto moßem predstavit~ u v sle-

du¸wem bloqnom vide ( u_2 0 0 e ) , gde u_2 ∈ UT(m, R). Na samom dele, vse nenulevye kofffficenty matricy u_2 − e_m leßat v levom verhnem uglu razmera n × n. PredstavlØØ v, v^{−1} v tom ße bloqnom vide, poluqaem: v^{−1}uv = ( v^′_1 v^′_2 v^′_3 v^′_4 ) ( u_2 0 0 e ) ( v_1 v_2 v_3 v_4 ) = ( ∗ v^′_1(u_2 − e_m)v_2 0 e ) ,

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC143 Poskol~ku matrica (u_2 − e_m)v_2 oqevidnym obrazom ØvlØetsØ nulevoæ, teorema dokazana.

Simvolom UT_{bc}(∞, R) oboznaqim gruppu vseh matric iz

UT(∞, R), u kotoryh vse nenulevye fflementy nad glavnoæ diago-

nal~¸ nahodØtsØ v koneqnom mnoßestve strok. Analogiqno predyduweæ teoreme dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie. Teorema 3. Gruppa UTbc(∞, R) ØvlØetsØ normal~nym delitelem

unitreugol~noæ gruppy UT(∞, R).

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie UTbc(∞, R) ◁ UT(∞, R) sleduet iz ravenstva v^{−1}wv = ( v^′_1 v^′_2 v^′_3 v^′_4 ) ( w_1 w_2 0 e ) ( v_1 v_2 v_3 v_4 ) = ( ∗ ∗ 0 e ) , gde matricy v ∈ UT(∞, R), w ∈ UT_{bc}(∞, R) razbity na sootvetstvu¸wie bloki.

Otmetim, qto UT_{bc}(∞, R)∩UT_r(∞, R) = UT(R), no obe ffti gruppy ustroeny sovsem po drugomu. Imeem Teorema 4. Gruppa UTbc(∞, R) poroßdaetsØ fflementarnymi

transvekciØmi i soprØßennymi s nimi fflementami. Klass soprØßennosti proizvol~nogo netrivial~nogo fflementa iz UT_{bc}(∞, R) soderßit netrivial~nu¸ fflementarnu¸ transvekci¸.

Dokazatel~stvo. L¸baØ matrica a iz UTbc(∞, R) zapisyvaetsØ v vide a = a_n·a_{n−1} ·. . . a_1, gde matrica a_k ot ediniqnoæ otliqaetsØ tol~ko k-oæ strokoæ, kotoraØ takaØ ße, kak u matricy a. Pust~

a_1 =

1 a_{12} a_{13} a_{14} . . . 0 1 0 0 . . . 0 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

b_1 =

1 0 0 0 . . . 0 1 a_{13} a_{14} . . . 0 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

144 V. GOLUBOVSKI Togda a_1 = (t_{12}(1 − a_{12}))^{−1} · b^{−1}_1 · t_{12}(1) · b_1. Analogiqno moßno predstavit~ matricy a_2, a_3, . . . , a_n, otkuda sleduet pervaØ qast~ teoremy. Matricu a ∈ UT_{bc}(∞, R) moßno predstavit~ v vide a = ( b c 0 e )

tak, qtoby b ≠ e_n. Poloßim h = ( e_n u 0 e ) , k = ( v 0 0 e ) , i pust~ a_1 = aha^{−1}h^{−1}, a_2 = a_1ka^{−1}_1 k^{−1}. Togda

a_2 = ( e_n w 0 e ) , i w = u(e_n − b)(v − e_n). Legko videt~, qto matricy u i v moßno podobrat~ tak, qtoby u matricy w byl tol~ko odin nenulevoæ fflement. DlØ fftogo dostatoqno vybrat~ matricy u, v tol~ko s odnom nenulevym fflementom.

Kak sledstvie poluqaem sledu¸wee

Predloßenie 3. DlØ l¸boæ normal~noæ podgruppy H gruppy

UT_{bc}(∞, R), soderßaweæ UT(R), imeem H = UT_{bc}(∞, R).

�to znaqit, qto netrivial~nye normal~nye podgruppy gruppy UT_{bc}(∞, R) ne soderßat celikom podgruppy UT(R).

3. Podgruppy, zadavaemye rostami

V fftom paragrafe napomnim snaqala osnovnye opredeleniØ i rezul~taty iz [20]. Pust~ N – mnoßestvo natural~nyh qisel s estestvennym porØdkom. My rasxirØem fftot porØdok na mnoßestvo N_∞ = N ∪ {∞}, poloßiv n < ∞ dlØ vseh n ∈ N. Mnoßestvo P (N) vseh funkciæ f : N_∞ → N_∞ ØvlØetsØ polugruppoæ otnositel~no sloßeniØ. Pust~ Ω_∞ – podmnoßestvo teh funkciæ

f ∈ P (N), dlØ kotoryh f(n + 1) ≥ f(n) > n pri vseh n ∈ N i f(∞) = ∞. ˚sno, qto Ω_∞ – podpolugruppa bez edinicy v P (N).

Kak obyqno, f < g oboznaqaet, qto f(n) < g(n) dlØ vseh natural~nyh n.

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC145 Vvodim na mnoßestve Ω_∞ qastiqnyæ porØdok ≺, polagaØ dlØ l¸byh f, g ∈ Ω_∞, qto sootnoxenie f ≺ g vypolneno togda i tol~- ko togda, kogda suwestvuet n_0 ∈ N takoe, qto dlØ vseh n > n_0 : f(n) < g(n). Simvolom f^k oboznaqim k-kratnu¸ superpozici¸ funkcii f na sebØ. Poloßim f ≪ g, esli f^k ≺ g dlØ vseh k ∈ N, i pust~ M (f) = {h ∈ Ω_∞ : f ≪ h}. Opredelim otnoxenie ffkvivalentnosti ∼ na mnoßestve Ω_∞, polagaØ

f ∼ g togda i tol~ko togda, kogda M (f) = M (g).

�to otnoxenie ffkvivalentnosti moßno opredelit~, ispol~zuØ porØdok ≺ sledu¸wim obrazom.

Predloßenie 4. f ∼ g togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet

k ∈ N takoe, qto f ≺ g^k i g ≺ f^k .

Klassy ffkvivalentnosti ∼ nazovem rostami funkciæ iz P (N). Mnoßestvo vseh rostov oboznaqim Ω^⋆. My vydelØem dve special~nye funkcii, prinadleßawie Ω_∞:

f_∞(n) = ∞ i f_0(n) = n + 1, n ∈ N,

i sootvetstvu¸wie im rosty oboznaqim ω_∞ = [f_∞] i ω_0 = [f_0]. ˚sno, qto f ∈ ω_∞ togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet n ∈ N takoe, qto f(n) = ∞, g ∈ ω_0 tol~ko togda, kogda suwestvuet d ∈ N takoe, qto g(n) ≤ n + d dlØ vseh n ∈ N.

Na mnoßestve rostov Ω^⋆ opredelim qastiqnyæ porØdok, polagaØ ω_1 ≤ ω_2 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda M (f) ⊇ M (g) dlØ nekotoryh f ∈ ω_1, g ∈ ω_2. ˚sno, qto dlØ vseh ω ∈ Ω^⋆ vypolneny neravenstva ω_0 ≤ ω ≤ ω_∞, t.e. ω_0 ØvlØetsØ naimen~xim, a ω_∞ naibol~xim fflementom qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva Ω^⋆.

S pomow~¸ rostov ω_1 = [f] i ω_2 = [g] moßno opredelit~ dva novyh rosta:

ω_1 ∨ ω_2 = [max{f, g}],

ω_1 ∧ ω_2 = [min{f, g}].

Oqevidno, qto ω_1 ∨ ω_2 ≥ ω_1, ω_2 i ω_1 ∧ ω_2 ≤ ω_1, ω_2. Imeem

146 V. GOLUBOVSKI

Lemma 1. Esli ω3 > ω1 ∧ ω2, to ω3 > ω1 ili ω3 > ω2. Esli ω4 <

ω_1 ∨ ω_2, to ω_4 < ω_1 ili ω_4 < ω_2.

Osnovnye svoæstva qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva Ω^⋆ opisyvaet sledu¸waØ

Teorema 5. Mnoßestvo Ω^⋆ s deæstviØmi ω1∨ω2 i ω1∧ω2 ØvlØetsØ

distributivnoæ polnoæ rexetkoæ, kotoraØ plotna.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßno naæti v [20]. Otmetim, qto Ω^⋆ ne ØvlØetsØ bulevoæ algebroæ.

Pust~ a ∈ UT(∞, R). Govorim, qto funkciØ f ∈ P (N) ograniqivaet matricu a, esli a_{nm} = 0 dlØ vseh m > f(n). Na samom dele, moßno predpoloßit~, qto f ∈ Ω_∞ i ØvlØetsØ naimen~xeæ vozmoßnoæ. Dostatoqno poloßit~ f(1) = m, gde m =

max(2, max(n : a_{1n} ≠ 0)), ili f(1) = ∞, esli takogo m net. Polo-

ßim f(n + 1) = max(n + 2, f(n), m), gde m = max(k : a_{nk} ≠ 0), ili

f(n + 1) = ∞, esli takoe m ne suwestvuet.

DlØ ω ∈ Ω^⋆, oboznaqim qerez UT(ω) mnoßestvo vseh matric

a ∈ UT(∞, R) takih, qto a i a^{−1} ograniqeny sootvetstvenno ne-

kotorymi funkciØmi f_1, f_2 ∈ ω. Oboznaqim qerez UT(^ω) mnoßestvo vseh matric a ∈ UT(∞, R) takih, qto a i a^{−1} ograniqeny sootvetstvenno nekotorymi funkciØmi f_1, f_2 takimi, qto f_1 ≪ g,

f_2 ≪ g dlØ nekotorogo g ∈ ω.

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 6. Mnoßestva UT(ω) i UT(^ω) ØvlØ¸tsØ podgruppami

gruppy UT(∞, R).

Iz teorem 1 i 2 sleduet

Teorema 7. Esli a ∈ UT(ω) ∩ UTr(∞, R), to a = s ili a = s1 · s2,

gde s, s_1, s_2 ØvlØ¸tsØ stringami i s, s_1, s_2 ∈ UT(ω).

Analogiqnoe utverßdenie verno i dlØ gruppy UT(^ω). Mnogie svoæstva grupp, zadavaemyh rostami, vyteka¸t iz sledu¸wego rezul~tata.

Teorema 8. Rexetki {UT(ω) : ω ∈ Ω^⋆}, {UT(^ω) : ω ∈ Ω^⋆} podgrupp

gruppy UT(∞, R) izomorfny rexetke rostov Ω^⋆.

Teorema 9. Esli Y — podmnoßestvo gruppy UT(∞, R), to su-

westvuet naimen~xaØ ω ∈ Ω^⋆ takaØ, qto Y ⊂ UT(ω).

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC147

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Y = {yα}α∈I zamknuto otnositel~no vzØtiØ obratnogo fflementa. Togda moßno postroit~ semeæstvo funkciæ {f_α}_{α∈I} , ograniqiva¸wih vse matricy

y_α. Postroim teper~ funkci¸ f sledu¸wim obrazom. Pust~ f(n) = max_α{f_α(n)}. Oqevidno, qto f ∈ Ω_∞. Iz postroeniØ sle-

duet, qto [f] ØvlØetsØ verhneæ maßorantoæ semeæstva {y_α}_{α∈I}, i togda Y ⊂ UT([f]).

4. Seti idealov i setevye podgruppy

Sistema σ = (σ_{ij}) (i, j ∈ N) dvustoronnih idealov σ_{ij} kol~ca R nazyvaetsØ set~¸, esli σ_{ir} · σ_{rj} ⊆ σ_{ij} dlØ vseh i, j, r ∈ N. Set~ σ netrivial~na, esli σ_{ij} ≠ 0 dlØ hotØ by odnoæ pary indeksov (i, j). Esli σ i τ – seti, sistema idealov σ∩τ = (σ_{ij} ∩τ_{ij}) toße ØvlØetsØ set~¸. Otnoxenie σ ≤ τ , opredelennoe usloviem

σ_{ij} ⊆ τ_{ij} dlØ vseh i, j ∈ N, zadaet qastiqnyæ porØdok na mnoßestve

vseh seteæ v kol~ce R. My ograniqimsØ rassmotreniem tol~ko verhnih seteæ, dlØ kotoryh σ_{ij} trivialen pri i ≥ j.

Pust~ G(σ) oboznaqaet mnoßestvo vseh matric a ∈ UT(∞, R) takih, qto a_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh i < j. Tak kak σ – set~, to G(σ) zamknuto otnositel~no umnoßeniØ matric.

Na samom dele, my moßem dokazat~ bol~xe.

Predloßenie 5. Esli σ – set~, to G(σ) – podgruppa gruppy UT(∞, R). Dokazatel~stvo. Dostatoqno ubedit~sØ, qto iz a ∈ G(σ) sleduet a^{−1} = (a^′_{ij}) ∈ G(σ). Tak kak a^{−1} ·a = e, my imeem a^′_{i,i+1}+a_{i,i+1} = 0, i ffto znaqit, qto a^′_{i,i+1} ∈ σ_{i,i+1}. Iz ravenstva a^′_{i,j+1} = −a^′_{i,2}a_{2j} −

· · · − a^′_{i,j−1}a_{j−1,j} − a_{i,j} indukcieæ po j poluqaem a^′_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ

vseh i < j.

Pust~ E(σ) – podgruppa gruppy UT(∞, R), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi t_{ij}(α_{ij}) = e + α_{ij}e_{(ij)} takimi, qto α_{ij} ∈ σ_{ij}. Otobraßenie σ → G(σ) ØvlØetsØ biekcieæ, priqem σ ∩ τ → G(σ ∩ τ ) = G(σ) ∩ G(τ ) (analogiqnyæ fakt veren dlØ pereseqeniØ l¸bogo semeæstva seteæ).

Predloßenie 6. Esli H – podgruppa UT(∞, R), to suwestvu¸t

seti σ ≥ τ takie, qto E(σ) ≤ H ≤ G(τ ).

148 V. GOLUBOVSKI

Dokazatel~stvo. Set~ τ moßno vzØt~ naimen~xeæ vozmoßnoæ, kak pereseqenie vseh seteæ ρ takih, qto H ⊂ G(ρ). Set~ σ moßno vzØt~ naibol~xeæ vozmoßnoæ (kak prØmoæ predel koneqnomernyh seteæ).

My imeem sledu¸wee

Predloßenie 7. Rexetka seteæ idealov kol~ca R, indeksirovan-

nyh natural~nymi qislami N, izomorfna rexetke setevyh podgrupp gruppy UT(∞, R).

Ne vse podgruppy UT(∞, R) setevye.

Primer 1. Pust~ G = {e, a, a^{−1}}, gde matrica a = (aij) opredelena usloviØmi: a_{ii} = a_{i,i+1} = 1 dlØ vseh i ∈ N, i a_{ij} = 0 v ostal~nyh sluqaØh. ˚sno, qto G – podgruppa gruppy UT(∞, Z), kotoraØ ne ØvlØetsØ setevoæ podgruppoæ. Bolee togo, naimen~xeæ setevoæ podgruppoæ UT(∞, Z), soderßaweæ G, ØvlØetsØ vsØ UT(∞, Z), naibol~xeæ podgruppoæ E(τ ), soderßaweæsØ v G, ØvlØetsØ trivial~naØ podgruppa {e}.

Interesen vopros, dlØ kakih seteæ σ setevaØ podgruppa G(σ) abeleva. My privedem primer maksimal~nyh abelevyh setevyh podgrupp.

Primer 2. Pust~ i0 ∈ N, a set~ σ udovletvorØet usloviØm:

σ_{kl} = R esli k ≤ i_0, l > i_0 i σ_{kl} = 0 v ostal~nyh sluqaØh. Legko

proverit~, qto G(σ) – maksimal~naØ abeleva podgruppa (sm. [24, 18] dlØ grupp Makleæna).

Set~ σ nazyvaetsØ normal~noæ, esli dlØ vseh i < r < j,

i, j, r ∈ N, vypolnØ¸tsØ ravenstva: σ_{ir} ⊆ σ_{ij} i σ_{rj} ⊆ σ_{ij}. Esli

σ – normal~naØ set~, to legko videt~, qto dlØ g ∈ G(σ) i

v ∈ UT_f (∞, R) imeem v·g·v^{−1} ∈ G(σ). Svoæstvo seti idealov “byt~

normal~noæ” invariantno otnositel~no deæstviæ v rexetke seteæ. Takim obrazom, poluqaem sledu¸wee utverßdenie, kotoroe dokazyvaetsØ tak ße, kak sootvetstvu¸wiæ rezul~tat dlØ grupp Makleæna [18].

Teorema 10. Pust~ R – associativnoe kol~co s 1. Esli σ – nor-

mal~naØ set~, to G(σ) – normal~naØ podgruppa UT(∞, R). Setevye podgruppy G(σ), sootvetstvu¸wie normal~nym setØm, opredelØ- ¸t podrexetku Λ rexetki vseh normal~nyh podgrupp v UT(∞, R).

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC149 Otmetim zdes~, qto esli kol~co R imeet beskoneqnu¸ rexetku dvustoronnih idealov, to rexetka Λ nesqetnaØ.

5. Neubyva¸wie funkcii i normal~nye podgruppy

Pust~ R = K – telo (ili prostoe kol~co). Pust~ M F (∞) – mnoßestvo vseh neubyva¸wih funkciæ f : N → N ∪ {∞} (t.e. iz

x < y sleduet f(x) ≤ f(y)). DlØ proizvol~noæ gruppy G(σ) (σ

– normal~naØ set~) opredelØem funkci¸ f_σ ∈ M F (∞) sledu¸- wim obrazom: f_σ (i) = minimal~noe j takoe, qto σ_{ij} ≠ 0, i ∞ v protivnom sluqae. FunkciØ f_σ korrektno opredelena, tak kak normal~nye seti ime¸t svoæstvo: esli σ_{ij} = K, to dlØ vseh r > i,

s > j imeem σ_{rs} = K.

Lemma 2. Esli σ – normal~naØ set~, to fσ ∈ M F (∞).

Mnoßestvo M F (∞) ØvlØetsØ rexetkoæ s operaciØmi

(f_σ ∧ f_τ )(i) = max{f_σ(i), f_τ (i)},

(f_σ ∨ f_τ )(i) = min{f_σ(i), f_τ (i)}.

Funkcii f_{max}(i) = i + 1 i f_{min} (i) = ∞ dlØ vseh i otveqa¸t gruppam UT(∞, K) i {e} sootvetstvenno. ˚sno, qto f_{min} ≤ f_σ ≤

f_{max} dlØ vseh f_σ iz M F (∞). My imeem takße G(σ)∩G(τ ) → f_σ ∧f_τ i G(σ · τ ) → f_σ ∨ f_τ . Izvestnyæ rezul~tat Uir utverßdaet, qto normal~nye podgruppy UT_n(K) ØvlØ¸tsØ podgruppami, sootvetstvu¸wimi neubyva¸wim funkciØm, kotorye opredeleny funkciØmi, ograniqiva¸wimi nenulevye fflementy matric ([26, teorema 4)]. Zdes~ my formuliruem obobwenie fftogo rezul~tata (dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3 iz [18]).

Teorema 11. Esli K – telo (ili prostoe kol~co), to sootvet-

stvie G(σ) → f_σ opredelØet rexetoqnyæ izomorfizm rexetki

Λ = {G(σ) ⊂ UT(∞, K) : σ – normal~naØ set~}

i rexetki M F (∞).

Oqevidno, qto esli σ – normal~naØ set~ kol~ca R, to pereseqenie podgrupp UT_{bc}(∞, R) ∩ G(σ) – normal~naØ podgruppa v UT(∞, R). Takim obrazom, poluqaem bol~xoe semeæstvo normal~nyh podgrupp v UT(∞, R).

150 V. GOLUBOVSKI

6. Gruppa kvazidiagonal~nyh matric

Budem nazyvat~ beskoneqnoe proizvedenie t = ∏_∞ i=1 t_i fflemen-

tarnyh transvekciæ t_i obobwennoæ transvekcieæ, esli suwestvuet posledovatel~nost~ {n_i} (n_i > 1) natural~nyh qisel takaØ, qto dlØ kaßdoæ transvekcii t_i = t_{ki,li} (α) vypolnØetsØ uslovie

n_1 + . . . + n_{i−1} < k_i < l_i ≤ n_1 + . . . + n_i.

Inymi slovami, t = ∏_∞ i=1 t_i ∈ ∏_∞ i=1 UT(n_i, R) < UT(∞, R), i vse t_i soderßatsØ v sootvetstvu¸wih blokah UT(n_i, R) po glavnoæ

diagonali.

Matrica a ∈ UT(∞, R) nazyvaetsØ n-kvazidiagonal~noæ, esli

a_{ij} = 0 dlØ vseh i, j takih, qto j − i > n, i a_{i,i+n} ≠ 0 dlØ ho-

tØ by odnogo indeksa i. My govorim, qto a kvazidiagonal~na (ili obobwenno Økobieva ili koneqnoæ xiriny ili lentoqnaØ), esli a n-kvazidiagonal~na dlØ nekotorogo n. Vse matricy a iz

UT(∞, R) takie, qto a i a^{−1} kvazidiagonal~ny, obrazu¸t pod-

gruppu UT_b(∞, R). �ta podgruppa sovpadaet s naimen~xeæ gruppoæ UT(ω_0), opredelennoæ rostami.

Teorema 12. Podgruppa UTb(∞, R) kvazidiagonal~nyh matric v

UT(∞, R) soderßit stabil~nu¸ unitreugol~nu¸ gruppu UT(R). Esli R soderßit Zv kaqestve podkol~ca, to UT_b(∞, R) soderßit svobodnu¸ podgruppu sqetnogo ranga.

Dokazatel~stvo. Naimen~xiæ fflement ω0 ∈ Ω^⋆ soderßit vse funkcii vida f_d(n) = n + d, gde d – fiksirovannoe natural~noe qislo. Tak kak l¸baØ matrica iz UT(R) ograniqena funkcieæ f_d dlØ nekotorogo d, to UT(R) soderßitsØ v UT_b(∞, R).

V rabote [19] pokazano, qto dve beskoneqnye matricy

c = diag (t_{12}(1), t_{12}(1), . . . ) i d = diag (1, t_{12}(1), t_{12}(1), . . . ),

gde t_{12}(1) – fflementarnaØ transvekciØ, poroßda¸t svobodnu¸ podgruppu ranga 2 v gruppe UT(∞, Z). DlØ p > 2 oni poroßda¸t v gruppe UT(∞, K), gde K – pole iz p fflementov, svobodnoe proizvedenie dvuh cikliqeskih podgrupp porØdka p, kotoroe toße soderßit necikliqesku¸ svobodnu¸ podgruppu [23]. Dostatoqno rassmotret~ podgruppu, poroßdennu¸ matricami x = c(cd)c^{−1},

y = dc(cd)c^{−1}d^{−1}. DlØ p = 2 primery matric poroßda¸wih svo-

bodnu¸ podgruppu moßno naæti v [4]. Kak izvestno [23], kommutant svobodnoæ gruppy ranga 2 ØvlØetsØ svobodnoæ gruppoæ sqetnogo ranga.

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC151

Teorema 13. Gruppa UTb(∞, R) poroßdaetsØ 1-kvazidiagonal~-

nymi obobwennymi transvekciØmi.

Dokazatel~stvo. L¸baØ matrica iz UTb(∞, R) ØvlØetsØ stringom ili proizvedeniem dvuh stringov, kotorye toße kvazidiagonal~ny po teoreme 7. Teper~ rezul~tat vytekaet iz svoæstv unitreugol~nyh matric.

Oboznaqim simvolom UT^k(∞, R) mnoßestvo vseh matric iz

UT(∞, R) s k − 1 nulevymi diagonalØmi vyxe glavnoæ. Pust~ UT^k_b (∞, R) = UT^k(∞, R) ∩ UT_b(∞, R). Spravedlivo sledu¸wee

Sledstvie 1. Imeem ravenstvo γn(UTb(∞, R)) = UT^n_b (∞, R).

Otmetim, qto v obwem sluqae verno tol~ko vkl¸qenie

γ_n(UT(∞, R)) ≤ UT^n(∞, R).

IzvestnaØ teorema Gamil~tona–Kffli utverßdaet, qto l¸baØ koneqnomernaØ matrica ØvlØetsØ kornem svoego harakteristiqeskogo mnogoqlena. Oqevidno, qto fftot rezul~tat ne imeet beskoneqnomernogo analoga. S drugoæ storony, dlØ kvazidiagonal~- nyh matric my moßem dokazat~

Predloßenie 8. Esli K – koneqnoe pole i string a soderßitsØ

v gruppe UT_b(∞, K), to suwestvuet netrivial~nyæ mnogoqlen f ∈ K[x] takoæ, qto f(a) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ a =^∏ ai ØvlØetsØ d-kvazidiagonal~nym stringom. Togda kaßdyæ mnoßitel~ a_i ØvlØetsØ c × c-matriceæ pri nekotorom c ≤ d. Sledovatel~no a_i ØvlØetsØ kornem nekotorogo mnogoqlena f_i ∈ K[x] stepeni ≤ c^2. Pust~ f – proizvedenie vseh polinomov stepeni ≤ d iz K[x] (qislo takih polinomov koneqno). Togda f(a_i) = 0, i znaqit f(a) = 0.

7. Algebra strogo verhnetreugol~nyh matric

V nastoØwem paragrafe my rassmatrivaem tol~ko kommutativnye kol~ca R. BeskoneqnaØ N×N matrica a nazyvaetsØ strogo verhnetreugol~noæ, esli a_{ij} = 0 dlØ vseh i ≥ j. Mnoßestvo vseh strogo verhnetreugol~nyh matric UT (∞, R) ØvlØetsØ associativnoæ R−algebroæ s obyqnym sloßeniem i umnoßeniem. Pust~

UT_r(∞, R) oboznaqaet ee podalgebru koneqno-stroqnyh matric.

Analogiqno sluqa¸ gruppy vvodim ponØtie stringa.

152 V. GOLUBOVSKI

Govorim, qto a ∈ UT (∞, R) ØvlØetsØ string-matriceæ, ili prosto stringom, esli suwestvuet beskoneqnaØ posledovatel~- nost~ {n_i} natural~nyh qisel takaØ, qto a ∈ ∏_∞ i=1 UT (n_i, R). Zna-

qit, a ØvlØetsØ obyqnoæ bloqno-diagonal~noæ verhnetreugol~- noæ matriceæ s nulØmi na glavnoæ diagonali.

Teorema 14. Algebra UTr(∞, R) poroßdaetsØ stringami.

Dokazatel~stvo. Esli a ∈ UT (∞, R), to e + a ∈ UT(∞, R). Po teoreme 1 my moßem predstavit~ e + a kak proizvedenie dvuh stringov e + a = (e + b)(e + c). Ots¸da a = b + c + bc, gde b, c – stringi, i UT (∞, R) poroßdaetsØ kak algebra stringami.

Esli a kvazidiagonal~na, to a = b + c + bc, gde b, c – toße kvazidiagonal~nye stringi. L¸boæ kvazidiagonal~nyæ string nil~potenten, ots¸da poluqaem takoe utverßdenie.

Teorema 15. Algebra UTb(∞, R) poroßdaetsØ nil~potentnymi

fflementami.

˚sno, qto v algebre UT (∞, R) toße moßno opredelit~ podalgebry UT (ω), svØzannye s rostami. DlØ nih verny analogiqnye rezul~taty kak i v sluqae grupp. Dokazatel~stva trebu¸t lix~ nebol~xih izmeneniæ.

8. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

1) Poluqennye rezul~taty o gruppe UT(∞, R) mogut byt~ obobweny na sluqaæ gruppy beskoneqnyh koneqno stolbcovyh obratimyh matric GL_c(∞, R) dlØ nekotoryh klassov kolec R (sm. [21]).

2) Iz teoremy 12 sleduet, qto gruppa UT(∞, F ), dlØ koneqnogo polØ F , soderßit svobodnu¸ podgruppu sqetnogo ranga. No s drugoæ storony, izvestno qto gruppa vseh podstanovok natural~nyh qisel soderßit svobodnu¸ podgruppu ranga 2^{ℵ0} [10] i ØvlØetsØ podgruppoæ GL_c(∞, R). Verno li, qto UT(∞, F ) toße soderßit svobodnu¸ podgruppu ranga 2^{ℵ0}?

3) Gudffrl, Menal~ i Monkazi [12] pokazali, qto l¸baØ sqetnomernaØ algebra nad polem K pogrußaetsØ v algebru beskoneqnyh koneqno-stolbcovyh i koneqno-stroqnyh N × N matric nad K. Interesno naæti opisanie teh algebr, kotorye pogrußa¸tsØ v UT_r(∞, K).

PODGRUPPY BESKONEQNYH UNITREUGOL^NYH MATRIC153 4) Naxi rezul~taty mogut byt~ obobweny i na sluqaæ algebr Li beskoneqnyh treugol~nyh matric s nulØmi na glavnoæ diagonali. V qastnosti, moßno opredelit~ semeæstvo podalgebr, svØzannyh s rostami, analogiqno associativnomu sluqa¸.

Literatura

1. R. I. Grigorquk, V. V. Nekraxeviq, V. I. Suwanskiæ, Avtomaty, di-

namiqeskie sistemy i gruppy. — Trudy Mat. Instituta im. Steklova 231 (2000), 134–214.

2. M. I. Kargapolov, ı. I. MerzlØkov, Osnovy teorii grupp. — 3-e izd.

Nauka, Moskva (1982).

3. ı. G. Leonov, Predstavlenie rezidual~no koneqnyh 2-grupp beskoneqny-

mi unitreugol~nymi matricami nad polem iz dvuh fflementov. — Mat.

StudiØ (Lviv) 22 (2003), No. 2, 134–140.

4. A. S. Oliænik, V. I. Suwanskiæ, SvobodnaØ gruppa beskoneqnyh uni-

treugol~nyh matric. — Mat. zametki 67 (2000), No. 3–4, 320–324.

5. P. P. Pavlov, Silovskie p-podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad pro-

stym polem harakteristiki p. — Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. 16 (1952), 437–458.

6. D. K. Biss, A presentation for the unipotent group over F2. — Comm. Algebra 26 (1998), No. 9, 2971–2975.

7. D. K. Biss, S. Dasgupta, A presentation for the unipotent group over rings with

identity. — J. Algebra 237 (2001), No. 2, 691–707.

8. R. Camina, Some natural subgroups of the Nottingham group, — J. Algebra 196 (1997), 101–113.

9. R. G. Cooke, Infinite Matrices and Sequence Spaces. Macmillan & Co., Ltd.,

London (1950).

10. J. D. Dixon, B. Mortimer, Permutation groups. — Springer-Verlag, New York

(1996).

11. P. Galanopoulos, A. G. Sisakis, Hausdorff matrices and composition operators.

— Illinois J. Math. 45 (3) (2001), 757–773.

12. K. R. Goodearl, P. Menal, J. Moncasi, Free and residually Artinian regular rings.

— J. Algebra 156, No. 2 (1993), 407–432.

13. F. Hausdorff, Summationsmethoden und Momentfolgen. I. — Math. Zeitschrift 9 (1921), 74–109.

14. W. Hołubowski, Subgroups of infinite triangular matrices containing diagonal

matrices. — Publ. Math. Debrecen 59 (2001), No. 1–2, 45–50.

15. W. Hołubowski, Most finitely generated subgroups of infinite unitriangular ma-

trices are free. Bull. Austral. Math. Soc. 66 (2002), 419–423.

16. W. Hołubowski, Parabolic subgroups of Vershik-Kerov’s group. — Proc. Amer.

Math. Soc. 130, (2002), 2579–2582.

17. W. Hołubowski, An inverse matrix of an upper triangular matrix can be lower

triangular. — Discuss. Math. Gen. Algebra Appl. 22 (2002), No. 2, 161–166.

18. W. Hołubowski, A normal structure of McLain groups. — Ann. Univ. Sci. Bu-

dapest. Eotvos Sect. Math. 45 (2002), 171–177 (2003).

154 V. GOLUBOVSKI 19. W. Hołubowski, Free subgroups of the group of infinite unitriangular matrices.

— Internat. J. Algebra Comput. 13 (2003), No. 1, 81–86.

20. W. Hołubowski, A new measure of growth for groups and algebras (submitted.) 21. W. Hołubowski, N. A. Vavilov, Infinite general linear group (in preparation). 22. V. M. Levchuk, Chevalley groups and their unipotent subgroups. — Contemp.

Math. 131 (1989), 227–242.

23. W. Magnus, A. Karrass, D. Solitar, Combinatorial group theory. Interscience,

New York (1966).

24. D. H. McLain, A characteristically simple group. — Math. Proc. Camb. Phil.

Soc. 50 (1954), 641–642.

25. R. Steinberg, Lectures on Chevalley groups. Yale Univ. Press, Yale (1967). 26. A. J. Weir, Sylow p-subgroups of the general linear group over finite fields of

characteristic p. — Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955), 454–464.

Hołubowski W. Subgroups of unitriangular groups of infinite matrices. We show, that for any associative ring R, the subgroup UT_r(∞, R) of row finite matrices in UT(∞, R), the group of all infinite dimensional (indexed by N) upper unitriangular matrices over R, is generated by strings (block-diagonal matrices with finite blocks along the main diagonal). This allows us to define a large family of subgroups of UT_r (∞, R) associated to some growth functions. The smallest subgroup in this family, called the group of banded matrices, is generated by 1-banded simultaneous elementary transvections (a slight generalization of the usual notion of elementary transvections). We introduce a notion of net subgroups and characterize the normal net subgroups of UT(∞, R).

Postupilo 13 noØbrØ 2006 g.

Institut Matematiki Politehnika Xlœnska, Glivice, Pol~xa

E-mail: w.holubowski@polsl.pl