Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

S. V. Vostokov, A. N. Zinov~ev

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII FORMAL^NO` GRUPPY V MALOM VETVLENII

1^∘. Rassmatrivaem odnoparametriqesku¸ formal~nu¸ gruppu F (x, y) koneqnoæ vysoty h nad kol~com celyh O_K lokal~nogo polØ K indeksa vetvleniØ e_0. Pust~ [p]_F (X) ∈ pX + O_K [[X]]X^2 – ffndomorfizm umnoßeniØ na p formal~noæ gruppy F , i L – rasxirenie polØ K, soderßawee vse korni izogenii [p^n]_F (X). Sqitaem, qto e = e(L/Q_p) – indeks vetvleniØ polØ L i v = v_L – normirovanie v pole L. Oboznaqim qerez π i Π prostye fflementy poleæ K i L sootvetstvenno. Naxa cel~ – izuqit~ Z_p-modul~ Ker[p^n]_F , a takße arifmetiku formal~nogo modulØ, postroennogo na maksimal~nom ideale M_L polØ L.

2^∘. Iz opredeleniØ vysoty formal~noæ gruppy sleduet, qto

[p]_F (X) ≡ cX^{ph} mod (π, deg(p^h + 1)), c ∈ O^∗_K .

Pofftomu, ispol~zuØ podgotovitel~nu¸ lemmu Veæerxtrassa, rØd [p]_F (X) moßno perepisat~ v vide:

[p]_F (X) = ~[p]_F (X) · ε(X),

gde ε(X) ∈ 1 + XO_K [[X]], a ~[p]_F (X) – mnogoqlen stepeni p^h, toqnee

~[p]_F (X) = pc_0X + πα1 c_1Xp^{m1} + · · · + παk c_kXp + c_hXp^h , (1)

gde c_i := c_i(X), 0 6 i 6 k – mnogoqleny nad O_K , stepeneæ men~xih p^{mi+1} −p^{mi} sootvetstvenno, s obratimym svobodnym qlenom v O_K , a c_h ∈ O^∗_K (my pixem m_0 := 0, m_{k+1} := h). ˚sno, qto vse korni rØda [p]_F (X) sovpada¸t s kornØmi mnogoqlena ~[p]_F (X).

Poloßim α_0 := e_0 6 p, α_{k+1} := 0. Togda imeem:

α_{k+1} < α_k < α_{k−1} < · · · < α_1 < α_0.

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 04-01-00082a i 06-01- 00741a i granta INTAS 05-1000008-8118I. 125

126 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV Pust~ h_i := m_i − m_{i−1}, 1 6 i 6 k + 1, q_i = p^{hi} (zdes~ h_{k+1} = h − m_k, m_{k+1} = h). ˚sno, qto h_1 + h_2 + · · · + h_{k+1} = h.

Poloßim, dalee,

e^{(i)}_∗ := e e_0

(α_{i−1} − α_i)/(p^{mi} − p^{mi}�^1 ), 1 6 i 6 k + 1.

Lemma 1. Esli e0 6 p, to

e^{(1)}_∗ > e^{(2)}_∗ > · · · > e^{(k+1)}_∗ .

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto

e^{(i)}_∗ > e^{(i+1)}_∗ ⇐= p^{mi+1} − p^{mi} p^{mi} − p^{mi}�^1 > α_i − α_{i+1} α_{i−1} − α_i . Netrudno videt~, dalee, qto levaØ qast~ bol~xe p−1; s drugoæ storony, pri uslovii e_0 6 p, pravaØ qast~ budet men~xe p − 1. �

Lemma 2. Pust~ z – nenulevoæ koren~ izogenii [p]F (X) (a, znaqit,

i mnogoqlena ~[p]_F (X)) v pole L. Togda

v(z) = e^{(i)}_∗ pri nekotorom i : 1 6 i 6 k + 1 (predpolagaem, qto h > 2 i e_0 6 p).

Pri h = 1 imeem v(z) = e p − 1 . (∗) Dokazatel~stvo. Iz vida mnogoqlena^~[p]_F (X) (sm. (1)) sleduet,

qto koren~ z fftogo uravneniØ dolßen udovletvorØt~ uslovi¸ v(π^{αj} z^{pmj} ) = v(π^{αi} z^{pmi} ) (2) pri nekotoryh j < i.

1) Pust~ sperva j = i − 1. Togda iz ravenstva (2) sleduet, qto v(z) = e^{(i)}_∗ . Ostalos~ proverit~, qto v ostal~nyh uzlah normirovanie bol~xe, t.e., esli j ≠ i − 1, i, to v(π^{αj} z^{pmj} ) > v(π^{αi} z^{pmi} ) (3)

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII 127 pri v(z) = e^{(i)}_∗ .

a) j > i. Togda (3) ravnosil~no e e_0 α_j + p^{mj} e^{(i)}_∗ > e e_0 α_i + p^{mi} e^{(i)}_∗ ⇐⇒ p^{mj} − p^{mi} p^{mi} − p^{mi}�^1 > α_i − α_j α_{i−1} − α_i . (4)

LevaØ qast~, kak netrudno videt~, bol~xe p − 1, t.k. m_j > m_i + 1. DlØ pravoæ qasti imeem α_i − α_j α_{i−1} − α_i 6 e_0 − 1

1 6 p − 1, esli e0 6 p.

Ots¸da sleduet (4).

b) j < i − 1. Togda (3) ravnosil~no neravenstvu p^{mi} − p^{mj} p^{mi} − p^{mi}�^1 < α_j − α_i α_{i−1} − α_i ili, qto to ße samoe p^{mi}�^1 − p^{mj} p^{mi} − p^{mi}�^1 < α_j − α_{i−1} α_{i−1} − α_i . (5)

Pri fftom α_j − α_{i−1} α_{i−1} − α_i > 1 e_0 − 1 > 1 p − 1 . S drugoæ storony p^{mi}�^1 − p^{mj} p^{mi} − p^{mi}�^1 < p^{mi}�^1 − 1 p^{mi}�^{1 +1} − p^{mi}�^1 = p^{mi}�^1 − 1 p^{mi}�^1 (p − 1) < 1 p − 1 , i my poluqili (5).

Itak, my dokazali, qto esli (2) vypolneno dlØ j = i−1, to vse qleny ravenstva ~[p]_F (z) = 0, krome π^{αi}�^1 c^{(0)}_{i−1}z^{pmi}�^1 i π^{αi} c^{(0)}_i z^{pmi} ime¸t normirovaniØ v L bol~xie, qem v(π^{αi} z^{pmi} ) (zdes~ c^{(0)}_i := c_i(0)). Pofftomu, v(z) = e^{(i)}_∗ i pri fftom v(c_j π^{αj} z^{pmj} ) > v(π^{αi} z^{pmi} ), j ≠ i − 1, i. (6) 2) Pust~ (2) vypolneno pri nekotoryh j < i − 1. Proverim, qto togda v(π^{αi}�^1 z^{pmi}�^1 ) < v(π^{αi} z^{pmi} ), (7) esli h > 2, e_0 6 p.

128 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV

Deæstvitel~no, v fftom sluqae v(z) = e e_0 (α_j − α_i)/(p^{mi} − p^{mj} ). Pofftomu neravenstvo (7) ravnosil~no p^{mi} − p^{mi}�^1 p^{mi} − p^{mj} > α_{i−1} − α_i α_j − α_i = 1 − α_j − α_{i−1} α_j − α_i , qto ravnosil~no neravenstvu p^{mi}�^{1 −pmj} p^{mi} − p^{mj} < α_j − α_{i−1} α_j − α_i . PravaØ qast~ pri fftom vsegda >^1_{e0} , t.k. e_0 > α_j > α_{i−1} > α_i > 0. S drugoæ storony, levaØ qast~ 6^{p−1}_{ph −1} , t.k. 0 6 m_j < m_{i−1} < m_i 6 h.

No esli h > 2 i e_0 6 p, to p − 1 p^h − 1 < 1 e_0 , i neravenstvo (7) dokazano.

Neravenstvo (7) oznaqaet, qto uravnenie ~[p]_F (X) = 0 ne moßet imet~ koren~ so znaqeniem (2) pri j < i − 1. Pri n = 1 imeem v(p) = v(z^{p−1} ), otkuda sleduet (∗). Lemma dokazana.

Sledstvie. Esli z – koren~ i-oæ stupeni izogenii [p]F (X), t.e.

v(z) = e^{(i)}_∗ , to vse qleny pc_0z, π^{α1} c_1z^{ph} , . . . , c_hz^{ph} , krome π^{αi}�^1 c^{(0)}_{i−1} z^{pmi}�^1 i π^{αi} c^{(0)}_i z^{pmi} ime¸t porØdki bol~xe, qem v(π^{αi} z^{pmi} ) =^e_{e0} α_i + p^{mi} e^{(i)}_∗ .

Iz lemm 1 i 2 vytekaet

Lemma 3. Pust~ e0 6 p i z, z^′ – korni izogenii [p]F (X) porØdkov

e^{(i)}_∗ i e^{(j)}_∗ , j < i, sootvetstvenno. Togda z +_F z^′ = F (z, z^′) ØvlØetsØ kornem porØdka e^{(i)}_∗ .

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto

z +_F z^′ ≡ z + z^′ mod Πz, esli i > j. Pofftomu v(z +_F z^′) = e^{(i)}_∗ , t.k. e^{(i)}_∗ < e^{(j)}_∗ . �

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII 129

Opredelenie. 1) Mnoßestvo korneæ izogenii [p]F (X) porØdka e^{(i)}∗

nazovem i-oæ stupen~¸ i oboznaqim Z_i.

2) Mnoßestvo korneæ izogenii [p]_F (X) porØdkov > e^{(i)}_∗ obrazuet, soglasno lemme 3, podmodul~ v formal~nom module F (M_L), kotoryæ my oboznaqim qerez Z^′_i. (Poloßim Z^′_0 := (0)).

Lemma 4._{#Zi = qi − 1, #Z′}

i = p^{mi} . (8)

Sledstvie.^{k+1∑}_{i=1} #Zi = p^h − 1.

Dokazatel~stvo lemmy. Dokaßem indukcieæ, qto

#Z_i 6 p^{mi} − p^{mi}�^1 , #Z^′_i 6 p^{mi} . (9)

1) i = 1. Esli suwestvuet z ∈ ζ_1, to on dolßen udovletvorØt~ sravneni¸

p + c^{(0)}_1 π^{α1} z^{pm −1} ≡ 0 mod zΠ, c^{(0)}_1 ∈ O^∗_k,

kotoroe imeet p^{m1} −1 rexeniæ, znaqit, suwestvuet ne bolee p^{m1} − 1 korneæ stupeni Z_1, poparno nesravnimyh po mod zΠ. Esli ße suwestvuet drugoæ koren~ z^′ iz stupeni Z_1, z^′ ≡ z mod zΠ, to z −_F z^′ ∈ Ker[p]_F (X) i v(z −_F z^′) = v(z − z^′) > e^{(1)}_∗ .

Znaqit, z = z^′, t.k. l¸boæ nenulevoæ koren~ nahoditsØ v kakoæto stupeni i e^{(1)}_∗ > e^{(2)}_∗ > · · · > e^{(k+1)}_∗ . Itak, v Z_1 imeetsØ ne bolee p^{m1} − 1 fflementov. Ots¸da Z^′_1 = {0}∪ Z_1 imeet ne bolee p^{m1} fflementov.

2) Indukcionnyæ perehod. Pust~ suwestvuet koren~ z ∈ Z_i. Togda on udovletvorØet sravneni¸

π^{αi}�^1 c^{(0)}_{i−1}z^{pmi}�^1 + π^{αi} c^{(0)}_i z^{pmi} ≡ 0 mod π^{αi}�^1 z^{pmi}�^1 Π

(zdes~ c^{(0)}_i = c_i(0)). �to sravnenie ravnosil~no

c^{(0)}_{i−1} + π^{αi−αi}�^1 c^{(0)}_i z^{pmi −pmi}�^1 ≡ 0 mod Π. (10)

Poslednee sravnenie imeet rovno p^{mi−mi}�^1 − 1 = q_i − 1 poparno nesravnimyh meßdu soboæ rexeniæ, znaqit, suwestvuet ne bolee q_i − 1 poparno nesravnimyh meßdu soboæ po bolee vysokomu modul¸ korneæ i-oæ stupeni Z_i. Pust~ ffto z_1, z_2, . . . , z_s, s 6 q_i − 1 i

130 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV z_i ≢ z_j mod z_1Π. Pust~ z ∈ Z_i – ewe kakoæ-to koren~, z ≠ z_1, . . . , z_s. Togda, naprimer, z ≡ z_1 mod zΠ. Pofftomu, s odnoæ storony, v(z −_F z^∗_1 ) = v(z − z_1) > v(z_1) = e^{(i)}_∗ , a s drugoæ: z −_F z_1 ∈ Ker[p]_F , znaqit, z −_F z_1 ∈ Z^′_{i−1}. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, #Z^′_{i−1} 6 p^{mi}�^1 . Pofftomu dlØ kaßdogo z_1, . . . , z_s imeetsØ v Z_i ne bolee p^{mi}�^1 korneæ, a znaqit, vsego korneæ v Z_i ne bolee p^{mi}�^1 s 6 m^{mi}�^1 (p^{mi −mi}�^1 − 1) = p^{mi} − p^{mi}�^1 , i my proverili neravenstva (9).

3) Dokaßem ravenstva #Z_i = p^{mi} − p^{mi}�^1 .

Pust~ x_i := #ζ_i i z^{(i)}_1 , . . . , z^{(i)}x_i – vse korni i-oæ stupeni Z_i. Iz uravneniØ [p]_F (X)/X = 0 sleduet, qto p = ∏ 16i6k+1 ∏ 16j6xi^z (i) j . (11)

Ots¸da, uqityvaØ, qto v(z^{(i)}_j ) = e^{(i)}_∗ , poluqaem

x_1e^{(1)}_∗ + x_2e^{(2)}_∗ + · · · + x_{k+1}e^{(k+1)}_∗ = e. (12) Esli predpoloßit~, qto hot~ odin iz x_i, naprimer, x_{i0} < p^{mi0} − p^{mi0 −1}, to iz poslednego ravenstva i neravenstva (9) imeem e = k+1∑ i=1 x_ie^{(i)}_∗ = k+1∑ i=1 x_i · e e_0 · (α_{i−1} − α_i) p^{mi} − p^{mi}�^1 < k+1∑ i=1 e e_0 (α_{i−1} − α_i) = e, qto neverno. Lemma dokazana.

Sledstvie. Vse polØ Quot(W (Fq_i )), 1 6 i 6 k + 1, soderßatsØ v

podpole inercii T polØ L; pri fftom h_i|f dlØ l¸bogo i, gde f = f(T /Q_p) – stepen~ inercii polØ L.

Dokazatel~stvo. V kaßdoæ i-oæ stupeni ζi vyberem poparno ne-

sravnimye meßdu soboæ po mod Π^{e(i)}�^{+1} korni. Soglasno sravneni¸ (10) lemmy 4, vsego poluqim q_i − 1 korneæ. Fiksiruem odin

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII 131 iz nih z_1, togda l¸boæ drugoæ koren~ z budet udovletvorØt~ sravneni¸ z ≡ θz_1 mod z_1Π, gde θ ∈ R^∗_{qi} .

Tak kak z i z_1 leßat v L, to i θ ∈ T . Pri fftom θ probegaet vse fflementy iz R^∗_{qi} , t.k. my vybrali rovno q_i − 1 poparno nesravnimyh meßdu soboæ korneæ. Znaqit, Quot(W (F_{qi} )) ⊂ T . Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto h_i|f. �

Vyberem v sisteme predstaviteleæ Teæhm¸llera R^∗_{ai} fflementy θ^{(i)}_1 = 1, θ^{(i)}_2 , . . . , θ^{(i)}_{hi} , kotorye obrazu¸t bazis W (F_{qi} ) nad Z_p, i pust~ z^{(i)}_1 , . . . , z^{(i)}_{hi} – takie korni iz Z_i, qto

z^{(i)}_j /z^{(i)}_1 ≡ θ^{(i)}_j mod Π. (13)

Lemma 5. �lementy

{z^{(i)}_j | 1 6 i 6 k + 1; 1 6 j 6 h_i}

obrazu¸t bazis Ker[p]_F nad Z/pZ.

Dokazatel~stvo. Pust~ k+1∑ i=1 (F ) h_i∑

j=1 (F ) [c (i) j ]_F (z^{(i)}_j ) = 0, (14)

gde c^{(i)}_j ∈ Z_p. Rassmotrim ffto ravenstvo po mod Π^{e(k+1)}�^{+1}. Vvidu lemm 1,2 poluqim

c^{(k+1)}

1 z^{(k+1)}_1 + · · · + c^{(k+1)}_{hk+1} z^{(k+1)}_{hk+1} ≡ 0 mod Π^{e(k+1)}�^{+1}. (15)

Iz (13) sleduet togda

(c^{(k+1)}

1 θ_1 + · · · + |c^{(k+1)}_{hk+1} θ_{hk+1} )z_1 ≡ 0 mod Π^{e(k+1)}� + 1, otkuda c^{(k+1)}

1 θ_1 + · · · + c^{(k+1)}_{hk+1} θ_{hk+1} ≡ 0 mod Π, i znaqit, c^{(k+1)}

1 ≡ · · · ≡ c^{(k+1)}_{hk+1} ≡ 0 mod Π, t.k. θ_1, . . . , θ_{hk+1} obrazu¸t bazis W (F_{qk+1} ) nad Z_p.

132 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV

Dalee rassmatrivaem ravenstvo (14) po mod Π^{e(k)}�^{+1} i poluqaem c^{(k)}_1 ≡ · · · ≡ c^{(k)}_{hk} ≡ 0 mod p. ProdolßaØ process, poluqim utverßdenie lemmy.

Pust~ z^{(i)} – odin iz korneæ i-oæ stupeni Z_i i z^{(i)}(m) – kakoæ-to koren~ uravneniØ [p^{m−1}]_F (X) = z^{(i)},

t.e. [p^m]_F (z^{(i)}(m)) = 0, [p^{m−1}]_F (z^{(i)}(m)) ≠ 0.

Lemma 6. Imeet mesto ravenstvo

v(z^{(i)} (m)) = e^{(i)}_∗ /p^{(m−1)h}.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po m. Pri m = 1 ravenstvo dokazano

v lemme 2.

Pust~ teper~ x := z^{(i)}(m + 1) – rexenie uravneniØ

[p]_F (X) = z^{(i)}(m), (16)

t.e.

pc_0X + π^{α1} c_1X^{pm1} + · · · + π^{αk} c_kX^{pmk} + c_hX^{ph} = z^{(i)}(m).

Qtoby x stal kornem fftogo uravneniØ dolßno byt~ vypolneno odno iz ravenstv

v(z^{(i)} (m)) = v(π^{αj} x^{pmj} ), 0 6 j 6 k + 1 (17)

v(π^{αj}�^1 x^{pmj}�^1 ) = v(π^{αj} x^{pmj} ) (18) (napomnim, qto α_0 = e_0, m_0 = 1; α_{k+1} = 0, m_{k+1} = h).

Ravenstva tipa v(π^{αj} x^{pmj} ) = v(π^{αi} x^{pmi} ) pri j ≠ i − 1, i + 1 nevozmoßny, kak ffto bylo pokazano v lemme 2.

Proverim sperva, qto ravenstvo (18) vozmoßno tol~ko pri j = k + 1.

Pust~ 0 6 j 6 k. Togda po indukcionnomu predpoloßeni¸ ime- em v(z^{(i)} (m)) = e^{(i)}_∗ /p^{(m−1)h},

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII 133 v(π^{αj} x^{pmj} ) = e e_0 α_j + p^{mj} (v(x)). ˚sno, qto v(x) > 1. No

e^{(i)}_∗ /p^{(m−1)h} = e e_0 α_{i−1} − α_i p^{mi} − p^{mi}�^1 · 1 p^{(m−1)h}

6^e_{e0} ·^{e0 − 1}_{p − 1} ·^1_{p(m−1)h} 6^e_{e0} ·^{p − 2}_{p − 1} 6^e_{e0} , (19)

t.k. e_0 6 p i m > 1.

S drugoæ storony, e e_0 α_j + p^{mj} v(x) > e e_0

+ 1 > e e_0 , t.k. pri j 6 k imeem α_j > 1. Poslednee neravenstvo vmeste s (19) protivoreqit ravenstvu (17) pri j 6 k.

Proverim teper~ nevozmoßnost~ ravenstv (18). Iz (18) sleduet, qto v(x) = e^{(j)}_∗ (sm. opredelenie e^{(j)}_∗ ).

Dokaßem, qto v(z^{(i)} (m)) < v(π^{αj} x^{pmj} ). (20) Deæstvitel~no, v(z^{(i)}(m)) 6^e_{e0} (sm. (19)), s drugoæ storony, v(π^{αj} x^{pmj} ) = e e_0 ( α_j + p^{mj} α_{j−1} − α_j p^{mj} − p^{mj}�^1 )

= e e_0 ( α_{j−1} + p^{mj}�^1 (α_{j−1} − α_j) p^{mj} − p^{mj}�^1 ) > e e_0 dlØ vseh 1 6 j 6 k + 1. Tem samym, my poluqili neravenstvo (20), qto dokazyvaet nevozmoßnost~ ravenstv (18). Itak, edinstvennaØ vozmoßnost~ dlØ kornØ x: v(z^{(i)} (m)) = v(x^{ph} ), otkuda v(x) = e^{(i)}_∗ /p^{mh}. �

Pust~ z^{(i)}_j , 1 6 i 6 k + 1, 1 6 j 6 h_i – bazis modulØ Ker[p]_F iz lemmy 5 i pri fftom z^{(i)}_j /z^{(i)}_1 ≡ θ^{(i)}_j mod Π, θ^{(i)}_j ∈ R^∗_{qi} (sm. (13)). Pust~ z^{(i)}_j (N ) – fiksirovannye korni uravneniæ

[p^{N−1}]_F (X) = z^{(i)}_j

134 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV

Teorema 1. �lementy

{z^{(i)}_j (N ), 1 6 i 6 k + 1; 1 6 j 6 h_i}

obrazu¸t bazis modulØ Ker[p^N ]_F nad Z/p^NZ.

Pri fftom

z^{(i)}_j (N )/z^{(i)}_1 (N ) ≡ θ^{(i)p}

�(N�1) j mod Π (21)

i fflementy θ^{(i)p}

�(N�1) 1 = 1, θ^{(i)p}

�(N�1) 2 , . . . , θ^{(i)p} �(N�1)

h_i obrazu¸t bazis

W (Fq_i ) nad Zp.

Dokazatel~stvo. 1) Indukcieæ po N dokaßem, qto ukazannye

vyxe fflementy zada¸t bazis. DlØ N = 1 ffto bylo provereno v lemme 5.

Pust~ teper~ ∑ 16i6k+1^{(F )} ∑ 16j6hi^{(F )[c} (i) j ]_F (z^{(i)}_j (N )) = 0, (22)

gde c^{(j)}_j ∈ Z_p. Togda

0 = [p]_F ( ∑ i,j (F ) [c (i) j ]_F (z^{(i)}_j (N )) = ∑ i,j (F )[c (i) j ]_F z^{(i)}_j (N − 1).

Otkuda, po indukcionnomu predpoloßeni¸, c^{(i)}_j = p^{N−1}d^{(i)}_j pri nekotoryh d^{(i)}_j ∈ Z_p, i znaqit, ravenstvo (22) perehodit v ∑ i,j (F )[d (i) j ]_F (z^{(i)}_j ) = 0.

Ots¸da, soglasno lemme 5, d^{(i)}_j ≡ 0 mod p.

2) Koren~ z^{(i)}_j (N ) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ

z^{(i)}_j = [p^{N−1}]_F (X) = p^{N−1}d_1 + · · · + d_ph(N�1) X^{ph(N} �1) , gde d_i ∈ O_K [[X]]^∗. Pri fftom, pri podstanovke X := z^{(i)}_j (N ) vse qleny uravneniØ, krome poslednego, budut imet~ normirovaniØ b&ol~xie, qem v(z^{(i)}_j ) (sm. dokazatel~stvo lemmy 6). Pofftomu

z^{(i)}_j ≡ d_ph(N�1) z^{(i)}_j (N )^{ph(N} �1) mod z^{(i)}_j Π.

ARIFMETIKA MODUL˚ KORNE` IZOGENII 135 Otkuda poluqaem

z^{(i)}_j (N )^{ph(N} �1) /z^{(i)}_1 (N )^{ph(N} �1) ≡ z^{(i)}_j /z^{(i)}_1 ≡ θ^{(i)}_j mod Π,

i my imeem sravnenie (21).

Teorema dokazana.

Arifmetika formal~nogo modulØ V fftom punkte, ispol~zuØ rezul~taty predyduwih paragrafov, my naædem obrazu¸wie formal~nogo modulØ nad Z_p. Itak, pust~ lokal~noe pole L soderßit vse korni izogenii [p]_F (X).

Pust~ M – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ L i F (M) formal~nyæ Z_p-modul~ na ideale M, takim obrazom, dlØ α, β ∈ F (M) sloßenie zadaetsØ formal~nym gruppovym zakonom F : α +_F β = F (α, β), aα = [a]_F (α) dlØ a ∈ Z_p, α ∈ F (M).

Zapixem izogeni¸ [p]_F (X) v vide

[p]_F (X) = pc_0X + π^{α1} c_1X^{pm1} + · · · + π^{αk} c_kX^{pmk} + c_hX^{ph} , gde c_i(X) ∈ O_K [[X]]^∗, c_0 ≡ 1 mod X, α_0 := e_0 > α_1 > α_2 > · · · > α_k > 0; 0 = m_0 < m_1 < m_2 < · · · < m_k < m_{k+1} := h, e^{(i)}_∗ := e e_0 (αi−1 − αi)/(p m_i − pm_i�_1 ), e(1)

∗ > e^{(2)}_∗ > · · · > e^{(k+1)}_∗ > 1 (sm. lemmu 1). Iz vida izogenii [p]_F (X) nemedlenno vyteka¸t sledu¸wie ravenstva dlØ fflementa α ∈ F (M).

[p]_F (α) = c^{(0)}_h α^{ph} + . . . , 1 6 v(α) < e^{(k+1)}_∗

π^{αi} c^{(0)}_i α^{pmi} + . . . , e^{(i+1)}_∗ < v(α) < e^{(i)}_∗ , 1 6 i 6 k

pc^{(0)}_0 α + . . . , e^{(1)}_∗ < v(α)

π^{αi}�^1 c^{(0)}_{i−1}α^{pmi}�^1 + π^{αi} c^{(0)}_i α^{pmi} + . . . ,

v(α) = e^{(i)}_∗ , 1 6 i 6 k + 1

(zdes~ c^{(0)}r := c_r(0), i v – normirovanie v pole L). Toqkami oboznaqeny qleny bolee vysokogo porØdka.

Ispol~zuØ ffti ravenstva, my poluqim obrazu¸wie Z_p-modulØ F (M) tak ße, kak v rabote [4] dlØ formal~nyh moduleæ L¸bina– Teæta i v rabote [5] dlØ grupp Honda.

136 S. V. VOSTOKOV, A. N. ZINOV^EV

Pust~ θ_1, . . . , θ_f – bazis kol~ca celyh O_T polØ inercii T v L

nad Zp, sostoØwiæ iz predstaviteleæ sistemy Teæhl¸llera R.

Pust~ ρ_i ≡ π^{αi} c^{(0)}_i Π^{− ee0 αi} mod Π, ρ_i ∈ R, gde Π – prostoæ fflement polØ L.

Togda sledu¸wie fflementy modulØ F (M) budut sistemoæ obrazu¸wih nad Z_p.

1) x_{r,s} ≡ θ_r Π^s mod Π^{s+1}, gde 1 6 s < e^{(k+1)}_∗ , p^h - s, e^{(i+1)}_∗ < s < e^{(i)}_∗ , p^{mi} e^{(i)}_∗ - (s −^e_{e0} α_i).

2) y^{(i)}_θ� ≡ θ_∗Π^{e(i)}� mod Π^{e(i)}�^{+1}, gde θ_∗ probegaet vse fflementy iz R, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸

θ_∗ ≢ ρ_{i−1} + ρ_iθ^{pmi −pmi}�^1 mod Π ni pri kakih θ ∈ R.

Literatura

1. J. Lubin and J. Tate, Formal complex multiplication in local fields. — Ann. of

Math. (2), 81, No. 2 (1985), 380–387.

2. T. Honda, On the theory of commutative formal groups. — J. Math. Soc. Japan 22, No. 2 (1970), 213–243.

3. E. de Shalit, Relative Lubin-Tate groups. — Proc. Amer. Math. Soc. 95, No. 1

(1985), 1–4.

4. S. V. Vostokov, Normennoe sparivanie v formal~nyh modulØh. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 43, No. 4 (1979), 765–794.

5. O. V. Demqenko, Formal~nye gruppy Hondy: arifmetika gruppy toqek. — Algebra i analiz 12, No. 1 (2000), 132–149.

Vostokov S. V., Zinoviev A. N. Arithmetic of the module of roots of the isogeny of a formal group in the case of small ramification.

In this paper for a one-dimensional formal group over the ring of integers of a local field in the case of small ramification, we study arithmetic of the module of roots of the isogeny as well as arithmetic of the formal module constructed on the maximal ideal of a local field containing all the roots of the isogeny.

Postupilo 1 dekabrØ 2006 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: zinoviev@pdmi.ras.ru