Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

N. A. Vavilov, N. P. Harqev

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM

Pust~ Φ – proizvol~naØ privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ, W (Φ) – ee gruppa VeælØ. My rassmatrivaem pary

(S, X(S)), sostoØwie iz zamknutogo podmnoßestva S sistemy Φ i

ego stabilizatora X(S). Napomnim, qto X(S) sostoit iz vseh fflementov w ∈ W (Φ), dlØ kotoryh wS = S. V sluqae, kogda

S = Δ samo ØvlØetsØ sistemoæ korneæ, X(Δ) sovpadaet s norma-

lizatorom N_{W (Φ)} (W (Δ)) podgruppy VeælØ W (Δ) v gruppe VeælØ

W (Φ). My rassmatrivaem mnoßestvo par (S, X(S)), uporØdoqen-

noe vkl¸qeniem:

(S_1, X(S_1 )) ⊆ (S_2 , X(S_2)) ⇐⇒ S_1 ⊆ S_2 , X(S_1 ) 6 X(S_2 ).

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ proverka spravedlivosti sledu¸wego kombinatornogo rezul~tata.

Teorema. Pust~ Δ – takaØ podsistema neprivodimoæ sistemy

korneæ Φ, qto para (Δ, X(Δ)) maksimal~na sredi vseh sobstvennyh par (S, X(S)). Togda X(Δ) deæstvuet tranzitivno na mnoßestve korneæ fiksirovannoæ dliny iz Φ \ Δ.

UpomØnem dva klassiqeskih qastnyh sluqaØ fftogo rezul~tata.

• DlØ sistemy Φ s prostymi svØzØmi vse korni ime¸t odinakovu¸ dlinu. DlØ Δ = ∅ teorema utverßdaet, qto gruppa VeælØ

X(∅) = W (Φ) tranzitivno deæstvuet na mnoßestve vseh korneæ.

Naxa ße teorema utverßdaet, qto X(Δ) vsegda deæstvuet tranzitivno na mnoßestve Φ \ Δ.

• Sistema Φ s kratnymi svØzØmi, Δ = Φ_l – mnoßestvo dlinnyh korneæ. V fftom sluqae teorema utverßdaet, qto gruppa VeælØ X(Φ_l ) = W (Φ) tranzitivno deæstvuet na mnoßestve korotkih korneæ.

Na zakl¸qitel~nom fftape raboty nad stat~eæ pervyæ avtor pol~zovalsØ podderßkoæ proektov RFFI 03–01–00349 (POMI RAN) i INTAS 03-51- 3251. 98

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 99 Takim obrazom, naxu teoremu moßno rassmatrivat~ kak oqen~ xirokoe obobwenie tranzitivnosti deæstviØ gruppy VeælØ na kornØh fiksirovannoæ dliny.

Kaßdoe zamknutoe mnoßestvo korneæ S moßno zapisat~ v vide

S = S^r ⊔ S^u, gde S^r – reduktivnaØ qast~ mnoßestva S, sostoØwaØ

iz teh korneæ α ∈ S, dlØ kotoryh −α ∈ S, a S^u – unipotentnaØ qast~ mnoßestva S, sostoØwaØ iz teh korneæ α ∈ S, dlØ kotoryh −α /∈ S: S^r = {α ∈ S | −α ∈ S}, S^u = {α ∈ S | −α ∉ S}. Zamknutoe mnoßestvo P nazyvaetsØ paraboliqeskim, esli

Φ = P^r ⊔ P^u ⊔ (−P^u).

Napomnim, qto iz teoremy BorelØ–Titsa [1] sleduet, qto dlØ maksimal~noæ pary (S, X(S)) vypolnØetsØ sledu¸waØ al~ternativa:

• libo S = P – paraboliqeskoe mnoßestvo;

• libo S = Δ – podsistema korneæ.

Po teoreme Xevalle dlØ paraboliqeskogo mnoßestva P imeet mesto ravenstvo X(P ) = W (P^r). Pofftomu paraboliqeskaØ para

(P, X(P )) togda i tol~ko togda maksimal~na, kogda maksimal~-

no samo P . Tak kak W (P^r) sohranØet kofffficient pri prostom korne sistemy Φ, ne vhodØwem v P^r, to dlØ maksimal~nogo paraboliqeskogo podmnoßestva P ego normalizator X(P ) kraæne redko deæstvuet na Φ \ P = −P^u tranzitivno. Naprimer, tak kak dlØ sistem tipov E_8, F_4 i G_2 vse prostye korni vhodØt v razloßenie maksimal~nogo kornØ s kofffficientom ¿ 2, to takih paraboliqeskih podmnoßestv, dlØ kotoryh X(P ) deæstvovalo by na −P^u tranzitivno, dlØ nih voobwe net.

Pofftomu oboætis~ v dokazatel~stve teoremy odnoæ maksimal~nost~¸ prosto nevozmoßno. S drugoæ storony, nam ne udalos~ neposredstvenno ispol~zovat~ v ee dokazatel~stve tot fakt, qto S ØvlØetsØ podsistemoæ korneæ. Sobstvenno govorØ, nam ne udalos~ naæti voobwe nikakogo apriornogo dokazatel~stva fftoæ teoremy, kotoroe ne opiralos~ by na poluqennu¸ v [20, 3, 18] klassifikaci¸ maksimal~nyh par (Δ, X(Δ)). Nam udalos~ lix~ proverit~ tranzitivnost~ deæstviØ X(Δ) v kaßdom sluqae. Pofftomu privodimoe v nastoØweæ rabote dokazatel~stvo ni v maleæxeæ stepeni ne ob¨ØsnØet, poqemu ffta teorema verna.

100 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

�ta zadaqa voznikla v svØzi s izuqeniem podgrupp v gruppah Xevalle, soderßawih maksimal~nyæ tor [4–7, 9, 21], v qastnosti, s popytkami razobrat~sØ s tem, qto proishodit nad sovsem malen~kimi polØmi. V deæstvitel~nosti, dlØ teh priloßeniæ, kotorye my imeli v vidu, neobhodimo ponØt~ deæstvie X(S) na parah, troækah, i, v nekotoryh sluqaØh, na qetverkah ortogonal~nyh korneæ iz Φ\Δ. Odnako, poskol~ku v fftih sluqaØh otvet sformulirovat~ ne tak prosto, a sluqaæ odnogo kornØ dopuskaet krasivyæ obwiæ otvet, my rexili opublikovat~ ego otdel~no.

DlØ nekotoryh primerov pervyæ avtor ustanovil tranzitivnost~ deæstviØ v 1984 godu. No tak kak pridumat~ apriornoe dokazatel~stvo emu togda ne udalos~, on ne dovel vyqisleniØ do konca. Vesnoæ 2006 goda vtoroæ avtor zaverxil razbor vseh sluqaev. NastoØwaØ stat~Ø predstavlØet soboæ diplomnu¸ rabotu vtorogo avtora, vypolnennu¸ pod rukovodstvom pervogo.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V paragrafah 1–3 my napominaem neobhodimye svedeniØ o sistemah korneæ i ih podsistemah, v tom qisle giperboliqesku¸ realizaci¸ sistem

E_l, konstrukci¸ podsistem i klassifikaci¸ maksimal~nyh par.

V paragrafah 4–7 my proverØem teoremu dlØ vseh sluqaev.

§1. Sistemy korneæ

V tom, qto kasaetsØ sistem korneæ, vkl¸qaØ numeraci¸ prostyh korneæ, my sleduem Burbaki [2]. V qastnosti, kak i vyxe, Φ oboznaqaet privedennu¸ neprivodimu¸ sistemu korneæ ranga l, W = W (Φ) – ee gruppa VeælØ. DlØ kornØ α ∈ Φ qerez w_α ∈ W oboznaqaetsØ sootvetstvu¸wee kornevoe otraßenie. ˚sno, qto

ww_αw�^1 = w_{wα} dlØ l¸bogo w ∈ W .

Zafiksiruem na Φ nekotoryæ porØdok, pust~ Π = {α_1, . . . , α_l} – mnoßestvo prostyh korneæ, a Φ^+ i Φ� – mnoßestva poloßitel~- nyh i otricatel~nyh korneæ, sootvetstvenno. Qasto dlØ kratkosti my budem oboznaqat~ fundamental~noe kornevoe otraßenie

w_{αi} prosto qerez w_i – obratite vnimanie, qto vo mnogih kni-

gah po teorii algebr Li i grupp Koksetera ispol~zuetsØ oboznaqenie s_i. Kak horoxo izvestno, fundamental~nye otraßeniØ poroßda¸t gruppu VeælØ, W = ⟨w_1, . . . , w_l⟩.

DlØ dvuh sistem korneæ Δ i Σ qerez Δ + Σ oboznaqaetsØ ih ortogonal~naØ summa. V qastnosti, kΔ = Δ + . . .+ Δ ortogonal~- naØ summa k izomorfnyh slagaemyh. Qtoby ne delat~ ogovorok

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 101 v formulirovkah, qasto udobno rassmatrivat~ pustu¸ sistemu korneæ A_0 = ∅ ranga 0. Polezno pomnit~, qto D_1 = D_0 = ∅.

Kak vsegda, pri vyqisleniØh s sistemami korneæ po kraæneæ mere 90% vseh vyqisleniæ otnosØtsØ k sistemam Φ = E_6, E_7, E_8. Kak i v rabotah [18, 22], my ispol~zuem giperboliqesku¸ realizaci¸ fftih sistem v (l + 1)-mernom prostranstve Minkovskogo [13]. �ta realizaciØ znaqitel~no udobnee dlØ vseh vyqisleniæ, qem obyqnye realizacii v ffvklidovom prostranstve. Tak kak osnovnye vyqisleniØ nastoØweæ stat~i samym suwestvennym obrazom ot nee zavisØt, seæqas my sovsem korotko ee napomnim, dal~neæxie detali moßno naæti v [18, 22 ili 8].

Rassmotrim vewestvennoe vektornoe prostranstvo U = R^{l,1} razmernosti l + 1 s nevyroßdennym simmetriqeskim skalØrnym proizvedeniem ( , ) : U × U → R signatury (l, 1). Zafiksiruem v nem ortonormirovannyæ bazis e_0, e_1, . . . , e_l takoæ, qto

(e_0, e_0) = −1 i (e_i, e_i) = 1 dlØ vseh 1 6 i 6 l. V pervu¸ oqered~

nas budet interesovat~ sluqaæ l = 8. Oboznaqim qerez L 6 R^{8,1} rexetku, sostoØwu¸ iz vseh vektorov v ∈ R^{8,1}, vse koordinaty kotoryh λ, μ_1, . . . , μ_8 v razloßenii po bazisu e_0, e_1, . . . , e_8 celye,

v = λe_0 + μ_1e_1 + . . . + μ_8e_8, λ, μ_1, . . . , μ_8 ∈ Z.

Oboznaqim teper~ qerez Φ mnoßestvo vseh vektorov v ∈ L, koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sledu¸weæ sisteme uravneniæ: {

3λ − (μ_1 + . . . + μ_8) = 0, −λ^2 + μ^2_1 + . . . + μ^2_8 = 2.

Vse rexeniØ fftoæ sistemy uravneniæ, udovletvorØ¸wie neravenstvam

0 6 λ 6 3, μ1 ¿ . . . ¿ μ8,

pereqisleny v sledu¸weæ tablice.

λ μ_1 μ_2 μ_3 μ_4 μ_5 μ_6 μ_7 μ_8 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 2 1 1 1 1 1 1 0 0 3 2 1 1 1 1 1 1 1

102 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

Legko proverit~, qto vse ostal~nye celoqislennye rexeniØ poluqa¸tsØ iz fftih pri pomowi sledu¸wih dvuh tipov preobrazovaniæ.

• Proizvol~naØ perestanovka μ_1, . . . , μ_8.

• OdnovremennaØ smena znaka vseh koordinat.

Takim obrazom, s toqnost~¸ do znaka kaßdyæ fflement Φ imeet sledu¸wu¸ formu: β_{ij} = e_i − e_j , i > j, γ_{ijh} = e_0 + e_i + e_j + e_h,

η_{ij} = 2e_0 + e_1 + . . . + ^e_i + . . . + ^e_j + . . . + e_8,

ζ_i = 3e_0 + e_1 + . . . + 2e_i + . . . + e_8,

gde indeksy i, j, h = 1, . . . , 8 poparno razliqny, a xlØpka ^ nad indeksom oznaqaet, qto fftot indeks sleduet propustit~.

Legko proverit~, qto ograniqenie skalØrnogo proizvedeniØ na giperploskost~ V , ortogonal~nu¸ k vektoru 3e_0 + e_1 + . . . + e_8, poloßitel~no opredeleno i qto Φ predstavlØet soboæ sistemu korneæ tipa E_8 v V , sm. [13, 22]. Zafiksiruem v Φ sledu¸wu¸ sistemu poloßitel~nyh korneæ Π = {α_1, . . . , α_8}:

α_1 = e_2 − e_1, α_2 = e_0 + e_1 + e_2 + e_3, α_3 = e_3 − e_2, α_4 = e_4 − e_3,

α_5 = e_5 − e_4, α_6 = e_6 − e_5, α_7 = e_7 − e_6, α_8 = e_8 − e_7.

Napomnim, qto ffta numeraciØ korneæ sleduet [2], a ne [13]. Pereqislennye vyxe korni β_{ij} , γ_{ijh}, η_{ij} i ζ_i predstavlØ¸t soboæ mnoßestvo Φ^+ poloßitel~nyh korneæ otnositel~no fundamental~noæ sistemy korneæ Π.

Qtoby poluqit~ ots¸da sistemu korneæ tipa E_7, dostatoqno vzØt~ te korni iz E_8, dlØ kotoryh μ_8 = 0 – ili, qto to ße samoe, dlØ kotoryh α_8 ne poØvlØetsØ v ih razloßenii po fundamental~nym kornØm. Toqno tak ße, dlØ togo, qtoby poluqit~ sistemu korneæ tipa E_6, dostatoqno vzØt~ te korni iz E_8, dlØ kotoryh μ_7 = μ_8 = 0 – ili, qto to ße samoe, dlØ kotoryh kak α_7, tak i α_8 ne poØvlØ¸tsØ v ih razloßenii po fundamental~nym kornØm.

V dal~neæxem dlØ kratkosti kornevoe otraßenie w_{βij} oboznaqaetsØ prosto qerez w_{ij}. Deæstvie w_{ij} na koren~ perestavlØet ego kofffficienty pri e_i i e_j . Kornevoe otraßenie w_{γijh} budet

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 103 oboznaqat~sØ prosto qerez w_{ijh}. Zametim, qto v sluqae netrivial~nogo deæstviØ w_{ijh} vsegda menØet tip kornØ: koren~ tipa β prevrawaetsØ v koren~ tipa γ, a koren~ tipa γ – libo v koren~ tipa β, libo v koren~ tipa η.

V dal~neæxem my oboznaqaem qerez ⟨α, . . . , β⟩ podsistemu, poroßdennu¸ kornØmi α, . . . , β, inymi slovami, naimen~xu¸ podsistemu – a ne prosto zamknutoe mnoßestvo korneæ! – soderßawu¸ ffti korni. Tak kak w_{ij} perestavlØ¸t koordinaty s 1-æ po l-¸ i voobwe ne zatragiva¸t e_0, to opisannoe vyxe razbienie korneæ na tipy soglasovano s deæstviem gruppy VeælØ W (A_l�_1 ), dlØ podsistemy

A_l�_1 = ⟨α_1, α_3, α_4, . . . , α_l⟩,

poroßdennoæ vsemi fundamental~nymi kornØmi, krome α_2.

§2. Podsistemy sistem korneæ

KlassifikaciØ vseh podsistem korneæ sistemy korneæ, v tom qisle, koneqno, i maksimal~nyh, byla poluqena Borelem–de Zibentalem [14] i Dynkinym [11]. �lementarnoe dokazatel~- stvo fftih rezul~tatov privedeno v [23]. KonstrukciØ Dynkina– BorelØ–de ZibentalØ sostoit v sledu¸wem.

• Pust~ Π – rasxirennaØ sistema prostyh korneæ sistemy Φ, poluqa¸waØsØ iz Π dobavleniem kornØ α_0 = −δ, gde δ – maksimal~nyæ koren~ sistemy Φ otnositel~no sistemy prostyh korneæ Π. DlØ kaßdogo r, 1 6 r 6 l, rassmotrim podsistemu Δ_r v Φ, poroßdennu¸ Π \ {α_r}, inymi slovami, naimen~xu¸ podsistemu, soderßawu¸ ffti korni – ili, qto to ße samoe, naimen~xee zamknutoe podmnoßestvo, soderßawee ffti korni i protivopoloßnye k nim. Podsistemy Δ_r ØvlØ¸tsØ podsistemami maksimal~- nogo ranga, a imenno, ranga l. Voobwe govorØ, sistemy Δ_r privodimy. Krome togo, oni ne vsegda ØvlØ¸tsØ maksimal~nymi, i v nekotoryh sluqaØh – naprimer, dlØ Φ = A_l – mogut sovpadat~ s Φ.

• PrimenØØ tol~ko qto opisannu¸ proceduru ko vsem neprivodimym komponentam sistem Δ_r i povtorØØ fftot process do polnogo udovletvoreniØ, my poluqim vse podsistemy Δ ⊆ Φ maksimal~nogo ranga.

• Teper~ voobwe vse podsistemy Δ ⊆ Φ moßno poluqit~ sledu- ¸wim obrazom. Pust~ Σ ⊆ Φ – kakaØ-to podsistema maksimal~-

104 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV nogo ranga, Ξ – ee sistema prostyh korneæ. Togda dlØ l¸bogo podmnoßestva J ⊆ Ξ poroßdennaØ im podsistema Δ ØvlØetsØ zamknutoæ podsistemoæ v Φ i vse podsistemy v Φ poluqa¸tsØ takim obrazom.

DlØ klassiqeskih sistem otvet sovsem oqeviden i priveden v [11], tablica 9. DlØ iskl¸qitel~nyh sistem s toqnost~¸ do soprØßennosti fflementom iz W (Φ) imeetsØ 5 sobstvennyh podsistem v G_2, 23 v F_4, 20 v E_6, 46 v E_7 i 76 v E_8, sm. tam ße, tablica 11. �tu tablicu moßno naæti tak ße v [18] ili izvleq~ iz tablic v [15, 12], vyqerknuv tam klassy, ne otveqa¸wie podsistemam i dobaviv rovno dve podsistemy.

A imenno, dve podsistemy Δ, Σ ⊆ Φ odnogo i togo ße tipa poqti vsegda soprØßeny pri pomowi fflementa W (Φ). Krome togo, poqti vsegda dve podsistemy togda i tol~ko togda soprØßeny pri pomowi fflementa iz W (Φ), kogda soprØßeny v W (Φ) ih fflementy Koksetera. Vse iskl¸qeniØ pereqisleny niße.

• V sluqae, kogda vse korni sistemy Δ ime¸t odinakovu¸ dlinu, ee, voobwe govorØ, moßno vloßit~ v Φ dvumØ suwestvenno razliqnymi sposobami, na dlinnye korni i na korotkie korni. Qtoby razliqat~ ffti vloßeniØ, my oboznaqaem vloßenie na korotkie korni qerez ~Δ ⊆ Φ, sohranØØ oboznaqenie Δ ⊆ Φ dlØ vloßeniØ na dlinnye korni.

• Podsistemy D_2 i 2A_1, a takße D_3 i A_3 ØvlØ¸tsØ izomorfnymi, no ne soprØßennymi podsistemami D_l. Bolee togo, pri l ¿ 5 oni ne soprØßeny ne tol~ko pri pomowi fflementa W (D_l), no daße pri pomowi fflementa Aut(D_l) = W (B_l). Pravda, pri l = 4 oni stanovØtsØ soprØßennymi pri pomowi fflementa Aut(D_4) = W (F_4), ffto Øvlenie izvestno kak troæstvennost~. Krome togo, v sisteme

D_l podsistemy tipa A_{l1} + · · · + A_{lr} , gde (l_1 + 1) + · · · + (l_r + 1) = l i

vse l_i neqetny, razbiva¸tsØ na dva klassa soprØßennosti, obrazu¸wie odin klass v W (B_l ).

• V sisteme tipa E_7 imeetsØ po dva klassa podsistem sledu- ¸wih tipov: A_5 + A_1, A_5, A_3 + 2A_1, A_3 + A_1, 4A_1, 3A_1, a v sisteme tipa E_8 imeetsØ po dva klassa podsistem tipov A_7, A_5 + A_1, 2A_3,

A_3 +2A_1, 4A_1, sm. [11, s. 384] ili [15, s. 299]. Obratite vnimanie,

qto v sluqae E_7 ffto v toqnosti pary podsistem, nesoprØßennyh v D_6 + A_1, a v sluqae E_8 – sootvetstvenno, pary podsistem, ne soprØßennyh v D_8. SleduØ [11], my oboznaqaem qerez Δ0 tu iz podsistem tipa Δ, kotoraØ soderßitsØ v A_7 ili, sootvetstven-

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 105 no, v A_8, a qerez Δ00, – tu, kotoraØ tam ne soderßitsØ. V [15] simvoly Δ0 i Δ00 ispol~zu¸tsØ v protivopoloßnom smysle.

• Kak ustanovleno v [15], imeetsØ rovno dva sluqaØ, kogda dlØ nesoprØßennyh podsistem Δ, Σ ⊆ Φ ih klassy Koksetera C(Δ) i

C(Σ) sovpada¸t v W (Φ). A imenno, C(B_2 + 2A_1) = C(A_3 + A_1) v F_4 i C(D_5 + A_3) = C(A_7 + A_1) v E_8. Takim obrazom, za vyqetom

dvuh fftih iskl¸qeniæ privedennye v [15, 12] tablicy klassov soprØßennosti v gruppah VeælØ soderßat vse podsistemy korneæ. RazumeetsØ, obratnoe soverxenno neverno: otn¸d~ ne l¸boæ klass soprØßennosti gruppy VeælØ ØvlØetsØ klassom Koksetera kakoæ-to podsistemy, tak qto v fftih tablicah i mnogo lixnego!

§3. Maksimal~nye pary

Vosproizvedem poluqennyæ v [3, 18] spisok maksimal~nyh otnositel~no vkl¸qeniØ par (Δ, X(Δ)), gde Δ – podsistema v Φ. Obratite vnimanie, qto ffti pary maksimal~ny sredi vseh par vida (S, X(S)), gde S – zamknutoe mnoßestvo, a ne tol~ko sredi par (Σ, X(Σ)), gde Σ – podsistema v Φ. Inymi slovami, oni ne soderßatsØ ne tol~ko ni v odnoæ sobstvennoæ pare vida (Σ, X(Σ)), no i ni v odnoæ pare (P, W (P^r)), gde P – sobstvennoe paraboliqeskoe podmnoßestvo.

A_l N ((l + 1)/(k + 1)A_k), (k + 1) | (l + 1), k ≠ l

B_l N (B_k + D_l�_k), 0 6 k 6 l − 1

C_l N (l/kC_k), k | l, k ≠ l; N (A_l�_1); G(C_k + C_l�_k), 1 6 k < l/2

D_l N (l/kD_k), k | l, k ≠ l; N (A_l�_1), 2|l; N (D_k + D_l�_k), 1 6 k < l/2

E_6 G(A_5 + A_1), N (3A_2), N (D_4), N

E_7 G(D_6 + A_1), N (A_7), N (A_5 + A_2), N (D_4 + 3A_1), N (7A_1), N (E_6), N

E_8 G(E_7 + A_1), G(D_8), N (E_6 + A_2), N (A_8), N (2D_4), N (2A_4), N (4A_2), N (8A_1), N

F_4 G(B_4), N (D_4), G(A_1 + C_3), N (A_2 + ~A_2)

G_2 N (A_2), G(A_1 + ~A_1)

Ispol~zuemye zdes~ simvoly G i N ne ime¸t bol~xogo znaqeniØ dlØ rassmatrivaemoæ nami kombinatornoæ zadaqi, no zato qrezvyqaæno vaßny s toqki zreniØ teh ee priloßeniæ, kotorye imelis~ v vidu v [4–7, 9, 21], pofftomu my rexili ih sohranit~. Qtoby ne vvodit~ oboznaqeniæ, svØzannyh s gruppami Xevalle,

106 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV poØsnim kombinatornyæ smysl fftih simvolov. Naliqie v fftom spiske zapisi G(Δ) oznaqaet, qto (Δ, X(Δ)) maksimal~na sredi par (S, X(S)) i X(Δ) = W (Δ), a naliqie zapisi N (Δ) oznaqaet, qto (Δ, X(Δ)) maksimal~na sredi par (S, X(S)) i X(Δ) ≠ W (Δ).

PervaØ popytka napisat~ fftot spisok predprinØta v [20], no privedennyæ tam otvet soderßal tri oxibki. Obratite vnimanie, qto vse figuriru¸wie v fftom spiske podsistemy edinstvenny s toqnost~¸ do soprØßennosti.

Tak kak naqinaØ so sledu¸wego paragrafa my pristupaem k sistematiqeskomu razboru sluqaev, sdelaem neskol~ko obwih zameqaniæ po povodu togo, qto proishodit.

• My sqitaem izvestnym utverßdenie o tranzitivnosti gruppy VeælØ W (Φ) na kornØh odinakovoæ dliny i svobodno im pol~- zuemsØ. V qastnosti, my ne peredokazyvaem teoremu dlØ sluqaØ, kogda Δ = ∅ ili Δ = Φ_l.

• Vo mnogih sluqaØh my vnaqale izuqaem deæstvie X(Δ) na Φ \ Δ s toqnost~¸ do znaka. Inymi slovami, my proverØem, qto

dlØ l¸byh dvuh korneæ α, β ∈ Φ \ Δ naædetsØ takoe w ∈ X(S), qto

wα = ±β. Posle fftogo dostatoqno pred¨Øvit~ kakie-to α ∈ Φ \ Δ

i w ∈ X(S), dlØ kotoryh wα = −α. V svØzi s fftim my pol~zuemsØ oboznaqeniØmi S^+ = S ∩ Φ^+, S� = S ∩ Φ�.

• By the same token, vo mnogih sluqaØh my vnaqale nahodim neskol~ko mnoßestv X, Y, . . . ⊆ Φ \ Δ, na kotoryh X(S) oqevidnym obrazom deæstvuet tranzitivno. Posle fftogo nußno lix~ nauqit~sØ perestavlØt~ fflementy fftih mnoßestv meßdu soboæ. Naprimer, pred¨Øvit~ takie α ∈ X, β ∈ Y , w ∈ X(S), qto wα = β.

• Nakonec, vo mnogih sluqaØh my preßde vsego razbivaem Φ\Δ na orbity gruppy VeælØ W (Δ). V nekotoryh sluqaØh uße ffta gruppa budet deæstvovat~ tranzitivno. No, kak pravilo, ffto ne tak. Qtoby dokazat~ tranzitivnost~, nam pridetsØ pol~zovat~sØ vnexnimi avtomorfizmami sistemy Δ. PorØdok gruppy

X(Δ)/W (Δ) naæden v stat~e Kartera [15], a sama ffta gruppa dlØ

reduktivnyh qasteæ paraboliqeskih podmnoßestv vyqislena v stat~Øh Deriziotisa [16] i Houletta [19], dlØ nekotoryh drugih sluqaev – v stat~e Idovu–Morrisa [17], i dlØ vseh sluqaev – v stat~e pervogo avtora i Harebova [18]. V dal~neæxem my xiroko pol~zuemsØ fftimi rezul~tatami.

• DlØ sluqaev, kogda X(Δ) = W (Δ), tranzitivnost~ deæstviØ

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 107 na Φ\Δ moßno istolkovat~ kak neprivodimost~ nekotoryh predstavleniæ. �ti sluqai obyqno rassmatriva¸tsØ sovsem legko. DlØ sluqaev, kogda X(Δ) ≠ W (Δ) – i, v osobennosti, kogda faktor-gruppa X(Δ)/W (Δ) velika, – proverit~ tranzitivnost~ qasto gorazdo trudnee.

§4. Klassiqeskie sluqai, F4 i G2

V nastoØwem paragrafe my dokaßem teoremu dlØ vseh nesloßnyh sluqaev.

Sluqaæ Al. Napomnim, qto korni sistemy Al ime¸t vid ei − ej ,

gde 1 6 i ≠ j 6 n = l + 1. Predpoloßim, qto m = k + 1 delit n. V fftom sluqae podsistema Δ = (n/m)A_k vkladyvaetsØ v Φ = A_l, naprimer, tak: e_i − e_j vhodit v Δ, esli i tol~ko esli i − 1 i j − 1 da¸t odinakovye nepolnye qastnye pri delenii na m. Pri fftom gruppa VeælØ W (Δ) ØvlØetsØ podgruppoæ ınga S_m ×. . .×S_m 6 S_n, gde koliqestvo somnoßiteleæ ravno n/m, a gruppa X(Δ) ØvlØetsØ spleteniem S_{n/m} ≀S_m kak gruppa perestanovok. Inymi slovami, n-fflementnoe mnoßestvo indeksov Ω = {1, . . . , n} razbivaetsØ na m-fflementnye bloki v koliqestve n/m xtuk, priqem na mnoßestve blokov deæstvuet gruppa S_{n/m}, a v kaßdom bloke – gruppa

S_m. ˚sno, qto X(S) tranzitivno deæstvuet na mnoßestve Φ \ Δ.

V samom dele, v silu 2-tranzitivnosti gruppy S_{n/m} na mnoßestve blokov my moßem perevesti l¸boæ koren~ ne iz Δ v koren~ vida e_i − e_j , gde 1 6 i 6 m, m + 1 6 j 6 2m. Teper~ v silu tranzitivnosti S_m vnutri kaßdogo m-fflementnogo bloka kaßdyæ takoæ koren~ moßno perevesti v koren~ e_1 − e_{m+1} , kak i utverßdalos~.

Sluqaæ Bl. V standartnoæ realizacii Φ = Bl v kaqestve korneæ

berutsØ ±e_i ± e_j , gde 1 6 i < j 6 l i ±e_i, gde 1 6 i 6 l. Gruppa VeælØ W (B_l) = W (C_l) – ffto oktaffdral~naØ gruppa Oct_l porØdka 2^ll!, sostoØwaØ iz oznaqennyh perestanovok = signed permutations bazisa. �ta gruppa perestavlØet vektory ±e_i, pri fftom, estestvenno, π(−e_i) = −π(e_i).

V fftom sluqae v kaqestve Δ = B_k + D_l�_k moßno vzØt~ korni

±e_i ± e_j , 1 6 i < j 6 k, i ±e_i, 1 6 i 6 k, i ±e_i ± e_j , k + 1 6 i < j 6 l. Gruppa X(Δ) sostoit iz proizvol~nyh perestanovok indeksov

1 6 i 6 k, proizvol~nyh perestanovok indeksov k + 1 6 j 6 n

i proizvol~nyh zamen znakov pri e_i i e_j – fflementom gruppy VeælØ W (Δ) moßno proizvesti qetnoe qislo zamen znakov pri

e_j . ˚sno, qto fftimi preobrazovaniØmi l¸boæ korotkiæ koren~

108 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV iz Φ \ Δ moßno privesti k vidu e_{k+1}, a l¸boæ dlinnyæ – k vidu

e_1 + e_{k+1}, kak i utverßdalos~.

Sluqaæ Cl. V standartnoæ realizacii Φ = Cl v kaqestve korneæ

berutsØ ±e_i ± e_j , gde 1 6 i < j 6 l, i ±2e_i, 1 6 i 6 l, a gruppa VeælØ W (C_l) = Oct_l takaØ ße, kak v sluqae B_l.

• Kaßdomu delitel¸ k ranga l moßno sopostavit~ podsistemu Δ = (l/k)C_k, sostoØwu¸ iz vseh dlinnyh korneæ i teh korotkih

korneæ ±e_i ± e_j , dlØ kotoryh i − 1 i j − 1 da¸t odinakovye nepolnye qastnye pri delenii na k. ˚sno, qto gruppa VeælØ W (Δ) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem Oct_k × . . . × Oct_k 6 Oct_l, gde koliqestvo somnoßiteleæ ravno l/k, a X(Δ) ØvlØetsØ spleteniem gruppy Oct_k, deæstvu¸weæ v bloke, i simmetriqeskoæ gruppy

S_{l/k} , perestavlØ¸weæ bloki. Teper~ my moßem rassußdat~ toqno

tak ße, kak v sluqae A_l. A imenno, v silu 2-tranzitivnosti gruppa S_{l/k} tranzitivno perestavlØet pary blokov i, znaqit, l¸boæ koren~ iz Φ \ Δ – vse oni korotkie! – ffkvivalenten korn¸ vida

±e_i ± e_j , gde 1 6 i 6 k, a k + 1 6 j 6 2k. Podeæstvovav oktaffdral~- nymi gruppami v blokah, my perevedem fftot koren~ v e_1 + e_{k+1}, kak i utverßdalos~.

• V kaqestve Δ = A_l�_1 moßno vzØt~ e_i − e_j, 1 6 i ≠ j 6 l. V fftom sluqae W (Δ) = S_l sostoit iz vsevozmoßnyh perestanovok vektorov e_1, . . . , e_l, i imeet indeks 2 v svoem normalizatore, kotoryæ poroßdaetsØ nad W (Δ) odnovremennoæ smenoæ znaka vseh vektorov. �timi preobrazovaniØmi l¸boæ dlinnyæ koren~ moßno perevesti v koren~ 2e_1, l¸boæ korotkiæ koren~ vida ±(e_i + e_j ) – v koren~ e_1 + e_2, kak i utverßdalos~.

• V kaqestve Δ = C_k + C_l�_k moßno vzØt~ korni ±e_i ± e_j ,

1 6 i < j 6 k i ±2ei, 1 6 i 6 k, ili k + 1 6 i < j 6 l. Gruppa

W (Δ) sostoit iz proizvol~nyh perestanovok indeksov 1 6 i 6 k,

proizvol~nyh perestanovok indeksov k + 1 6 j 6 n i proizvol~- nyh zamen znakov pri e_i. Pri k = l − k v gruppe X(Δ), krome togo, est~ fflement, proizvodØwiæ perestanovku blokov {1, . . . , k} i {k + 1, . . . , l}. ˚sno, qto fftimi preobrazovaniØmi l¸boæ koren~ iz Φ \ Δ – vse oni korotkie! – moßno privesti k vidu e_1 + e_{k+1}, kak i utverßdalos~.

Sluqaæ Dl. V standartnoæ realizacii Φ = Dl v kaqestve kor-

neæ berutsØ ±e_i ± e_j , gde 1 6 i < j 6 l, a gruppa VeælØ W (D_l) imeet indeks 2 v gruppe W (B_l) = Oct_l i sostoit iz oznaqennyh

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 109 perestanovok, menØ¸wih qetnoe qislo znakov. Vse rassußdeniØ polnost~¸ parallel~ny sluqa¸ C_l, s nebol~ximi izmeneniØmi.

• Kaßdomu delitel¸ k ranga l moßno sopostavit~ podsistemu Δ = (l/k)D_k, sostoØwu¸ iz korneæ ±e_i ± e_j , dlØ kotoryh i − 1

i j − 1 da¸t odinakovye nepolnye qastnye pri delenii na k. ˚sno, qto gruppa VeælØ W (Δ) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem

W (D_k) × . . . × W (D_k), gde koliqestvo somnoßiteleæ ravno l/k, a

gruppa X(Δ) imeet indeks 2 v spletenii gruppy Oct_k, deæstvu- ¸weæ v bloke, i simmetriqeskoæ gruppy S_{l/k}, perestavlØ¸weæ bloki. A imenno, X(Δ) sostoit iz teh fflementov fftogo spleteniØ, kotorye odnovremenno menØ¸t qetnoe qislo znakov. Teper~ my moßem rassußdat~ toqno tak ße, kak v sluqaØh A_l ili C_l. Snova v silu 2-tranzitivnosti gruppa S_{l/k} tranzitivno perestavlØet pary blokov, i, znaqit, l¸boæ koren~ iz Φ \ Δ ffkvivalenten korn¸ vida ±e_i ± e_j , gde 1 6 i 6 k, a k + 1 6 j 6 2k. Podeæstvovav oktaffdral~nymi gruppami v blokah, i vspomniv, qto po uslovi¸ l ¿ 3 – sistema D_2 privodima! – my perevedem fftot koren~ v e_1 + e_{k+1}, kak i utverßdalos~.

• V kaqestve Δ = A_l�_1 snova moßno vzØt~ e_i − e_j , 1 6 i ≠ j 6 l. V fftom sluqae W (Δ) = S_l sostoit iz vsevozmoßnyh perestanovok vektorov e_1, . . . , e_l. V sluqae neqetnogo l ffta gruppa sovpadaet so svoim normalizatorom, a v sluqae qetnogo l imeet indeks 2 v svoem normalizatore, kotoryæ poroßdaetsØ nad W (Δ) odnovremennoæ smenoæ znaka vseh vektorov. PreobrazovaniØmi iz W (Δ) l¸boæ koren~ vida ±(e_i + e_j ) moßno perevesti libo v koren~

e_1 + e_{k+1}, libo v koren~ −e_1 − e_{k+1}. V sluqae qetnogo l ffti korni

perehodØt drug v druga pri odnovremennoæ smene koordinat, a v sluqae neqetnogo l para (A_l�_1, X(A_l�_1)) ne ØvlØetsØ maksimal~- noæ, tak kak soderßitsØ v sobstvennoæ paraboliqeskoæ pare.

• V kaqestve Δ = D_k + D_l�_k moßno vzØt~ korni ±e_i ± e_j , gde

1 6 i < j 6 k ili k + 1 6 i < j 6 l. Gruppa W (Δ) sostoit iz

proizvol~nyh perestanovok indeksov 1 6 i 6 k, proizvol~nyh perestanovok indeksov k + 1 6 j 6 n i proizvol~nyh qetnyh zamen znakov pri e_i i qetnyh zamen znakov pri e_j . V gruppe X(Δ), krome togo, est~ fflement, odnovremenno menØ¸wiæ znaki pri e_1 i e_{k+1}, a pri k = l − k ewe i fflement, proizvodØwiæ perestanovku blokov {1, . . . , k} i {k + 1, . . . , l}. Tak kak l ¿ 3, to fftimi preobrazovaniØmi l¸boæ koren~ iz Φ \ Δ moßno privesti k vidu

e_1 + e_{k+1}, kak i utverßdalos~.

110 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

Sluqaæ F4. V kaqestve korneæ Φ = F4 moßno vzØt~ ±ei ± ej , 1 6 i < j 6 4, – dlinnye korni i ±ei, 1 6 i 6 4, i^1_2 (±e1 ±e2 ±e3 ±e4 )

– korotkie korni. Zafiksiruem sledu¸wee mnoßestvo prostyh korneæ

α_1 = e_2 − e_3, α_2 = e_3 − e_4, α_3 = e_4, α_4 = 1 2 (e_1 − e_2 − e_3 − e_4),

maksimal~nym kornem otnositel~no fftogo porØdka ØvlØetsØ δ =

e_1 + e_2. Tak kak Δ = D_4 obrazuet mnoßestvo dlinnyh korneæ Φ,

nam ostaetsØ rassmotret~ tri drugie podsistemy maksimal~nogo ranga B_4, A_1 + C_3 i A_2 + ~A_2.

• Sistema B_4 sostoit iz teh ße korneæ, qto i vyxe, t.e. iz vseh korneæ, koordinaty kotoryh v bazise e_1, e_2, e_3, e_4 celye. Gruppa VeælØ W (B_4) = Oct_4 sostoit iz proizvol~nyh perestanovok

e_1, e_2, e_3, e_4 i proizvol~nyh zamen znakov pri nih. ˚sno, qto ffti-

mi preobrazovaniØmi l¸boæ koren~ vida^1_2 (±e_1 ± e_2 ± e_3 ± e_4) moßno perevesti v koren~^1_2 (e_1 + e_2 + e_3 + e_4).

• V kaqestve Δ = A_1 + C_3 voz~mem podsistemu, poroßdennu¸ δ i α_2, α_3, α_4. Takße i dlØ nee X(Δ) = W (Δ). Sistema Δ soderßit 8 dlinnyh korneæ ±e_1 ± e_2 i ±e_3 ± e_4. OtraßeniØmi otnositel~no fftih korneæ l¸boæ iz 16 ostal~nyh dlinnyh korneæ ±e_i ± e_j , gde

i = 1, 2 i j = 3, 4, moßno perevesti v koren~ e_1 + e_3. Krome togo,

sistema Δ soderßit 12 korotkih korneæ, a imenno ±e_3, ±e_4 i

±^1_2 (e_1 − e_2 ± e_3 ± e_4). Osta¸tsØ ewe 12 korotkih korneæ ±e_1 , ±e_2 i ±^1_2 (e_1 + e_2 ± e_3 ± e_4). Uße otraßeniØmi otnositel~no pereqislennyh vyxe dlinnyh korneæ i otraßeniØmi otnositel~no korneæ

e_3 i e_4, kotorye realizu¸t smenu znaka dvuh poslednih koordi-

nat, l¸boæ iz pervyh qetyreh korneæ perevoditsØ v e_2, a l¸boæ iz ostal~nyh vos~mi – v ±^1_2 (e_1 + e_2 − e_3 − e_4). Ostalos~ zametit~, qto w_4(e_2) = ±^1_2 (e_1 + e_2 − e_3 − e_4).

• V kaqestve Δ = A_2 + ~A_2 voz~mem podsistemu, poroßdennu¸ δ, α_1 i α_3, α_4. Gruppa VeælØ W (Δ) imeet indeks 2 v X(Δ), v ka-

qestve vnexnego avtomorfizma moßno vzØt~ w = w_{e1}�_{e2} w_{e3}. Uße otnositel~no podgruppy W (A_2 + ~A_1), gde ~A_1 = ⟨α_3⟩, ostavxiesØ 18 dlinnyh korneæ obrazu¸t dve orbity, a imenno,

X = {±(e_1 − e_2), ±(e_1 + e_3), ±(e_2 + e_3)}, Y = {±e_i ± e_4, 1 6 i 6 3}.

˚sno, qto w_4 slivaet ffti orbity. S drugoæ storony, iz ostavxihsØ 18 korotkih korneæ 6 korneæ ±e_1 , ±e_2, ±e_3 tranzitivno pe-

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 111 restavlØ¸tsØ uße gruppoæ VeælØ W (A_2). Ostal~nye 12 korotkih korneæ, a imenno, ± 1 2 (e_1 + e_2 + e_3 ± e_4), ± 1 2 (e_1 − e_2 + e_3 ± e_4), ± 1 2 (e_1 + e_2 − e_3 ± e_4),

tranzitivno perestavlØ¸tsØ W (A_2 + ~A_1), gde ~A_1 = ⟨α_3⟩, i vnexnim avtomorfizmom w. ˚sno, qto w_4 slivaet dve ffti orbity, qto zaverxaet razbor sluqaØ Φ = F_4.

Sluqaæ G2. DlØ Φ = G2 podsistema A2 obrazuet mnoßestvo

dlinnyh korneæ, tak qto nam ostaetsØ lix~ rassmotret~ podsistemu Δ = A_1 + ~A_1. Narisovav kartinku, kaßdyæ moßet uvidet~, qto qetvernaØ gruppa W (Δ) tranzitivno deæstvuet na qetverke dlinnyh i qetverke korotkih korneæ, ne popavxih v Δ.

§5. Sluqaæ E6

DlØ E_6 nam ostaetsØ rassmotret~ tri sluqaØ Δ = A_5 +

A_1, 3A_2, D_4. Starxiæ koren~ sistemy E_6 raven δ = η_{78}.

Podsistema A5 + A1. Poloßim

A_5 + A_1 = ⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6⟩ + ⟨δ⟩.

Mnoßestvo E^+_6 \ (A_5 + A_1)^+ sostoit v toqnosti iz vseh 20 korneæ γ_{ijh}.

˚sno, qto uße W (A_5), kotoraØ perestavlØet koordinaty

1, 2, 3, 4, 5, 6, deæstvuet tranzitivno na mnoßestve vseh poloßitel~nyh korneæ takogo tipa. S drugoæ storony, w_δ menØet znak korneæ tipa γ, naprimer, w_δ(γ_{123}) = −γ_{456}.

Podsistema 3A2. Poloßim

3A_2 = ⟨α_1, α_3⟩ + ⟨α_5, α_6⟩ + ⟨α_2, α_0⟩.

Mnoßestvo (E_6 \ 3A_2)^+ sostoit iz 27 korneæ, a imenno β_{ij} , i > 3 ¿ j; γ_{ijk}, {i, j, k} ≠ {1, 2, 3}, {4, 5, 6}. Vspomniv, qto w_{ij} perestavlØet e_i i e_j , my vidim, qto uße gruppa VeælØ W (⟨α_1, α_3, α_5, α_6⟩) tranzitivno deæstvuet na mnoßestvah X = { β_{ij} , i > 3 ¿ j } , Y = { γ_{ijk}, 1 6 i, j 6 3; 4 6 k 6 6 } , Z = { γ_{ijk}, 1 6 i 6 3; 4 6 j, k 6 6 } ,

112 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV priqem (E_6 \ 3A_2)^+ = X ⊔ Y ⊔ Z.

S drugoæ storony, tak kak γ_{124} ∈ Y i w_2(γ_{124}) = β_{43}, to X i Y leßat v odnoæ orbite, a tak kak w_{145}(γ_{456}) = β_{61}, to X i Z leßat v odnoæ orbite. Teper~ vospol~zuemsØ vnexnim avtomorfizmom w0_{= w14w25w36}. On menØet mestami_{⟨α1, α2⟩} i_{⟨α5, α6⟩}, a_{⟨α4, α0⟩} ostavlØet na meste. Pri fftom w0(β_{14}) = −β_{14}, qto i zakanqivaet dokazatel~stvo tranzitivnosti v fftom sluqae.

Podsistema D4. Poloßim

D_4 = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5⟩.

Mnoßestvo (E_6 \ D_4)^+ sostoit iz sledu¸wih 24 korneæ: 9 korneæ vida β_{i1} i β_{6i}, 14 korneæ vida γ_{ijh}, gde i, j, h > 1, i γ_{1i6}, gde 2 6

i 6 5, a tak ße kornØ δ.

Pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_3, α_4, α_5⟩) tipa A_3, perestavlØ¸weæ e_2, e_3, e_4, e_5, ffti korni razbiva¸tsØ na sledu¸wie sem~ orbit: po tri orbity korneæ tipov β i γ

P = {β_{i1}, 2 6 i 6 5}, Q = {β_{6i}, 2 6 i 6 5}, U = {β_{61}}, V = {γ_{ijk}, 2 6 i, j, k 6 5}, X = {γ_{ij6}, 2 6 i, j 6 5}, Y = {γ_{1j6}}. i orbitu starxego kornØ Z = {δ}.

Dobaviv teper~ koren~ α_2, my vidim, qto ffti orbity sliva- ¸tsØ v tri 8-fflementnye orbity, P ∪V , Q∪Y i U ∪X ∪Z. V samom dele, pervye dva sliØniØ vyteka¸t iz ravenstv w_{134}(γ_{345}) = β_{51} i w_{136}(γ_{123}) = β_{62}, a tret~e – iz ravenstv w_{123}(δ) = γ_{456} i

w_{134}(γ_{346}) = β_{61}.

Ostalos~ vospol~zovat~sØ vnexnimi avtomorfizmami w0 =

w_{16}w_δ i w00 = w_{12}w_{345}. Imeem w0(β_{12}) = β_{62}, pofftomu s toqnost~¸ do znaka pod deæstviem X(S) orbity P ∪ V i Q ∪ Y sliva¸tsØ. S drugoæ storony, w00(β_{62}) = β_{61}, pofftomu sliva¸tsØ orbity Q∪Y i U ∪X ∪Z. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva tranzitivnosti ostaetsØ lix~ zametit~, qto w0(β_{16}) = −β_{16}.

§6. Sluqaæ E7

DlØ E_7 nam ostaetsØ rassmotret~ xest~ sluqaev

Δ = D_6 + A_1, A_7, A_5 + A_2, D_4 + 3A_1, 7A_1, E_6.

Starxiæ koren~ sistemy E_7 raven δ = η_{18}.

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 113

Podsistema D6 + A1. Poloßim

D_6 + A_1 = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩ + {δ}.

Mnoßestvo E^+_7 \ (D_6 + A_1)^+ sostoit iz 32 korneæ

β_{1i}, i ¿ 2; γ_{ijk}, 2 6 i, j, k 6 7; η_{i8}, i ¿ 2.

Uße pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩) tipa

A_5 ffti korni razbiva¸tsØ na 3 orbity: X = {±β_{1i}}, Y = {±γ_{ijk}}, Z = {±η_{i8}}. OstaetsØ zametit~, qto pod deæstviem W (D_6) prois-

hodit sliØnie orbit s toqnost~¸ do znaka, a imenno, w_{123}(γ_{234}) =

β_{14} i w_{123}(η_{48}) = γ_{567}. A ispol~zovanie dopolnitel~no W (A_1) po-

zvolØet menØt~ znak: w_{25}w_{36}w_{47}w_δ(γ_{234}) = −γ_{234}.

Podsistema A7. Poloßim

A_7 = ⟨δ, α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩.

˚sno, qto (E_7 \ A_7)^+ sostoit iz 35 korneæ γ_{ijk}. Uße s pomow~¸ gruppy VeælØ W (A_6) dlØ sistemy A_6 = ⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩ vse takie poloßitel~nye korni perestavlØ¸tsØ meßdu soboæ. A znak menØetsØ pri pomowi δ: w_δ(γ_{234}) = −γ_{567}.

Podsistema A5 + A2. Poloßim

A_5 + A_2 = ⟨α_2, α_4, α_5, α_6, α_7⟩ + ⟨δ, α_1⟩.

Mnoßestvo E^+_7 \ (A_5 + A_2)^+ sostoit iz 45 korneæ β_{1i}, i ¿ 2; γ_{ijk}, |{i, j} ∩ {1, 2}| 6 1; η_{i8}, 3 6 i 6 7. Pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_1, α_4, α_5, α_6, α_7⟩) tipa A_1 +A_4 poluqaem 4 orbity

U = {β_{ij} , i = 1, 2; 3 6 j 6 7}, V = {η_{i8}, 3 6 j 6 7}, X = {γ_{1ij}, γ_{2ij} , 3 6 i, j 6 7}, Y = {γ_{ijk}, 3 6 i, j, k 6 7}. Teper~ ravenstvo w_{123}(β_{41}) = γ_{234} pokazyvaet, qto pod deæstviem W (Δ) proishodit sliØnie U i X. Ravenstvo w_{123}(γ_{456}) = η_{78} pokazyvaet, qto proishodit sliØnie V i Y . Nakonec, ravenstvo

w_δ(β_{13}) = η_{28} pokazyvaet, qto proishodit sliØnie U i V . Takim

obrazom, uße W (A_5 +A_2) deæstvuet tranzitivno na E^+_7 \(A_5+A_2)^+ . Ostalos~ zametit~, qto vnexniæ avtomorfizm w_{32}w_{145}w_{167} perevodit γ_{145} v −γ_{145}.

114 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

Podsistema D4 + 3A1. �to naibolee interesnyæ sluqaæ sredi

vseh podsistem E_7. Poloßim

D_4 + 3A_1 = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5⟩ + ⟨δ⟩ + ⟨α_7⟩ + ⟨γ_{167}⟩.

Mnoßestvo E^+_7 \ (D_4 + 3A_1)^+ sostoit iz 48 korneæ.

Kak obyqno, preßde vsego, my rassmotrim orbity gruppy VeælØ W (⟨α_3, α_4, α_5, α_7⟩), poluqa¸weæsØ pereseqeniem grupp VeælØ D_4 + 3A_1 i A_6 = ⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩. Pri fftom poluqaetsØ 9 orbit: P = {β_{i1}, 2 6 i 6 5}, Q = {β_{i1}, i = 6, 7}, R = {β_{7i}, β_{6i}, 2 6 i 6 5},

S = {γ_{1ij}, 2 6 i 6 5, j = 6, 7}, T = {γ_{i67}, 2 6 i 6 5}, U = {γ_{ijk}, 2 6 i, j 6 5, k = 6, 7}, V = {γ_{ijk}, 2 6 i, j, k 6 5}, X = {η_{i8}, 2 6 i 6 5}, Y = {η_{i8}, i = 6, 7}. Posmotrim teper~ na sliØnie fftih orbit pod deæstviem w_2 =

w_{123} i w_{167}:

∘ Iz ravenstva w_{123}(β_{41}) = γ_{234} sleduet, qto P slivaetsØ s V .

∘ Iz ravenstva w_{123}(β_{61}) = γ_{236} sleduet, qto Q slivaetsØ s U .

∘ Iz ravenstva w_{123}(β_{72}) = γ_{137} sleduet, qto R slivaetsØ s S.

∘ Iz ravenstva w_{123}(η_{48}) = γ_{567} sleduet, qto X slivaetsØ s T .

∘ Iz ravenstva w_{123}(η_{78}) = γ_{456} sleduet, qto Y slivaetsØ s U .

∘ Iz ravenstva w_{167}(β_{21}) = γ_{267} sleduet, qto P slivaetsØ s T . Takim obrazom, pod deæstviem gruppy VeælØ W (D_4 + 2A_1) u nas poluqilos~ tri 16-fflementnyh orbity P ∪ T ∪ V ∪ X, Q ∪ U ∪ Y i R∪S. Tak kak oni osta¸tsØ otdel~nymi orbitami pod deæstviem gruppy VeælØ W (D_4 + 3A_1), ffto navodit na mysl~ o troæstvennosti.

Rassmotrim sledu¸wie tri fflementa w_{46}w_{146}, w_{267}w_{η28} , w_{61}w_δ. Legko proverit~, qto oni deæstvitel~no sohranØ¸t D_4 i odin ffkzemplØr A_1, perestavlØØ dva drugih. Takim obrazom, oni deæstvitel~no ØvlØ¸tsØ vnexnimi avtomorfizmami sistemy D_4 +

3A_1. Posmotrim na orbity korneæ pod deæstviem fftih vnexnih

avtomorfizmov:

∘ Iz ravenstva w_{46}w_{146}(β_{21}) = γ_{246} sleduet, qto P slivaetsØ s U .

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 115

∘ Iz ravenstva w_{61}w_δ(β_{21}) = β_{26} sleduet, qto R slivaetsØ s U , s toqnost~¸ do znaka.

No pomenØt~ znak toße netrudno:

∘ w_{61}w_δ(β_{61}) = −β_{61}.

Podsistema 7A1. Poloßim

7A_1 = ⟨γ_{123}⟩ + ⟨γ_{145}⟩ + ⟨γ_{167}⟩ + ⟨γ_{246}⟩ + ⟨γ_{257}⟩ + ⟨γ_{347}⟩ + ⟨γ_{356}⟩.

Mnoßestvo (E_7 \ 7A_1)^+ sostoit iz 56 korneæ. Posmotrim, kak ustroena gruppa X(7A_1). Vnutrennie avtomorfizmy sistemy

7A_1 poroßda¸tsØ kommutiru¸wimi otraßeniØmi otnositel~-

no korneæ iz (7A_1)^+ i, sledovatel~no, obrazu¸t gruppu porØdka 2^7. Krome togo, imeetsØ semeæstvo vnexnih avtomorfizmov vida w_{ij}w_{kl}. Priqœm dlØ l¸boæ pary (ij) naædœtsØ 2 pary

(k_1, l_1), (k_2, l_2) takie, qto vyxeukazannyæ fflement budet vnexnim

avtomorfizmom 7A_1.

Pol~zuØs~ fftimi avtomorfizmami, sovsem prosto dokazat~ tranzitivnost~ normalizatora 7A_1 na dopolnenii podsistemy

7A_1. L¸boæ β_{mn} my smoßem perevesti snaqala v β_{1n}. DlØ ffto-

go nado vospol~zovat~sØ vnexnim avtomorfizmom w_{ij}w_{kl}, gde

(ij) = (1m), a (kl) ffto ta iz dvuh par, kotoraØ ne soderßit n.

Toqno takim ße sposobom β_{1n} my perevoditsØ v β_{12}.

Rassmotrim teper~ koren~ vida γ_{ijh}, ne prinadleßawiæ 7A_1. Po postroeni¸ 7A_1 suwestvuet edinstvennyæ koren~ γ_{ijk} ∈ A_7, takoæ, qto k ≠ h. Togda w_{ijk}(γ_{ijh}) = β_{hk}. Takim obrazom, vse takie korni tak ße perevodØtsØ v β_{12}. Nakonec, w_{123}(η_{i8}) = γ_{456} tak qto takoæ koren~ toße perevoditsØ v β_{12}. OstaœtsØ pomenØt~ znak, a ffto netrudno: w_{β12} w_{β47} (β_{12}) = −β_{12}.

Podsistema E6. V kaqestve sistemy tipa E6 my, kak i v para-

grafe 1, voz~mem

E_6 = ⟨α_1, α_2, α_3, α_4, α_5, α_6⟩.

Takim obrazom, E_7 \ E_6 sostoit iz teh korneæ, u kotoryh kofffficient pri e_7 ne raven nul¸.

Pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6⟩) tipa A_5 my poluqaem tri oqevidnye orbity: X = {β_{i7}, 1 6 i 6 6}, Y = {γ_{ij7}, 1 6 i, j 6 6}, Z = {η_{i8}, 1 6 i 6 6}. Zametiv, qto w_{γ456} (β_{67}) = γ_{457} i w_{γ457} (γ_{123}) = η_{67}, my poluqim tranzitivnost~ gruppy W (E_6) s toqnost~¸ do znaka.

116 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV DlØ togo, qtoby ubedit~sØ v vozmoßnosti smeny znaka, pridœtsØ vospol~zovat~sØ vnexnim avtomorfizmom sistemy E_6:

w_{α27} w_{η1} w_{β127} (α_{27}) = −α_{27}.

§7. Sluqaæ E_8

DlØ E_8 nam ostaetsØ rassmotret~ vosem~ sluqaev

Δ = E_7 + A_1, D_8, E_6 + A_2, A_8, 2D_4, 2A_4, 4A_2, 8A_1.

Starxiæ koren~ sistemy E_7 raven δ = ζ_8.

Podsistema E7 + A1. Poloßim

E_7 + A_1 = ⟨α_1, α_2, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩ + ⟨δ⟩.

Mnoßestvo E^+_8 \ (E_7 + A_1)^+ sostoit iz 56 korneæ, kotorye razbiva¸tsØ pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7⟩) tipa A_6 na qetyre orbity U = {β_{i8}, 1 6 i 6 7}, V = {γ_{ij8}, 1 6 i, j 6 7}, X = {η_{ij}, 1 6 i, j 6 7}, Y = {ζ_i, 1 6 i 6 7}. Kak obyqno, dobavlenie otraßeniØ w_2 = w_{123} slivaet ffti orbity s toqnost~¸ do znaka, a otraßenie w_δ perevodit E^+_8 \(E_7+A_1)^+ v E�_8 \ (E_7 + A_1)�.

Zameqanie. S toqki zreniØ teorii predstavleniæ zdes~ izloße-

na konstrukciØ algebry Li tipa E_8 kak prØmoæ summy algebry Li E_7 + A_1 i tenzornogo proizvedeniØ 56-mernogo predstavleniØ algebry E_7 s estestvennym predstavleniem algebry A_1. Tranzitivnost~ deæstviØ W (E_7 + A_1) oznaqaet, qto ffto predstavlenie neprivodimo, qto oqevidno. Ukazannoe razloßenie na orbity

56 = 7 + 21 + 21 + 7 opisyvaet raspadenie 56-mernogo predstavle-

niØ pri ograniqenii na A_6.

Podsistema D8. Poloßim

D_8 = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7, α_8, δ⟩.

Mnoßestvo (E_8 \ D_8)^+ sostoit iz 64 korneæ, kotorye razbiva¸tsØ na qetyre orbity pod deæstviem gruppy VeælØ

W (⟨α_3, α_4, α_5, α_6, α_7, α_8⟩) tipa A_6: U = {β_{1i}, 2 6 i 6 8}, V = {γ_{ijk}, 2 6 i, j, k 6 8},

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 117 X = {η_{ij}, 2 6 i, j 6 8}, Y = {ζ_1}. Kak obyqno, dobavlenie otraßeniØ w_2 = w_{123} slivaet ffti orbity s toqnost~¸ do znaka, a otraßenie w_δ perevodit (E_8 \ D_8)^+ v

(E_8 \ D_8)�.

Zameqanie. S toqki zreniØ teorii predstavleniæ zdes~ izlo-

ßena konstrukciØ algebry Li tipa E_8 kak prØmoæ summy algebry Li D_8 i ee poluspinornogo predstavleniØ razmernosti 128. Tranzitivnost~ deæstviØ W (D_8) oznaqaet, qto ffto predstavlenie neprivodimo, qto soverxenno oqevidno.

Podsistema E6 + A2. Zafiksiruem sledu¸wu¸ podsistemu E6 +

A_2:

E_6 + A_2 = ⟨α_1, α_2, α_3, α_4, α_5, α_6⟩ + ⟨α_8, δ⟩.

V fftom sluqae |E^+_8 \ (E_6 + 3A_2)^+ | = 81. My hotim vospol~zovat~sØ sluqaem (E_6, 3A_2) i dlØ fftogo seæqas my napomnim, kak vyglØdela podsistema 3A_2 v E_6 – vmeste s ishodnoæ A_2 ffti tri ffkzemplØra

A_2 kak raz i dadut sistemu 4A_2, kotoru¸ my rassmotrim qut~

niße: ⟨α_1, α_3⟩, ⟨α_5, α_6⟩, ⟨α_2, η_{78}⟩. Korneæ, ortogonal~nyh rovno k odnomu iz fftih A_2 v E^+_8 \ (E_6 +

3A_2)^+, rovno 27 xtuk. V samom dele, poloßitel~nyh korneæ, or-

togonal~nyh k A_2 v E_8 rovno 36 xtuk, iz kotoryh 6 leßat v E_6, a ewe 3 – v dopolnitel~noæ A_2.

Kak budet dokazano v punkte, posvØwennom sluqa¸ (E_8, 4A_2), kaßdyæ koren~ iz dopolneniØ k 4A_2 ortogonalen hotØ by k odnoæ iz A_2. V qastnosti, ffto tak dlØ dopolneniØ k E_6+A_2; a tak kak vse korni, ortogonal~nye k ishodnoæ kopii A_2 = ⟨α_2, η_{78}⟩, popada¸t v E_6, to kaßdyæ koren~ iz E^+_8 \ (E_6 + 3A_2)^+ ortogonalen k odnomu iz A_2, sidØwih v E_6. Ob¨edinenie treh mnoßestv, kaßdoe iz kotoryh soderßit 27 korneæ, v tom i tol~ko tom sluqae imeet porØdok 81, kogda ffti mnoßestva poparno ne pereseka¸tsØ.

�to snova privodit k troæstvennosti: postroennye v §5 fflementy gruppy VeælØ W (E_6), perestavlØ¸wie tri kopii A_2 vnutri E_6, estestvenno, perestavlØ¸t i ortogonal~nye k nim korni v E_8. Takim obrazom, uße gruppa VeælØ W (E_6 + A_2) tranzitivno perestavlØet korni E^+_8 \ (E_6 + 3A_2)^+ s toqnost~¸ do znaka.

Qtoby dokazat~ tranzitivnost~ na vseh kornØh, neobhodimo vospol~zovat~sØ vnexnim avtomorfizmom sistemy E_6 + A_2. A

118 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV imenno,

w = w_{η12} w_{η34} w_{η56} w_{η78} .

˚sno, qto vse korni η_{12}, η_{34}, η_{56}, η_{78} ortogonal~ny k α_1, α_4, α_6 i α_8, i, znaqit, w ostavlØet ih na meste. Teper~ prØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto

w(α_3) = −(α_1 + α_3 + α_4), w(α_2) = −(α_2 + α_4),

w(α_5) = −(α_4 + α_5 + α_6), w(δ) = −(α_8 + δ).

Takim obrazom, w induciruet vnexniæ avtomorfizm porØdka 2 odnovremenno na E_6 i na E_2 i, tem samym, menØet znaki na kornØh dopolneniØ.

Zameqanie. Vproqem, v fftom legko ubedit~sØ i bez vseh fftih

trudov. Vo-pervyh, predstavlenie algebry Li E_6 + A_2, ØvlØ¸- weesØ tenzornym proizvedeniem 27-mernogo predstavleniØ E_6 so starxim vesom ϖ_1 i estestvennogo predstavleniØ A_2 so starxim vesom ϖ_1, neprivodimo. Vo-vtoryh, vnexniæ avtomorfizm E_6+A_2 prevrawaet fftot modul~ v tenzornoe proizvedenie kontragradientnyh predstavleniæ: 27-mernogo predstavleniØ E_6 so starxim vesom ϖ_6 i predstavleniØ A_2 so starxim vesom ϖ_2.

Podsistema A8. Poloßim

A_8 = ⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7, α_8, δ⟩.

Mnoßestvo (E_8 \ A_8)^+ sostoit iz sledu¸wih 84 korneæ {γ_{ijk}, 1 6 i, j, k 6 8}, {η_{ij}, 1 6 i, j 6 8}, priqem ukazannoe vyxe razbienie – ffto v toqnosti razbienie

(E_8 \ A_8)^+ na dve orbity gruppy W (⟨α_1, α_3, α_4, α_5, α_6, α_7, α_8⟩) ti-

pa A_7. Kak my znaem, primenenie w_δ perestavlØet ffti klassy meßdu soboæ s toqnost~¸ do znaka: w_δ(γ_{678}) = −η_{67}. Tot ße samyæ vnexniæ avtomorfizm w, qto i v sluqae E_6 + A_2 realizuet kontragradient A_8:

w(α_3) = −(α_1 + α_3 + α_4), w(α_5) = −(α_4 + α_5 + α_6),

w(α_7) = −(α_6 + α_7 + α_8), w(δ) = −(α_8 + δ),

i, tem samym, menØet znaki na kornØh E_8 \ A_8.

Zameqanie. S toqki zreniØ teorii predstavleniæ zdes~ izloße-

na konstrukciØ algebry Li tipa E_8 kak prØmoæ summy algebry

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 119 Li A_8 i dvuh 84-mernyh predstavleniæ algebry A_8, sm., naprimer, [10]. To, qto kaßdoe iz fftih predstavleniæ – predstavlenie na trivektorah i dvoæstvennoe k nemu – neprivodimo, oqevidno. Qtoby utverßdat~, qto oni perestavlØ¸tsØ meßdu soboæ, dostatoqno znat~, qto X(A_8) ≠ W (A_8).

Teper~ naqina¸tsØ sloßnye sluqai, dlØ kotoryh imeetsØ neskol~ko vnexnih avtomorfizmov i proverka tranzitivnosti potrebuet nekotoryh vyqisleniæ.

Podsistema 2D4. �to, poßaluæ, samyæ interesnyæ sluqaæ. Po-

loßim

2D_4 = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5⟩ + ⟨α_7, α_8, δ, γ_{167}⟩.

Mnoßestvo E^+_8 \ 2D^+_4 sostoit iz 96 korneæ. Preßde vsego, rassmotrim deæstvie W (D_4). Legko ubedit~sØ, qto pod deæstviem gruppy VeælØ W (2D_4) ffti korni razbiva¸tsØ s toqnost~¸ do znaka na tri orbity X, Y i Z, kotorye opisyva¸tsØ sledu¸- wim obrazom.

Vot pervaØ orbita: X = {β_{1i}, 2 6 i 6 5} ∪ {γ_{ijk}, 2 6 i 6 5, 6 6 j, k 6 8}∪ {γ_{ijk}, 2 6 i, j, k 6 5} ∪ {η_{ij}, 2 6 i 6 5, 6 6 j 6 8}. To, qto ffti korni deæstvitel~no popada¸t v odnu orbitu, vidno iz deæstviØ W (A_3 + A_2) i togo, qto

w_{167}(β_{12}) = γ_{267}, w_{134}(γ_{267}) = η_{58}, w_{134}(β_{12}) = γ_{234}.

Vot vtoraØ:

Y = {β_{1i}, 6 6 i 6 8} ∪ {γ_{ijk}, 2 6 i, j 6 5, 6 6 k 6 8} ∪ {γ_{678}} {η_{ij}, 2 6 i, j 6 5} ∪ {η_{ij}, 6 6 i, j 6 8} ∪ {ζ_1}. DlØ proverki togo, qto ffti korni deæstvitel~no popada¸t v odnu orbitu, zametim, qto

w_{178}(β_{16}) = γ_{678}, w_{123}(γ_{678}) = η_{45}, w_{145}(η_{45}) = ζ_1,

w_{123}(β_{16}) = γ_{236}, w_{145}(γ_{236}) = η_{78}.

I, nakonec, tret~Ø:

Z = {β_{ij} , 2 6 i 6 5, 6 6 j 6 8} ∪ {γ_{1jk}, 2 6 j 6 5, 6 6 k 6 8}∪

120 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

{η_{1j}, 2 6 j 6 5} ∪ {ζ_i, 2 6 i 6 5}.

V samom dele,

w_{167}(β_{26}) = γ_{127}, w_{ζ8} (−β_{28}) = ζ_2, w_{123}(ζ_2) = η_{13}.

Tak kak porØdki vseh orbit ravny 32, snova estestvenno voznikaet mysl~ o troæstvennosti i o tom, qto ffti orbity perestavlØ¸tsØ meßdu soboæ – i s protivopoloßnymi po znaku – pri pomowi vnexnih avtomorfizmov 2D_4. Indeks W (2D_4) v X(2D_4) raven 12: imeetsØ avtomorfizm, perestavlØ¸wiæ dva ffkzemplØra D_4, i 6 vnexnih avtomorfizmov D_4, kotorye odnovremenno realizu¸tsØ na obeih kopiØh D_4. Kstati, 2-qast~ fftih vnexnih avtomorfizmov – no, estestvenno, ne 3-qast~! – realizuetsØ uße v D_8.

Vot ffti vnexnie avtomorfizmy. Pervye dve formuly

w_{578}w_{η56} (β_{16}) = η_{15}, w_{578}w_{η56} (β_{16}) = η_{15}, w_{578}w_{η56} (γ_{578}) = −γ_{578}

ubeßda¸t nas v sliØnii orbit s toqnost~¸ do znaka, a tret~Ø formula pokazyvaet, qto moßno smenit~ znak.

Podsistema 2A4. Poloßim

2A_4 = ⟨α_1, α_3, α_4, α_2⟩ + ⟨α_6, α_7, α_8, δ⟩.

Mnoßestvo E^+_8 \ 2A^+_4 sostoit iz 100 korneæ. Pod deæstviem gruppy VeælØ W (⟨α_1, α_3, α_4, α_6, α_7, α_8⟩) tipa 2A_3 ffti korni razbiva- ¸tsØ na sledu¸xie vosem~ orbit

P = {β_{ij}, 1 6 i 6 4, 5 6 k 6 8}, Q = {γ_{ijk}, 1 6 i, j 6 4, 5 6 k 6 8}, R = {γ_{ijk}, 1 6 i 6 4, 5 6 j, k 6 8}, S = {γ_{ijk}, 5 6 i, j, k 6 8}, U = {η_{ij}, 1 6 i, j 6 4}, V = {η_{ij}, 1 6 i 6 4, 5 6 j 6 8}, X = {η_{ij}, 5 6 i, j 6 8}, Y = {ζ_i, 1 6 i 6 4}. Dobavlenie deæstviØ w_2 = w_{123} privodit k sliØniØm P ∪Q, R∪X, S ∪ V , U ∪ Y : w_{123}(β_{15}) = γ_{235}, w_{123}(γ_{456}) = η_{78},

w_{123}(γ_{567}) = η_{48}, w_{123}(ζ_1) = η_{23}.

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 121 Teper~ dobavlenie deæstviØ w_δ privodit k sliØniØm P ∪ Q ∪

U ∪ Y i R ∪ S ∪ V ∪ X, s toqnost~¸ do znaka:

w_δ(β_{18}) = −ζ_1, w_δ(γ_{458}) = −η_{45}.

�to i budut orbity deæstviØ W (2A_4).

DlØ dokazatel~stva tranzitivnosti nam ponadobØtsØ vnexnie avtomorfizmy. A imenno, indeks W (2A_4) v X(2A_4) raven 4, qem my seæqas i vospol~zuemsØ. Tot ße vnexniæ avtomorfizm w, qto i v sluqae E_6 + A_2, realizuet kontragradient odnovremenno na dvuh kopiØh A_4. Kak my uße znaem, w(α_5) = −(α_4 +α_5 +α_6), qto pozvolØet smenit~ znak. Krome togo, moßno perestavit~ dve kopii

A_4, naprimer, tak w0_{= wη12 wη34 w15w26w37w48.} �to pozvolØet slit~ dve orbity, w0(β_{15}) = η_{25}.

Podsistema 4A2. Poloßim

4A_2 = ⟨α_1, α_3⟩ + ⟨α_2, η_{78}⟩ + ⟨α_5, α_6⟩ + ⟨α_8, δ⟩.

Mnoßestvo E^+_8 \ 4A^+_2 sostoit iz 108 korneæ. UbedimsØ, preßde vsego, qto kaßdyæ iz fftih korneæ ortogonalen hotØ by k odnoæ kopii A_2.

∘ Korni s ravnymi kofffficientami pri e_1, e_2 i e_3 ortogonal~- ny ⟨α_1, α_3⟩.

∘ Korni s ravnymi kofffficientami pri e_4, e_5 i e_6, ortogonal~ny ⟨α_5, α_6⟩.

∘ Korni β_{ij} , 1 6 i 6 3, 4 6 j 6 6, ortogonal~ny ⟨α_8, δ⟩. ∘ Korni γ_{ijk}, 1 6 i 6 3, 4 6 j 6 6, k = 7, 8, ortogonal~ny ⟨β_{123}, γ_{78}⟩.

∘ Korni γ_{ijk}, 1 6 i, j, k 6 6, ortogonal~ny ⟨α_{78}, δ_8⟩ ∘ Korni η_{ij}, 1 6 i 6 3, 4 6 j 6 6, ortogonal~ny ⟨β_{123}, γ_{78}⟩ Odnako, tak kak vse korni, ortogonal~nye k podsisteme tipa A_2, obrazu¸t podsistemu tipa E_6, priqem tri drugie kopii

A_2 sidØt v fftoæ podsisteme tipa E_6 i nikakih ortogonal~nyh

k nim korneæ v E_6 net, to kaßdyæ koren~ iz Φ \ Δ ortogonalen rovno k odnoæ iz naxih podsistem A_2, qto daet razbienie

Φ \ Δ na qetyre podmnoßestva, kaßdoe iz kotoryh soderßit 54

kornØ, ortogonal~nyh k kakoæ-to iz naxih A_2. To, qto na fftih

122 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV mnoßestvah X(4A_2) deæstvuet tranzitivno, izvestno iz sluqaØ

(E_6, 3A_2). A imenno, v §5 my dokazali, qto ffti korni tranzitivno

perestavlØ¸tsØ uße v N_{W (E6)}(W (3A_2)) 6 X(4A_2).

Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva tranzitivnosti dostatoqno soslat~sØ na to, qto l¸bye dve podsistemy tipa A_2 soprØßeny v W (E_8), tak qto naædetsØ fflement iz X(S), perestavlØ- ¸wiæ meßdu soboæ naxi A_2 – i, sledovatel~no, tak ße i ortogonal~nye k nim mnoßestva! DlØ polnoty postroim ffti vnexnie avtomorfizmy sistemy 4A_2 Øvno:

∘ �lement w_{14}w_{25}w_{36} perestavlØet meßdu soboæ pervu¸ i tret~¸ kopii A_2, ostavlØØ na meste ostal~nye.

∘ �lement w_{457}w_{η67} w_{ζ6} perestavlØet meßdu soboæ vtoru¸ i qetvertu¸ kopii A_2, ostavlØØ na meste ostal~nye.

∘ �lement w_{47}w_{58}w_{ζ6} perestavlØet meßdu soboæ tret~¸ i qetvertu¸ kopii A_2, ostavlØØ na meste ostal~nye.

Podsistema 8A1. Poloßim

8A_1 = ⟨α_3⟩ + ⟨α_5⟩ + ⟨α_7⟩ + ⟨ζ_8⟩ + ⟨α_2⟩ + ⟨γ_{145}⟩ + ⟨γ_{167}⟩ + ⟨η_{18}⟩.

My svedem dokazatel~stvo k sluqa¸ (E_7, 7A_1) pri pomowi primerno takogo ße rassußdeniØ, kak to, kotorym my tol~ko qto sveli sluqaæ (E_8, 4A_2) k sluqa¸ (E_6, 3A_2).

Preßde vsego dokaßem, qto kaßdyæ koren~ E_8 ortogonalen k kakomu-to A_1 iz 8A_1.

∘ Esli kofffficient pri e_8 u kornØ raven 0, to fftot koren~ ortogonalen ζ_8.

∘ Esli kofffficient pri e_8 u kornØ ne raven 0, to on imeet vid β_{i8}, γ_{ij8}, η_{i8} ili ζ_i. Kaßdyæ iz fftih korneæ ortogonalen po kraæneæ mere odnomu iz korneæ α_3, α_5, α_7 – a imenno, tomu α_k, dlØ kotorogo i, j ≠ k, k + 1.

Vse korni, ortogonal~nye k kakomu-to odnomu A_1, obrazu¸t sistemu E_7. To, qto na teh 112 iz nih, kotorye ne prinadleßat

8A_1, gruppa X(8A_1) deæstvuet tranzitivno, izvestno iz sluqaØ (E_7, 7A_1). A imenno, v §6 my dokazali, qto ffti korni tranzitivno

perestavlØ¸tsØ uße v N_{W (E7)}(W (7A_1)) 6 X(8A_1).

Teper~ zaverxit~ dokazatel~stvo ewe prowe, qem v predyduwem sluqae. A imenno, esli tam mnoßestva korneæ, ortogonal~- nyh k razliqnym kopiØm A_2, poparno ne peresekalis~, to teper~ l¸bye dva takih mnoßestva ime¸t nepustoe pereseqenie. �to

ORBITY STABILIZATORA PODSISTEM 123 vytekaet iz togo, qto l¸bye dve podsistemy tipa 2A_1 v E_8 soprØßeny pri pomowi fflementa W (E_8) i, znaqit, dlØ l¸bogo iz nih ortogonal~noe dopolnenie takoe ße, kak dlØ sistemy ⟨η_{18}⟩+⟨δ⟩, a v fftom poslednem sluqae ono imeet tip D_6. �to znaqit, qto l¸- bye dva mnoßestva korneæ, ortogonal~nye k l¸bym dvum dannym

A_1 pereseka¸tsØ po 48 fflementam. No ffto i znaqit, qto X(8A_1)

deæstvuet na E_8 \ 8A_1 tranzitivno. My ne budem Øvno stroit~ sootvetstvu¸wie vnexnie avtomorfizmy sistemy 8A_1, hotØ i v dannom sluqae sdelat~ ffto nesloßno.

Literatura

1. A. Borel~, ȷ. Tits, Unipotentnye fflementy i paraboliqeskie podgruppy reduktivnyh grupp. I. — Matematika. Period sb. perev. in. stateæ 12 (1971), 97–104.

2. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy IV – VI. M., 1972, s. 1–334. 3. N. A. Vavilov, Maksimal~nye podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ raswepimyæ tor. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ Vyp. 1. L., 1986, s. 67–75.

4. N. A. Vavilov, Vesovye fflementy grupp Xevalle. — Dokl. AN SSSR 298, ˝ 3 (1988), 524–527.

5. N. A. Vavilov, Teoremy soprØßennosti dlØ podgrupp rasxirennyh grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Dokl. AN SSSR 299, ˝ 2 (1988), 269–272.

6. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Tr. Leningr. Mat. Ob-va 1 (1990), 64–109.

7. N. A. Vavilov, Unipotentnye fflementy v podgruppah rasxirennyh grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Dokl. RAN 328, ˝ 5 (1993), 536–539.

8. N. A. Vavilov, A. ı. Luzgarev, I. M. Pevzner, Gruppa Xevalle tipa E6 v 27-mernom predstavlenii. — Zap. nauqn. sem. POMI 338 (2006), 5–68.

9. N. A. Vavilov, A. A. Semenov, Dlinnye kornevye poluprostye fflementy v gruppah Xevalle. — Dokl. RAN 338, ˝ 6 (1994), 725–727.

10. �. B. Vinberg, A. G. �laxvili, KlassifikaciØ trivektorov v devØtimernom prostranstve. — Trudy Seminara po Vekt. i Tenz. Analizu 18 (1978), 197–233.

11. E. B. Dynkin, Poluprostye podalgebry poluprostyh algebr Li. — Mat.

sb. 30, ˝ 2 (1952), 349–362.

12. R. Karter, Klassy soprØßennyh fflementov v gruppe VeælØ. — V kn.:

Seminar po algebraiqeskim gruppam. M., Mir, 1973, s. 288–306. 13. ı. I. Manin, Kubiqeskie formy: algebra, geometriØ, arifmetika. M., Nauka, 1972, s. 1–292.

14. A. Borel, J. de Siebenthal, Les sous-groupes fermés connexes de rang maximal des groupes de Lie clos. — Comm. Math. Helv. 23, No. 2 (1949), 200–221.

124 N. A. VAVILOV, N. P. HARQEV

15. R. W. Carter, Conjugacy classes in the Weyl group. — Compositio Math. 25, No. 1 (1972), 1–59.

16. D. I. Deriziotis, Centralizers of semi-simple elements in a Chevalley group. — Comm. Algebra 9, No. 19 (1981), 1997–2014.

17. A. J. Idowu, A. O. Morris, Some combinatorial results for Weyl groups. — Math.

Proc. Cambridge Phil. Soc. 101, No. 3 (1987), 405–420.

18. A. L. Harebov, N. A. Vavilov, On the lattice of subgroups of Chevalley groups containing a split maximal torus. — Comm. Algebra 24, No. 1 (1996), 109–133.

19. R. B. Howlett, Normalizers of parabolic subgroups of reflection groups. — J. London Math. Soc. 21, No. 1 (1980), 62–80.

20. M. Golubitsky, B. Rothschild, Primitive subalgebras of exceptional Lie algebras.

— Pacific J. Math. 39, No. 2 (1971), 371–393.

21. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. Proc Conf. Groups of Lie Type and their Geometries (Como – 1993). Cambridge Univ. Press, 1995, pp. 233–280.

22. N. A. Vavilov, Do it yourself structure theorems for Lie algebras of type E_l. —

Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 60–104.

23. N. Wallach, On maximal subsystems of root systems. — Canad. J. Math. 20, No. 3 (1968), 555–574.

Vavilov N. A., Kharchev N. P. Orbits of subsystem stabilisers. Let Φ be a reduced irreducible root system. We consider pairs (S, X(S)), where S is a closed set of roots, X(S) is its stabiliser in the Weyl group W (Φ). We are interested in such pairs maximal with respect to the following order: (S_1, X(S_1)) 6 (S_2, X(S_2 )) if S_1 ⊆ S_2 and X(S_1 ) 6 X(S_2 ). Main theorem asserts that if Δ is a root subsystem such that (Δ, X(Δ)) is maximal with respect to the above order, then X(Δ) acts transitively both on the long and short roots in Φ \ Δ. This result is a broad generalisation of the transitivity of the Weyl group on roots of given length.

Postupilo 30 oktØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet