Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 338, 2006 g.

N. A. Vavilov, E. ˚. Perel~man

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn

V nastoØweæ rabote my harakterizuem vnexn¸¸ stepen~ ⋀_m (GL_n) nad kommutativnym kol~com kak stabilizator perese-

qeniØ kvadrik, zadannyh sootnoxeniØmi Pl¸kkera. Takoe opisanie klassiqeski izvestno v sluqae polØ harakteristiki 0 i po suti qrezvyqaæno blizko k teoreme Qßou [24, 12], no, tak kak my rabotaem nad proizvol~nym kommutativnym kol~com, nam nußno ustanovit~ izomorfizm vnexneæ stepeni i stabilizatora pl¸kkerova ideala kak gruppovyh shem nad Z. Net nikakogo somneniØ, qto spravedlivost~ fftogo fakta neposredstvenno oqevidna kaßdomu specialistu po teorii algebraiqeskih grupp.

Odnako, kogda v svØzi s postroeniem razloßeniØ unipotentov v polivektornyh predstavleniØh nam ponadobilas~ real~naØ ssylka na uravneniØ, opredelØ¸wie polivektornoe predstavlenie, my okazalis~ v bol~xom zatrudnenii. Skoree vsego, formulirovki fftogo — i vseh ostal~nyh faktov! – v gorazdo bol~- xeæ obwnosti pohoroneny gde-to vo francuzskih rabotah naqala 1960-h godov, no daße prosto naæti ih v seredine semnadcatogo^1 toma Demaz¸ra i Grotendika [29] ili hotØ by vtorogo^1 toma Demaz¸ra i GabrifflØ [27] pod silu tol~ko samym vozvyxennym umam, a o tom, qtoby ponØt~, qto imenno tam napisano, segodnØ ne moßet byt~ i reqi, takih l¸deæ bol~xe ne dela¸t.

Kogda pervyæ avtor predloßil vtoromu v kaqestve temy diplomnoæ raboty postroit~ i izuqit~ transvekcii v polivektornom predstavlenii, dovol~no skoro stalo Øsno, qto v kaqestve pervogo xaga neobhodimo Øvno vypisat~ uravneniØ, opredelØ- ¸wie ⋀_m (GL_n). Posle neskol~kih nedel~ bezuspexnyh popytok

naæti otvet v dostupnoæ [naxemu ponimani¸] literature, my

Na zakl¸qitel~nom fftape raboty nad stat~eæ pervyæ avtor pol~zovalsØ podderßkoæ proektov RFFI 03–01–00349 (POMI RAN) i INTAS 03-51- 3251._1

Esli qitatel~ ne naædet sootvetstvu¸wih tomov, pust~ ego ffto ne udivlØet (prim. redaktorov). 69

70 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN prixli k vyvodu, qto gorazdo poleznee – i, vo vsØkom sluqae, gorazdo prowe! – prodelat~ vse trebuemye vyqisleniØ samosto- Øtel~no. PredlagaemaØ stat~Ø kak raz i ØvlØetsØ polovinoæ poluqivxeæsØ diplomnoæ raboty, vtoraØ polovina, posvØwennaØ sobstvenno izuqeni¸ transvekciæ, publikuetsØ otdel~no [7].

S tehniqeskoæ toqki zreniØ nastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ, v osnovnom ffkzersisom po teorii affinnyh gruppovyh shem i teorii algebr Li, vse osnovnye idei dokazatel~stva poqti bez izmeneniæ vzØty iz raboty Uil~Øma Uoterhauza [49]. V to ße vremØ, dlØ algebraiqeski zamknutogo polØ poloßitel~noæ harakteristiki my ssylaemsØ na qrezvyqaæno glubokie rezul~taty Gari Zeætca o maksimal~nyh svØznyh podgruppah algebraiqeskih grupp [40]. V deæstvitel~nosti, i zdes~ my mogli by dokazat~ vse neobhodimye nam fakty neposredstvenno, primerno v tom duhe, kak ffto delaetsØ v teoreme 1 stat~i [44], no ffto zametno udlinilo by fftu qast~ raboty, nosØwu¸ dlØ nas slußebnyæ harakter. Zato my podrobneæxim obrazom dokumentiruem vse detali vyqisleniØ algebry Li, kotoroe slußit model~¸ dlØ naxih sledu¸wih rabot, posvØwennyh dokazatel~stvu analogiqnyh rezul~tatov dlØ iskl¸qitel~nyh grupp Xevalle.

§1. Razloßenie unipotentov

NastoØwaØ rabota voznikla iz popytki realizovat~ ewe odin fragment obrisovannoæ v [8, 42], [44–46] programmy razloßeniØ unipotentov v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. ObwaØ ideØ fftogo podhoda v Øvnom vide voznikla v dissertaciØh AlekseØ Stepanova [15] dlØ gruppy GL_n i pervogo avtora [4] dlØ drugih klassiqeskih grupp, a dlØ iskl¸qitel~nyh grupp nameqena v [8]. Ona sostoit v dokazatel~stve vozmoßnosti predstavit~ unipotenty kornevogo tipa v vide proizvedeniØ unipotentov kornevogo tipa, leßawih v sobstvennyh paraboliqeskih podgruppah – v otliqie ot sluqaØ polØ dlØ proizvol~nogo kommutativnogo kol~ca ffto soverxenno ne oqevidno! – i, po vozmoßnosti, poluqeniØ Øvnyh polinomial~nyh formul. Pri fftom, razliqnyæ vybor predstavleniæ i/ili paraboliqeskih podgrupp vedet k raznym formulam, ime¸wim raznu¸ stepen~ primenimosti i da¸wim nesovpada¸wie ocenki v razliqnyh konkretnyh zadaqah.

Bolee podrobno klassiqeskie sluqai i 27-mernoe predstavle-

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 71 nie gruppy tipa E_6 issledu¸tsØ v [44], a vo vvedenii k [46] obsußda¸tsØ dal~neæxie perspektivy. Vse detali dlØ raswepimyh klassiqeskih grupp v vektornom predstavlenii privedeny v rabote AlekseØ Stepanova i pervogo avtora [42], a dlØ 27- mernogo predstavleniØ E_6 i 56-mernogo predstavleniØ E_7 – v rabote [45]. V rabote �ntoni Baka i pervogo avtora [18] obsußdaetsØ obobwenie na unitarnye gruppy. Razloßenie unipotentov v prisoedinennyh predstavleniØh izuqaetsØ v cikle rabot pervogo avtora i EvgeniØ Plotkina, sm. opisanie vsego proekta v [46]. Qast~ fftoæ programmy realizovana v [5], a prisoedinennoe predstavlenie E_6 polnost~¸ rassmotreno v [6].

V diplomnoæ rabote vtorogo avtora, vypolnennoæ pod rukovodstvom pervogo, rezul~taty nastoØweæ raboty ispol~zu¸tsØ dlØ geometriqeskogo postroeniØ i analiza fflementov kornevogo tipa v polivektornyh predstavleniØh gruppy SL(n, R). Izvestno, qto nad kol~com klass kornevyh fflementov, soprØßennyh s fflementarnym kornevym fflementom, kak pravilo, beznadeßno mal, qtoby byt~ poleznym pri dokazatel~stve strukturnyh teorem. V to ße vremØ mnoßestvo R-toqek affinnoæ shemy, zadannoæ uravneniØmi, kotorym udovletvorØ¸t kornevye fflementy, slixkom veliko, qtoby pozvolØt~ ffffektivnye vyqisleniØ. V rabotah [44, 45] bylo predloßeno rassmatrivat~ razliqnye promeßutoqnye klassy fflementov kornevogo tipa, igra¸wie tu ße rol~, qto obyqnye transvekcii dlØ vektornogo predstavleniØ, no v to ße vremØ uqityva¸wie takie ØvleniØ, kak nes¸r¨ektivnost~ vnexneæ stepeni na toqkah, nesovpadenie razloßimyh i singulØrnyh polivektorov i netrivial~nost~ gruppy Pikara.

HarakterizaciØ gruppy ⋀_m (SL_n)(R), poluqennaØ v nastoØweæ

rabote, sostavlØet osnovu dlØ proverki togo, qto postroennye nami transvekcii deæstvitel~no leßat v ⋀_m (SL_n)(R), i vseh

obyqnyh faktov o takih transvekciØh: teorem sloßeniØ i kommutirovaniØ, lemmy Uaætheda—Vaserxteæna i t.d. �ti rezul~- taty ØvlØ¸tsØ estestvennym xagom v napravlenii postroeniØ geometriqeskoæ algebry, sm. [1, 12, 32, 41], dlØ moduleæ, otliqnyh ot obyqnogo vektornogo predstavleniØ.

V svo¸ oqered~, v tret~eæ rabote fftoæ serii na osnove predxestvu¸wih geometriqeskih rezul~tatov stroitsØ razloßenie transvekcii v polivektornom predstavlenii. V deæstvitel~nosti, na matriqnom Øzyke blizkie vyqisleniØ prodelyvalis~ v

72 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN dissertaciØh AlekseØ Stepanova [15] i pervogo avtora [4]. Odnako Øzyk minorov oqen~ bystro privodit k neukl¸ßim i gromozdkim oboznaqeniØm i pofftomu otnosØwiesØ k fftomu sluqa¸ rezul~taty rabot [15] i [4] tak nikogda i ne byli opublikovany – za iskl¸qeniem sluqaØ minorov vtorogo porØdka, kotoryæ ponadobilsØ dlØ analiza simplektiqeskoæ gruppy. Daße rabota [42] soderßit lix~ nabrosok dokazatel~stv. Itogom nasto- Øweæ raboty ØvlØetsØ ne tol~ko znaqitel~no bolee korotkoe i prozraqnoe dokazatel~stvo fftih rezul~tatov, no i ih xirokoe obobwenie. A imenno, my postroim fflementy kornevogo tipa v stabilizatorah singulØrnyh stolbcov grassmanovyh koordinat, pro kotorye predpolagaetsØ lix~, qto oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm Pl¸kkera. V to ße vremØ v vyqisleniØh [15] i [4] Øvno predpolagalos~, qto koordinaty fftih stolbcov ØvlØ¸tsØ minorami nekotoroæ obratimoæ matricy. RazumeetsØ, takie minory udovletvorØ¸t sootnoxeniØm Pl¸kkera, no nad kol~com obratnoe neverno iz-za prepØtstviæ tipa K_0 – ne kaßdyæ proektivnyæ modul~ svoboden!

S fftoæ toqki zreniØ polivektornye predstavleniØ iskl¸qitel~no vaßny kak model~ dlØ ponimaniØ bolee sloßnyh sluqaev. S drugoæ storony, imi isqerpyva¸tsØ vse fundamental~nye predstavleniØ tipa A_l, a vse ostal~nye racional~nye predstavleniØ stroØtsØ iz nih pri pomowi standartnyh konstrukciæ.

§2. VnexnØØ algebra: polivektory

V fftom i dvuh sledu¸wih paragrafah my napomnim nekotorye osnovnye fakty o vnexnih algebrah ⋀ (V ) i ⋀ (V^∗), ispol~zuemye

v dal~neæxem. My vs¸du predpolagaem, qto V – svobodnyæ modul~ ranga n nad kommutativnym kol~com R s bazisom e_1, . . . , e_n, a V^∗ – dvoæstvennyæ modul~ s dvoæstvennym bazisom e^∗_1, . . . , e^∗_n. V sootvetstvii s tradicieæ my nazyvaem fflementy modulØ V vektorami, a fflementy modulØ V^∗ – kovektorami ili vnexnimi formami stepeni 1.

Zafiksiruem, preßde vsego, nußnye nam v dal~neæxem teoretiko-mnoßestvennye oboznaqeniØ. Poskol~ku mnoßestva ØvlØ- ¸tsØ qastnym sluqaem vektornyh prostranstv, v dal~neæxem my budem traktovat~ ih kak vektornye prostranstva nad polem iz odnogo fflementa. V qastnosti, qerez ⋀_m (Ω) budet oboznaqat~sØ mnoßestvo vseh m-fflementnyh podmnoßestv v Ω (sm., naprimer,

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 73 [11]). Mownost~ mnoßestva Ω oboznaqaetsØ qerez |Ω|. V dal~- neæxem my budem interesovat~sØ sluqaem Ω = {1, . . . , n}. V fftom sluqae | ⋀_m (Ω)| = C^m_n , gde qerez C^m_n , kak obyqno, oboznaqaetsØ

binomial~nyæ kofffficient.

Pust~ teper~ I = {i_1, . . . , i_m} – kakoe-to m-fflementnoe podmnoßestvo Ω. Obyqno my raspolagaem i_j v porØdke vozrastaniØ,

i_1 < . . . < i_m, no inogda udobnee zadavat~ fflementy i_j vraz-

bivku. V fftom sluqae my oboznaqaem qerez sgn(i_1, . . . , i_m) znak sootvetstvu¸wego razmeweniØ, ravnyæ (−1)^{inv(i1,... ,im)}, gde qerez

inv(i_1, . . . , i_m) oboznaqeno qislo inversiæ v posledovatel~nosti i_1, . . . , i_m, t.e. qislo par 1 ⩽ j < h ⩽ m takih, qto i_j > i_h. Obyqno

znak rasprostranØetsØ na mul~timnoßestva, pri fftom sqitaetsØ, qto sgn(i_1, . . . , i_m) = 0, esli sredi i_j est~ hotØ by dva odinakovyh.

DlØ l¸bogo m, 0 ⩽ m ⩽ n, universal~nyæ ob¨ekt v kategorii znakoperemennyh m-lineænyh otobraßeniæ V v R-moduli nazyvaetsØ m-æ vnexneæ stepen~¸ ⋀_m (V ) modulØ V . V kaqestve ⋀_m (V ) moßno vzØt~ svobodnyæ modul~ ranga C^m_n s bazisom e_I

indeksirovannym m-fflementnymi podmnoßestvami I mnoßestva indeksov {1, . . . , n}. Pri fftom znakoperemennoe m-lineænoe otobraßenie V −→ ⋀_m (V ) na bazisnyh fflementah zadaetsØ posred-

stvom formuly (e_{i1} , . . . , e_{em} ) → e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} = sgn(i_1, . . . , i_m)e_{{i1,... ,im }} a potom prodolßaetsØ na ves~ modul~ V po lineænosti. Inymi slovami, e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} = 0, esli sredi i_j est~ hotØ by dva odinakovyh, esli ße oni vse poparno razliqny, to e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{im} = ±e_I , gde I = {i_1, . . . , i_m}, priqem znak raven znaku perestanovki, kotoru¸ nußno primenit~ k i_1, . . . , i_m dlØ togo, qtoby rasstavit~ ih v kanoniqeskom porØdke.

�lementy m-æ vnexneæ stepeni modulØ V nazyva¸tsØ mvektorami ili, esli konkretnoe znaqenie m ne igraet roli, prosto polivektorami, priqem m nazyvaetsØ stepen~¸ polivektora. Te iz nih, kotorye moßno predstavit~ v vide u_1 ∧. . .∧u_m dlØ podhodØwih vektorov u_1, . . . , u_m, nazyva¸tsØ razloßimymi polivektorami ili, inogda, ffkstensorami. VnexnØØ alge- bra ⋀ (V ) ØvlØetsØ graduirovannoæ algebroæ, izomorfnoæ kak

R-modul~ prØmoæ summe ⨁ ⋀_m (V ), 0 ⩽ m ⩽ n. Pri fftom umnoße-

74 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN

nie zadaetsØ na razloßimyh polivektorah formuloæ (u_1 ∧ . . . ∧ u_k, x_1 ∧ . . . ∧ x_m) → u_1 ∧ . . . ∧ u_k ∧ x_1 ∧ . . . ∧ x_m, takim obrazom, stepen~ proizvedeniØ ravna summe stepeneæ somnoßiteleæ, i prodolßaetsØ na vs¸ algebru ⋀ (V ) po lineæno-

sti. Tak opredelennoe umnoßenie ∧ vo vnexneæ algebre nazyvaetsØ vnexnim proizvedeniem.

§3. VnexnØØ algebra: vnexnie formy

�lementy vnexneæ stepeni ⋀_m (V^∗), t.e. m-vektory nad dvoæ-

stvennym modulem V^∗, po otnoxeni¸ k modul¸ V nazyva¸tsØ vnexnimi formami stepeni m libo prosto m-formami. V teh sluqaØh, kogda stepen~ formy ne imeet znaqeniØ, ona qasto nazyvaetsØ prosto vnexneæ formoæ. VnexnØØ stepen~ ⋀_m (V^∗) oto-

ßdestvlØetsØ s ⋀_m (V )^∗ posredstvom kanoniqeskogo sparivaniØ,

zadavaemogo na razloßimyh polivektorah i razloßimyh vnexnih formah formuloæ

(v_1 ∧ . . . ∧ v_m, u_1 ∧ . . . ∧ u_m) → det(v_i(u_j )),

gde v_1, . . . , v_m ∈ V^∗, a u_1, . . . , u_m ∈ V . �to sparivanie edinstvennym obrazom prodolßaetsØ do sparivaniØ meßdu vnexnimi algebrami ⋀ (V ) i ⋀ (V^∗), obraz kotorogo na polivektore i vnexneæ

forme razliqnyh stepeneæ raven 0. �to sparivanie ustanavlivaet izomorfizm ⋀ (V^∗) i ⋀ (V )^∗ kak R-moduleæ.

V dal~neæxem bol~xu¸ rol~ budut igrat~ operacii, soprØßennye sleva i sprava k vnexnemu proizvedeni¸, sm. [2, 19, 21].

• A imenno, levym vnutrennim proizvedeniem polivektora x ∈ ⋀ (V ) i vnexneæ formy z ∈ ⋀ (V^∗), nazyvaetsØ vnexnØØ forma x⌟z ∈ ⋀ (V^∗) takaØ, qto (y, x⌟z) = (y ∧ x, z) dlØ vseh polivektorov y ∈ ⋀ (V ). Esli stepen~ x ravna l, a stepen~ z ravna m, to stepen~ x⌟z ravna m − l. • Analogiqno, pravym vnutrennim proizvedeniem polivektora x ∈ ⋀ (V ) i vnexneæ formy z ∈ ⋀ (V^∗) nazyvaetsØ polivek- tor x⌞z ∈ ⋀ (V ) takoæ, qto (x⌞z, w) = (x, z ∧ w) dlØ vseh vnexnih

form w ∈ ⋀ (V^∗). Esli stepen~ x ravna l, a stepen~ z ravna m, to

stepen~ x⌞z ravna l − m.

V qastnom sluqae l = m oba vnutrennih proizvedeniØ sovpada¸t so sparivaniem meßdu ⋀_m (V ) i ⋀_m (V^∗), qto, po-vidimomu,

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 75

i ob¨ØsnØet ih nazvaniØ, tak kak s toqki zreniØ obweæ algebry oni dolßny byli by nazyvat~sØ vnexnimi proizvedeniØmi

skoree, qem vnutrennimi. S drugoæ storony, v sluqae lineænoæ

formy z ∈ V^∗ vnutrennee proizvedenie prevrawaetsØ v diffe-

rencirovanie: (x_1 ∧ . . . ∧ x_m)⌞z = m∑ i=1 (−1)^{i+1}(x_i, z)x_1 ∧ . . . ∧ ^x_i ∧ . . . ∧ x_n. DlØ raznoobraziØ perepixem ffto toßdestvo na invariantnom

Øzyke: (x ∧ y)⌞z = (x⌞z) ∧ y + (−1)^{deg(x)}x ∧ (y⌞z) dlØ l¸byh odnorodnyh x i y.

Iz associativnosti vnexnego proizvedeniØ sleduet, qto le-

voe vnutrennee proizvedenie zadaet na ⋀ (V^∗) strukturu levogo ⋀ (V )-modulØ, a pravoe vnutrennee proizvedenie zadaet na ⋀ (V )

strukturu pravogo ⋀ (V^∗)-modulØ: (x ∧ y)⌟z = x⌟(y⌟z), x⌞(z ∧ w) = (x⌞z)⌞w. S uqetom tol~ko qto skazannogo o deæstvii lineænyh form kak

differencirovaniæ ⋀ (V ) i dvoæstvennogo deæstviØ vektorov kak

differencirovaniæ ⋀ (V^∗) ffto znaqit, qto fflementy ⋀ (V^∗) este-

stvenno istolkovyva¸tsØ kak differencial~nye operatory na ⋀ (V ) i, naoborot, fflementy ⋀ (V ) deæstvu¸t kak differenci-

al~nye operatory na ⋀ (V^∗).

§4. Polivektornoe predstavlenie GLn

Vybrav bazis e_1, . . . , e_n v V , my moßem otoßdestvit~ grup-

pu GL(V ) avtomorfizmov modulØ V s polnoæ lineænoæ gruppoæ

GL(n, R). DlØ kaßdogo m gruppa GL(n, R) estestvenno deæstvuet na ⋀_m (V ), a imenno, deæstvie matricy g ∈ GL(n, R) na razloßi-

myh m-vektorah zadaetsØ formuloæ ⋀_m (g)(v_1 ∧ . . . ∧ v_m) = gv_1 ∧ . . . ∧ gv_m dlØ vseh v_1, . . . , v_m ∈ V . V bazise e_I , I ∈ ⋀_m (Ω), modulØ ⋀_m (V )

matrica ⋀_m (g) sostoit iz vseh minorov m-go porØdka matri-

cy g, leksikografiqeski uporØdoqennyh po strokam i stolbcam.

Teorema Bine–Koxi utverßdaet, qto ⋀_m : GL(n, R) −→ GL(C^m_n , R), g → ⋀_m (g),

76 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN ØvlØetsØ gomomorfizmom, ⋀_m (hg) = ⋀_m (h) ⋀_m (g). Takim obrazom, otobraßenie π : g → ⋀_m (g) ØvlØetsØ predstavleniem stepeni C^m_n gruppy GL(n, R), kotoroe nazyvaetsØ mvektornym predstavleniem ili, na Øzyke teorii algebraiqeskih grupp, m-m fundamental~nym predstavleniem ili predstavleniem so starxim vesom ϖ_m. Obraz fftogo deæstviØ nazyvaetsØ m-æ vnexneæ stepen~¸ gruppy GL(n, R) i oboznaqaetsØ qerez_m ⋀ (GL(n, R)) ⩽ GL(C^m_n , R).

V dal~neæxem my qasto interesuemsØ deæstviem fflementarnyh matric, v pervu¸ oqered~, fflementarnyh tranvekciæ. Napomnim, qto fflementarnoæ transvekcieæ nazyvaetsØ matrica t_{ij}(ξ) = e + ξe_{ij} , 1 ⩽ i ≠ j ⩽ n, ξ ∈ R, gde, kak obyqno, e – ediniqnaØ matrica, a e_{ij} – standartnaØ matriqnaØ edinica. Vse fflementarnye transvekcii poroßda¸t fflementarnu¸ gruppu E(n, R) = ⟨ t_{ij}(ξ) | 1 ⩽ i ≠ j ⩽ n, ξ ∈ R ⟩ ⩽ GL(n, R). V sluqae polØ fflementarnaØ gruppa sovpadaet so special~noæ lineænoæ, E(n, K) = SL(n, K).

Deæstvie transvekciæ na ⋀_m (V ) opisyvaetsØ sovsem prosto.

A imenno, ⋀_m (t_{ij}(ξ))e_I = { e_I , esli j /∈ I, e_I ± e_{I\{j}∪{i}}, esli j ∈ I. V qastnosti, iz fftoæ formuly vidno, qto vse ⋀_m (t_{ij}(ξ)) ØvlØ-

¸tsØ kvadratiqnymi unipotentnymi matricami, inymi slovami, vse ih sobstvennye qisla ravny 1, a vse ßordanovy bloki ime¸t porØdok ⩽ 2. Znaki v fftih formulah legko utoqnØ¸tsØ po vesovym diagrammam, libo neposredstvenno, esli zametit~, qto v poØvlØ¸wemsØ pri deæstvii na e_{i1...j...im} bazisnom fflemente

e_{i1...i...im} indeks i stavitsØ na to ße samoe mesto, gde stoØl indeks j. Mnogie vaßnye podgruppy lineænyh grupp estestvenno voznika¸t kak stabilizatory podprostranstv – ili, bolee obwo,

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 77 flagov, prØmyh razloßeniæ i drugih sistem podprostranstv – v razliqnyh predstavleniØh. V svØzi s fftim rØd aktivno razviva- ¸wihsØ v nastoØwee vremØ proektov (klassifikaciØ maksimal~- nyh podgrupp, stabilizaciØ K-funktorov i t.d.) podqerkivaet iskl¸qitel~nu¸ vaßnost~ klassifikacii orbit gruppy Xevalle, deæstvu¸weæ na grassmanianah dlØ predstavleniæ naimen~- xeæ razmernosti. V naxem sluqae req~ idet ob orbitah gruppy ⋀_m (GL_n), deæstvu¸weæ na module ⋀_m (V ). Odnako daße dlØ po-

lØ R = K takaØ informaciØ dostupna lix~ v nemnogoqislennyh prosteæxih sluqaØh. Sdelaem neskol~ko zameqaniæ ob fftih orbitah.

DlØ l¸bogo polivektora x ∈ ⋀_m (V ) suwestvuet naimen~xee

prostranstvo U ⩽ V takoe, qto x ∈ ⋀_m (U ). �to prostranstvo na-

zyvaetsØ nositelem x, a ego razmernost~ – rangom x. Horoxo izvestno, sm., naprimer, [1, 12], qto rang ØvlØetsØ edinstvennym invariantom bivektorov – ili, dvoæstvennym obrazom, simplektiqeskih bilineænyh form. Inymi slovami, kaßdyæ bivektor ffkvivalenten otnositel~no deæstviØ ⋀_m (GL_n) odnomu iz bivek-

torov vida e_1 ∧ e_2 + . . . + e_{2r−1} ∧ e_{2r} , gde 0 ⩽ 2r ⩽ n. Odnako uße dlØ trivektorov v obwem sluqae net nikakoæ stol~ ße prostoæ klassifikacii.

Vo-pervyh, oqevidno, qto rang m-vektora moßet prinimat~ lix~ znaqeniØ 0, m, m + 2, m + 3, . . . , n. ˚sno, qto s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti 0 ØvlØetsØ edinstvennym trivektorom ranga 0, a e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 – edinstvennym trivektorom ranga 3, i legko proverit~, qto l¸boæ trivektor ranga 5 ffkvivalenten

e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 + e_1 ∧ e_4 ∧ e_5. V 1907 godu V.Raæhel~ otkryl, qto suwe-

stvuet dve orbity kompleksnyh trivektorov ranga 6, s predstavitelØmi e_1 ∧e_2 ∧e_3 +e_4 ∧e_5 ∧e_6 i e_1 ∧e_2 ∧e_4 +e_1 ∧e_3 ∧e_5 +e_2 ∧e_3 ∧e_6 sootvetstvenno. Kompleksnye trivektory ranga 7 byli klassificirovany v 1931 godu `.A.Shoutenom, a ranga 8 – v 1935 godu G. B. Gureviqem; kak okazalos~, oni razbiva¸tsØ, sootvetstvenno, na 5 i na 13 orbit, qto uße v vos~mimernom prostranstve daet 23 orbity trivektorov: 23 = 1 + 1 + 1 + 2 + 5 + 13. Tol~ko v 1978 godu �rnest Vinberg i Aleksandr �laxvili v zameqatel~noæ rabote [9] smogli sdelat~ sledu¸wiæ xag i klassificirovat~ kompleksnye trivektory ranga 9. Ih analiz osnovan na iskl¸qitel~nom vloßenii A_8 ⊆ E_8 i svØzannoæ s nim gradu-

78 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN irovke algebry Li L tipa E_8: L = ⋀_3 (V^∗) ⊕ sl(V ) ⊕

⋀_3 (V ), gde V = C^9 . V fftom sluqae qislo orbit beskoneqno i oni klassificiru¸tsØ s pomow~¸ prinadleßawego �rnestu Vinbergu obwego metoda. Ves~ma znaqitel~naØ literatura svØzana s obobweniem fftih rezul~tatov na sluqaæ proizvol~nogo polØ, sm., naprimer, [22, 25, 31], [37–39], [50]. Uße provedennaØ Dragomirom D~okoviqem [31] klassifikaciØ vewestvennyh trivektorov v vos~mimernom prostranstve soverxenno netrivial~na i osnovana na iskl¸qitel~nom vloßenii A_7 ⊆ E_7. �to pokazyvaet, qto daße nad polem popytka klassificirovat~ polivektory – ne govorØ uße o prostranstvah polivektorov! – v obwem sluqae soverxenno beznadeßna.

§5. SootnoxeniØ Pl¸kkera

V sluqae polØ imeetsØ prostoæ klassiqeskiæ kriteriæ razloßimosti polivektora, sostoØwiæ v sledu¸wem: polivektor x = ∑ H∈V_{m (Ω)}^{xH eH ∈} ⋀_m (V )

v tom i tol~ko tom sluqae razloßim, kogda ego grassmanovy koordinaty x_H , H ∈ ⋀_m (Ω), udovletvorØ¸t sootnoxeniØm Pl¸kkera – sm. po fftomu povodu l¸bu¸ knigu po algebraiqeskoæ geometrii, naprimer, [10, 16, 17]. SootnoxeniØ Pl¸kkera sostoØt v obrawenii v 0 nekotoryh odnorodnyh kvadratiqnyh mnogoqle- nov f_{I,J} ∈ R[x_H]^{H∈} V_{m (Ω)}

, ot grassmanovyh koordinat x_H . Tak kak ffti sootnoxeniØ igra¸t kl¸qevu¸ rol~ vo vseh posledu¸wih vyqisleniØh, my seæqas vosproizvedem ih v beskoordinatnoæ i koordinatnoæ forme.

V deæstvitel~nosti kak forma, tak i znaki fftih sootnoxeniæ legko usmatriva¸tsØ neposredstvenno po vesovoæ diagramme polivektornogo predstavleniØ, bolee podrobno po fftomu povodu sm. [44, 36, 45, 5]. My ne budem zdes~ razvivat~ fftu temu, qtoby ne uveliqivat~ ob¨em stat~i, no sleduet imet~ v vidu, qto vse vyqisleniØ v §8 faktiqeski provodilis~ imenno na vesovyh diagrammah i tol~ko potom prevraweny v formuly. Koneqno, v dannom sluqae pri nekotoroæ sklonnosti k sqetu i uporstve vse

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 79 moßno sdelat~ vslepu¸, bez kartinki. No nam trudno sebe predstavit~, qto kto-to v sostoØnii vslepu¸ prodelat~ analogiqnye vyqisleniØ dlØ iskl¸qitel~nyh grupp tipov E_6, E_7 i E_8, k kotorym my sobiraemsØ obratit~sØ v odnoæ iz sledu¸wih rabot.

Opredelenie. Polivektor x ∈^{⋀m}(V ) nazyvaetsØ singulØrnym, esli_{x ∧ (x⌞z) = 0}

dlØ l¸boæ vnexneæ formy z ∈ ⋀_{m−1} (V^∗).

Kak my tol~ko qto zametili, dlØ polØ ffto uslovie v toqnosti ffkvivalentno razloßimosti. Odnako, v sluqae kommutativnyh kolec razloßimyæ vektor po-preßnemu vsegda singulØren, no vot obratnoe soverxenno neverno. V fftom legko ubedit~sØ na prosteæxih primerah. Naprimer, nad kol~com R = K[a, b, c, d, e, f]/(af − be + cd) pfaffian matricy 0 a b c −a 0 d e −b −d 0 f −c −e −f 0 raven 0 – ffto i est~ edinstvennoe netrivial~noe sootnoxenie Pl¸kkera v fftom sluqae! – a rang raven 4, sm. [14]. Takim obrazom, bivektor

ae_1 ∧ e_2 + be_1 ∧ e_3 + ce_1 ∧ e_4 + de_2 ∧ e_3 + ee_2 ∧ e_4 + fe_3 ∧ e_4 ∈

⋀_2 (R^4)

singulØren, no nerazloßim.

Figuriru¸wie v fftom opredelenii usloviØ vyraßa¸tsØ kak nabory odnorodnyh kvadratiqnyh uravneniæ na grassmanovy koordinaty polivektora x, kotorye, kak raz, i nazyva¸tsØ sootnoxeniØmi Pl¸kkera. VzØv v kaqestve z bazis prostranstva form stepeni m − 1, sostoØwiæ iz e^∗_{i1} ∧ . . . ∧ e^∗_{im}�_1 , gde I ∈ ⋀_{m−1} (Ω) my prihodim k sledu¸weæ koordinatnoæ versii sootnoxeniæ Pl¸kkera. Pust~ I ∈ ⋀_{m−1} (Ω) i J ∈ ⋀_{m+1} (Ω) sootvetstvuet mnogoqlen f_{I,J} = ∑ j∈J\I ±x_{I∪{j}}x_{J\{j}} ot grassmanovyh koordinat x_H , H ∈ ⋀_m (Ω). UravneniØ na razloßimye polivektory kak raz i sostoØt v tom, qto podstanovka

80 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN ih grassmanovyh koordinat v kaßdyæ iz fftih mnogoqlenov daet 0. Utoqnit~ znaki zdes~ prowe vsego sledu¸wim obrazom. DlØ fftogo, preßde vsego, rasxirim ponØtie grassmanovyh koordinat. A imenno, poloßim x_{i1...im} = 0, esli sredi i_h est~ povtorØ- ¸wiesØ, i x_{i1...im} = sgn(i_1 , . . . , i_m)x_{{i1,... ,im }} v protivnom sluqae. Naprimer, x_{21} = −x_{12} = −x_{{1,2}}. Pust~ teper~ I = {i_1, . . . , i_{m−1}} i J = {j_1, . . . , j_{m+1}}. Togda toqnoe opredelenie mnogoqlena f_{I,J} takovo: f_{I,J} = m+1∑ h=1 (−1)^hx_{i1...im}�_{1jh} x_{j1...} b_{jh...jm+1} . Sootnoxenie, poluqa¸weesØ v sluqae I ⊆ J, trivial~no i sostoit v tom, qto grassmanovy koordinaty kommutiru¸t. Odnako, v sluqae |I ∩ J| ⩽ m − 2 poluqa¸tsØ netrivial~nye sootnoxeniØ. Sluqaæ |I ∩ J| = m − 2 otveqaet tak nazyvaemym korotkim sootnoxeniØm Pl¸kkera, dlina kotoryh ravna 3. Naprimer, v sluqae I = {1, 2, 3} i J = {1, 2, 4, 5, 6} poluqaetsØ sootnoxenie

x_{1234}x_{1256} − x_{1235}x_{1246} + x_{1236}x_{1245} = 0.

Voobwe, qem men~xe pereseqenie I i J, tem bol~xe dlina sootnoxeniØ, samoe dlinnoe sootnoxenie poluqaetsØ, kogda I i J diz¨- ¸nktny. Naprimer, mnoßestvam I = {1, 2, 3} i J = {1, 4, 5, 6, 7} otveqaet sootnoxenie

x_{1234}x_{1567} − x_{1235}x_{1467} + x_{1236}x_{1457} − x_{1237}x_{1456} = 0,

a mnoßestvam I = {1, 2, 3} i J = {4, 5, 6, 7, 8} – sootnoxenie

x_{1234}x_{5678} − x_{1235}x_{4678} + x_{1236}x_{4578} − x_{1237}x_{4568} + x_{1238}x_{4567} = 0.

Seæqas my dokaßem, qto fflementarnaØ gruppa E(n, R) sohranØet svoæstvo polivektora byt~ singulØrnym.

Predloßenie 1. Pust~ R – proizvol~noe kommutativnoe kol~-

co. Gruppa ⋀_m (E(n, R)) sohranØet ideal v kol~ce R[x_H], H ∈ ⋀_m (Ω), poroßdennyæ mnogoqlenami Pl¸kkera f_{I,J} , I ∈ ⋀_{m−1} (Ω) i J ∈ ⋀_{m+1} (Ω).

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 81 Preßde, qem pereæti k formal~nomu dokazatel~stvu, poØsnim, qto zdes~ proishodit po suwestvu. Voz~mem kakoe-nibud~ netrivial~noe sootnoxenie Pl¸kkera f_{I,J} (x) = 0, naprimer, sootnoxenie, otveqa¸wee I = {1, 2, 3} i J = {1, 2, 4, 5, 6}. My utverßdaem, qto pri zamene odnoæ iz cifr v pervom ili vtorom indekse – ili odnovremenno v oboih indeksah – na l¸bu¸ drugu¸ cifru proishodit sledu¸wee.

• Libo sootnoxenie voobwe ne menØetsØ, naprimer, kogda 7 zamenØetsØ na 8.

• Libo k nemu dobavlØ¸tsØ vyroßdennye slagaemye, naprimer, kogda 4 zamenØetsØ na 2.

• Libo, nakonec, k nemu pribavlØ¸tsØ drugie sootnoxeniØ togo ße tipa, naprimer, kogda 2 zamenØetsØ na 4. Teper~, kogda my ponimaem, qego ßdat~, moßno qitat~ – ili ne qitat~ – dokazatel~stvo.

Dokazatel~stvo. Nam dostatoqno dokazat~, qto dlØ vseh 1 ⩽ i ≠

j ⩽ n i vseh ξ ∈ R deæstvie g = ⋀_m (t_{ij} (ξ)) ne menØet pl¸kkerov

ideal. Rassmotrim sledu¸wie sluqai.

• Esli j /∈ I ∪ J, to pod deæstviem g sootnoxenie voobwe ne menØetsØ.

• Esli i ∈ I, to pod deæstviem g k sootnoxeni¸ dobavlØ¸tsØ tol~ko nulevye slagaemye.

• Esli j /∈ I ∩ J, i ∈ J \ I, to gf_{I,J} otliqaetsØ ot f_{I,J} na vyroßdennye slagaemye, kotorye vse ravny 0, krome rovno dvuh, voznika¸wih s protivopoloßnymi znakami. • Esli j ∈ J \ I, i /∈ I ∪ J, to gf_{I,J} = f_{I,J} ± ξf_{I,J\{j}∪{i}}. • Esli j ∈ I \ J, i /∈ I ∪ J, to gf_{I,J} = f_{I,J} ± ξf_{I\{j}∪{i},J} . Takim obrazom, nam ostaetsØ tol~ko razobrat~ sloßnye sluqai, kogda j ∈ I ∩ J, a i /∈ I. • Esli j ∈ I ∩ J, i /∈ I ∪ J, gf_{I,J} = f_{I,J} ± ξf_{I\{j}∪{i},J} ± ξf_{I,J\{j}∪{i}} ± ξ^2f_{I\{j}∪{i},J\{j}∪{i}}. • Nakonec, esli j ∈ I ∩ J, i ∈ J \ I, to posle sokraweniØ nulevyh slagaemyh, soderßawih peremennye x_H s povtorØ¸wimsØ indeksom i, poluqaetsØ gf_{I,J} = f_{I,J} ± ξf_{I\{j}∪{i},J} ± ξ^2f_{I\{j}∪{i},J\{j}∪{i}}.

82 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN Takim obrazom, vsegda g perevodit pl¸kkerov mnogoqlen v lineænu¸ kombinaci¸ pl¸kkerovyh mnogoqlenov.

Sledstvie. Pust~ K – pole. Togda gruppa^{⋀m}(GL(n, K)) sohranØ-

et ideal v kol~ce K[x_I ], I ∈ ⋀_m (Ω), poroßdennyæ mnogoqlenami Pl¸kkera.

Dokazatel~stvo. Nad polem^{⋀m}(SL(n, K)) =^{⋀m}(E(n, K)). Takim obrazom, qtoby ubedit~sØ, qto ⋀_m (GL(n, K)) sohranØet ideal,

poroßdennyæ mnogoqlenami Pl¸kkera, ostaetsØ tol~ko proverit~, qto ego sohranØ¸t fflementarnye psevodootraßeniØ d_i(ε) =

e + (ε − 1)e_{ii}, gde ε ∈ K^∗. Iz prodelannogo v §7 vyqisleniØ vyte-

kaet, qto deæstvie ⋀_m (d_i(ε)) umnoßaet kaßdyæ pl¸kkerov mno-

goqlen na 1, ε ili ε^2, qto, koneqno, ne menØet ideala.

§6. Koe-qto ob affinnyh gruppovyh shemah

V ostavxeæsØ qasti stat~i my oharakterizuem gruppu ⋀_m (GL_n) kak svØznu¸ komponentu stabilizatora ideala A = A_{nm} v kol~ce mnogoqlenov ot peremennyh x_I , I ∈ ⋀_m (Ω), Ω =

{1, . . . , n}, poroßdennogo sootnoxeniØmi Pl¸kkera. Po duhu ffta

harakterizaciØ qrezvyqaæno blizka teoreme Qßou, sm. [24, 12], i, nesomnenno, izvestna specialistam, no, poskol~ku my rabotaem nad proizvol~nym kommutativnym kol~com, nam nußno dokazat~ izomorfizm ⋀_m (GL_n) i Fix(A)^o kak affinnyh gruppovyh

shem nad Z.

Dokazatel~stva predstavlØ¸t soboæ upraßnenie po teorii affinnyh gruppovyh shem, sm., naprimer, [28, 34, 47]. S uqetom vyqisleniØ normalizatora vnexneæ stepeni iz raboty [48] oni poqti bukval~no povtorØ¸t dokazatel~stva teorem 3.4, 5.5 i 6.5 raboty Uil~Øma Uoterhauza [49], no pri fftom dlØ harakterizacii vnexneæ stepeni polnoæ lineænoæ gruppy nad algebraiqeski zamknutym polem my ssylaemsØ na qrezvyqaæno glubokie rezul~taty EvgeniØ Dynkina i Gari Zeætca [13, 39].

Pust~ vnaqale f_1, . . . , f_s sut~ proizvol~nye mnogoqleny ot t peremennyh s kofffficientami iz kol~ca R (v bol~xinstve real~no voznika¸wih priloßeniæ R = Zili R = Z[1/2]). My interesuemsØ temi lineænymi zamenami peremennyh g ∈ GL(t, R), kotorye sohranØ¸t uslovie, qto vse ffti mnogoqleny odnovremenno obrawa¸tsØ v 0.

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 83 Inymi slovami, my rassmatrivaem vse g ∈ GL(t, R), sohranØ- ¸wie ideal A kol~ca R[x_1, . . . , x_t], poroßdennyæ f_1, . . . , f_s. Poslednee uslovie oznaqaet, qto dlØ l¸bogo mnogoqlena f ∈ A mnogoqlen f ∘ g, poluqa¸wiæsØ iz f zamenoæ peremennyh g, snova prinadleßit A. Horoxo izvestno – sm., naprimer [30], lemma 1 ili [49], predloßenie 1.4.1, – qto mnoßestvo G(R) = Fix_R(A) =

Fix_R(f_1, . . . , f_s) vseh takih lineænyh zamen peremennyh g obrazu-

et gruppu. DlØ l¸boæ R-algebry S s 1 my moßem rassmotret~

f_1, . . . , f_s kak mnogoqleny s kofffficientami iz S i, takim obra-

zom, gruppa G(S) opredelena dlØ vseh R-algebr.

Legko videt~, qto G(S) funktorial~no zavisit ot S. Odnako, legko privesti primery, pokazyva¸wie, qto S → G(S) ne obØzano byt~ affinnoæ gruppovoæ shemoæ nad R. �to svØzano s tem, qto G(R) zadaetsØ sravneniØmi, a ne uravneniØmi na matriqnye kofffficienty. Odnako v [49], teorema 1.4.3 i dalee, privedeno prostoe dostatoqnoe uslovie dlØ togo, qtoby

S → G(S) bylo affinnoæ gruppovoæ shemoæ. Oboznaqim qerez R[x_1, . . . , x_t]_r podmodul~ mnogoqlenov stepeni, ne prevoshodØweæ

r. DlØ naxih celeæ vpolne dostatoqno sledstviØ 1.4.6 raboty [49], otnosØwegosØ k sluqa¸ R = Z.

Lemma 1. Pust~ f1, . . . , fs ∈ Z[x1, . . . , xt] – mnogoqleny stepeni,

ne prevoshodØweæ r, i A – poroßdennyæ imi ideal. Togda dlØ togo, qtoby funktor S → Fix_S (f_1, . . . , f_s) byl affinnoæ gruppovoæ shemoæ, dostatoqno, qtoby rang pereseqeniØ A ∩ R[x_1, . . . , x_t]_r ne menØlsØ pri redukcii po modul¸ l¸bogo prostogo qisla p ∈ Z.

Primenim fftu lemmu k sluqa¸ ideala A = A_{nm} v Z[x_I],

I ∈ ∧(Ω), poroßdennogo sootnoxeniØmi Pl¸kkera. DlØ l¸bogo

kommutativnogo kol~ca R poloßim G_{nm}(R) = Fix_R(A_{mn}).

Lemma 2. DlØ l¸byh m, n funktor R → Gnm(R) ØvlØetsØ oprede-

lennoæ nad Zaffinnoæ gruppovoæ shemoæ.

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo prostogo p sootnoxeniØ Pl¸kkera nezavisimy po modul¸ p, tak kak, pridavaØ peremennym x_I podhodØwie znaqeniØ, moßno dobit~sØ togo, qtoby odno iz sootnoxeniæ prinØlo znaqenie 1, v to vremØ kak vse ostal~nye obratilis~ v 0. V samom dele, dlØ fftogo dostatoqno poloßit~

x_I = x_J = 1 dlØ dvuh m-fflementnyh podmnoßestv I, J ⊆ {1, . . . , n},

dlØ kotoryh |I ∩ J| ⩽ m − 2, i x_L = 0 dlØ vseh ostal~nyh

84 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN m-fflementnyh podmnoßestv. Proizvedenie x_Ix_J vhodit v edinstvennoe sootnoxenie Pl¸kkera i kaßdoe sootnoxenie Pl¸kkera sostoit iz proizvedeniæ takogo vida.

DlØ dokazatel~stva osnovnogo rezul~tata nastoØweæ raboty nam ponadobØtsØ ewe neskol~ko izvestnyh faktov. Vo-pervyh, sledu¸wiæ rezul~tat po suwestvu svodit proverku izomorfizma affinnyh gruppovyh shem k proverke izomorfizma ih znaqeniæ na algebraiqeski zamknutyh polØh i dvoænyh qislah nad nimi. Napomnim, qto algebra K[δ] dvoænyh qisel nad polem izomorfna kak K-modul~ K ⊕ Kδ, a umnoßenie v neæ zadaetsØ posredstvom δ^2 = 0. Sledu¸waØ lemma predstavlØet soboæ teoremu 1.6.1 raboty [49]. Qerez G zdes~ oboznaqaetsØ affinnaØ gruppovaØ shema nad Z, qerez G^0 – ee svØznaØ komponenta, qerez G(K) – ee gruppa K-toqek, qerez G_K – shema, poluqa¸waØsØ iz G zamenoæ skalØrov, a qerez Lie(G_K ) – algebra Li shemy G_K . NekotoraØ gromozdkost~ formulirovki svØzana s tem, qto shemy G i H apriori ne predpolaga¸tsØ ni svØznymi, ni gladkimi.

Lemma 3. Pust~ G i H – affinnye gruppovye shemy koneqnogo

tipa nad Z, priqem G ploskaØ, a ϕ : G −→ H – morfizm gruppovyh shem. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo algebraiqeski zamknutogo polØ K vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• dim(G_K) ⩾ dim_K (Lie(H_K )),

• ϕ induciruet monomorfizmy grupp toqek G(K) −→ H(K), G(K[δ]) −→ H(K[δ]), • normalizator ϕ(G^0(K)) v H(K) soderßitsØ v ϕ(G(K)).

Togda ϕ ØvlØetsØ izomorfizmom gruppovyh shem nad Z.

Zametim, qto v naxem sluqae usloviØ na shemy vypolneny avtomatiqeski. Vse rassmatrivaemye shemy ime¸t koneqnyæ tip, ØvlØØs~ podshemami v podhodØwih GL_n. Uslovie ße ploskosti sleduet iz togo, qto shema G budet libo svØznoæ, libo imet~ vid

G^0 ⋋ Z/2Z, a dlØ shemy G^0 vse reducirovannye shemy G^0_K budut

gladkimi svØznymi shemami odinakovoæ razmernosti, a imenno,

G^0 = GL_n /μ_m. Takim obrazom, nam nußno lix~ nauqit~sØ pro-

verØt~ sformulirovannye v lemme usloviØ.

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 85 §7. Sluqaæ algebraiqeski zamknutogo polØ

Sledu¸wie rezul~taty klassiqeski izvestny, [23]. Na drugom Øzyke oni obsußda¸tsØ v rabote [48], sm., naprimer, teoremu 4. To, qto π neprivodimo i tenzorno nerazloßimo, srazu vytekaet iz togo, qto π mikrovesovoe.

Lemma 4. Pust~ K – algebraiqeski zamknutoe pole. DlØ l¸byh

n, m, 1 ⩽ m ⩽ n − 1, Ødro predstavleniØ π gruppy GL(n, K) so starxim vesom ϖ_m ravno μ_m.

Lemma 5. RassmatrivaemaØ kak podgruppa v GL(C^m_n , K), algebra-

iqeskaØ gruppa G = π(GL(n, K)) neprivodima i tenzorno nerazloßima.

Lemma 6. Za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda n ⩾ 4 qetno, a m = n/2

gruppa G sovpadaet s normalizatorom N (G). V iskl¸qitel~nom sluqae polovinnoæ razmernosti gruppa G imeet indeks 2 v svoem normalizatore.

V kaqestve predstavitelØ N (G) \ G v iskl¸qitel~nom sluqae moßno vzØt~ matricu lineænogo otobraßeniØ chow, zadavaemogo na bazise prostranstva ⋀_m (K^n) posredstvom e_I → e_I0, gde I^′ –

dopolnenie k m-fflementnomu mnoßestvu I v mnoßestve indeksov {1, . . . , n}. V klassiqeskoæ rabote [13] Evgeniæ Dynkin opisal maksimal~nye svØznye zamknutye podgruppy prostyh algebraiqeskih grupp nad algebraiqeski zamknutym polem harakteristiki 0 – toqnee, svel ih Øvnoe opisanie k teorii predstavleniæ prostyh algebraiqeskih grupp. Gari Zeætc [40] obobwil ffto opisanie na sluqaæ podgrupp v klassiqeskih algebraiqeskih gruppah nad proizvol~nym algebraiqeski zamknutym polem, pri fftom ispol~zovalis~ rezul~taty raboty [43]. Odin iz osnovnyh rezul~- tatov raboty [40] sostoØl v sledu¸wem. Pust~ V – vektornoe predstavlenie SL(V ) i X – prostaØ algebraiqeskaØ podgruppa v

SL(n, K) takaØ, qto ograniqenie V |X modulØ V na X neprivodi-

mo i tenzorno nerazloßimo. Togda libo X maksimal~na sredi svØznyh zamknutyh podgrupp v SL(V ), Sp(V ) ili SO(V ), libo X vmeste s soderßaweæ ee zamknutoæ svØznoæ podgruppoæ privedena v Øvnom spiske iskl¸qeniæ, Tablica 1 raboty [40]. Kriteriæ ortogonal~nosti/simplektiqnosti predstavleniØ ustanavlivaetsØ v [3, Glava III, §7, predloßenie 12]. DlØ interesu¸wego

86 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN nas sluqaØ otvet priveden takße v Tablice 1 knigi [4]. KombiniruØ fftot kriteriæ s teoremoæ 1 raboty [40] i Tabliceæ 1 toæ ße raboty, v kotoroæ gruppa tipa A_l nikogda ne poØvlØetsØ v polivektornom predstavlenii v grafe “X”, my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 7. Pust~ K – algebraiqeski zamknutoe pole. DlØ l¸byh

n, m, 1 ⩽ m ⩽ n − 1, gruppa G = ⋀_m (GL(n, K)) maksimal~na sredi svØznyh zamknutyh podgrupp v odnoæ iz sledu¸wih grupp:

• v GL(C^m_n , K), esli m ≠ n/2;

• v GSp(C^m_n , K), esli m = n/2 neqetno;

• v GO^0(C^m_n , K), esli m = n/2 qetno.

V sluqae m = n/2 ukazannye klassiqeskie gruppy ØvlØ¸tsØ edinstvennymi sobstvennymi svØznymi nadgruppami G.

Dokazatel~stvo. Strogo govorØ, privedennoe vyxe rassußdenie pokazyvaet, qto iz rezul~tatov stat~i [40] vytekaet ne sam fftot rezul~tat dlØ ukazannyh v formulirovke grupp, a lix~ analogiqnyæ rezul~tat dlØ ih kommutantov, tak qto my moßem garantirovat~ tol~ko, qto dlØ svØznoæ zamknutoæ podgruppy ⋀_m (GL(n, K)) ⩽ H ⩽ GL(C^m_n , K)

vypolnØetsØ sledu¸waØ al~ternativa:

• libo H soderßit SL(C^m_n , K), • libo m = n/2 i H soderßit Sp(C^m_n , K) ili SO(C^m_n , K), v zavisimosti ot qetnosti m.

Pofftomu my dolßny prosledit~ ewe za sud~boæ odnomernogo tora. Rassmotrim m-¸ vnexn¸¸ stepen~ psevdootraßeniØ g = d_i(ε) = e + (ε − 1)e_{ii}, ε ∈ K^∗. ˚sno, qto ⋀_m (g)e_I = { εe_I , i ∈ I e_I , i /∈ I . Takim obrazom, matrica ⋀_m (g)e_I imeet d = C^{m−1}_{n−1} sobstvennyh

znaqeniæ ε i C^m_{n−1} sobstvennyh znaqeniæ 1 i, v qastnosti, ee opredelitel~ prinimaet vse znaqeniØ iz K^{∗d} = K^∗, qto srazu vleqet maksimal~nost~ G = ⋀_m (GL(n, K)) v GL(C^m_n , K) pri

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 87

m ≠ n/2. Pri m = n/2 nußno lix~ zametit~, qto rovno po-

lovina sobstvennyh znaqeniæ preobrazovaniØ ⋀_m (g) ravna ε:

esli i ∈ I, to i /∈ I^′. S drugoæ storony, bilineænaØ forma B, opredelØ¸waØ klassiqesku¸ gruppu, v kotoroæ soderßitsØ gruppa ⋀_m (GL(2m, K)), opredelØetsØ na bazise posredstvom B(e_I , e_J ) = 0, esli J ≠ I^′ i B(e_I , e^′_I )e_Ω = e_I ∧ e_I0. Kak oqen~

horoxo izvestno, sm., naprimer, [1, 12], preobrazovaniØ vida

diag(ε, . . . , ε, 1, . . . , 1), gde koliqestvo ε ravno koliqestvu 1, kak

raz i poroßda¸t vmeste s prostoæ klassiqeskoæ gruppoæ svØznu¸ komponentu sootvetstvu¸weæ gruppy podobiæ, t.e. odnu iz grupp GSp(C^m_n , K) ili GO^0(C^m_n , K), ukazannyh v formulirovke lemmy.

Ots¸da srazu sleduet sovpadenie grupp ⋀_m (GL(n, K)) i G^0_{nm}(K) nad algebraiqeski zamknutym polem.

Predloßenie 2. Pust~ K – algebraiqeski zamknutoe pole. Togda ⋀_m (GL(n, K)) = G^0_{nm}(K).

Dokazatel~stvo. Iz predloßeniØ 1 my znaem, qto G = ⋀_m (GL(n, K)) sohranØet sootnoxeniØ Pl¸kkera, i, takim

obrazom, ⋀_m (GL(n, K)) ⩽ G_{nm}(K), a tak kak ⋀_m (GL(n, K)) svØzna, to ⋀_m (GL(n, K)) ⩽ G^0_{nm}(K). S drugoæ storony, iz predyduweæ

lemmy vytekaet, qto v sluqae m ≠ n/2 gruppa ⋀_m (GL(n, K)) mak-

simal~na sredi svØznyh zamknutyh podgrupp v GL(C^m_n , K). Poskol~ku G_{nm}(K) – sobstvennaØ podgruppa v GL(C^m_n , K), ffto srazu vleqet zakl¸qenie lemmy. To ße rassußdenie goditsØ dlØ sluqaØ m = n/2, nußno lix~ zametit~, qto za iskl¸qeniem sluqaØ

n = 4, m = 2 klassiqeskie gruppy GSp(C^m_n , K) i GO^0(C^m_n , K) ne

sohranØ¸t sootnoxeniæ Pl¸kkera.

§8. Algebra Li, stabiliziru¸waØ sistemu form

Takim obrazom, nam ostaetsØ lix~ proverit~, qto shema G_{nm} gladkaØ, t.e., faktiqeski, vyqislit~ razmernost~ algebry Li

Lie(G_{nm}). Kak vyqislØt~ algebru Li, stabiliziru¸wu¸ siste-

mu form, horoxo izvestno, sm., naprimer, [33, s. 256–258], no, koneqno, do poØvleniØ teorii affinnyh gruppovyh shem v poloßitel~noæ harakteristike ots¸da nel~zØ bylo izvleq~ informaci¸ pro gruppu, stabiliziru¸wu¸ tu ße sistemu form. My

88 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN v svoem vyqislenii opØt~ ße sleduem Uil~Ømu Uoterhauzu [49], gde poqti v toqnosti takie ße vyqisleniØ provodØtsØ v lemmah 3.2, 5.3 i 6.3.

Pust~, kak i vyxe, K – pole. Togda algebru Li Lie(G_K ) affinnoæ gruppovoæ shemy G_K prowe vsego predstavlØt~ sebe kak Ødro gomomorfizma G(K[δ]) −→ G(K), pri kotorom δ otobraßaetsØ v 0, sm. [27, 34, 47]. Pust~ G ØvlØetsØ podshemoæ v GL_n. Togda Lie(G_K ) sostoit iz matric vida e+zδ, gde z ∈ M(n, K), udovletvorØ¸wih usloviØm, opredelØ¸wim G(K). Konkretiziruem ffto utverßdenie dlØ sluqaØ, kogda G – stabilizator sistemy mnogoqlenov.

Lemma 8. Pust~ f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xt]. Togda dlØ togo, qtoby

matrica e+zδ, gde z ∈ M(t, K), prinadleßala Lie(Fix_K (f_1, . . . , f_s)), neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ vseh h = 1, . . . , s vypolnØlos~ uravnenie ∑ z_{ij} x_i ∂f_h ∂x_j = 0, 1 ⩽ i, j ⩽ t. Sledu¸wiæ rezul~tat dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak lemma 5.3 raboty [49]. V deæstvitel~nosti ffta lemma kak raz i ØvlØetsØ qastnym sluqaem sledu¸weæ lemmy, otnosØwimsØ k m = 2. Pri fftom v [49] vnexniæ kvadrat

⋀_2 (V ) interpretirovalsØ kak

prostranstvo kososimmetriqeskih matric, a sootnoxeniØ Pl¸kkera – kak ravenstvo nul¸ vseh podpfaffianov 4-go porØdka.

Predloßenie 3. DlØ proizvol~nogo polØ K razmernost~ algebry

Li Lie(G_{nm,K} ) ne prevoshodit n^2.

Dokazatel~stvo. V naxem sluqae polinomial~nye peremennye

x_I zanumerovany mnoßestvami I ∈ ⋀_m (Ω), Ω = {1, . . . , n}, tak qto vmesto i i j v predyduweæ lemme my budem pisat~ I i J, malye ße bukvy i i j ispol~zu¸tsØ dlØ oboznaqeniØ fflementov fftih mnoßestv: I = {i_1, . . . , i_m}, J = {j_1, . . . , j_m}, pri fftom obyqno predpolagaetsØ, qto fflementy i_p m j_q raspoloßeny v porØdke vozrastaniØ, t.e. i_1 < . . . < i_m i j_1 < . . . < j_m. Pri fftom nam budet udobnee oboznaqat~ z_{IJ} qerez z^I_J – qto, kstati, sootvetstvuet tradicionnomu razliqeni¸ kovariantnyh i kontra-

variantnyh indeksov, – a skobki pri pereqislenii fflementov I

i J obyqno budut opuskat~sØ, tak qto my pixem prosto z^{i1...im}_{j1...jm} vmesto z^{{i1,... ,im}} {j1,... ,j_m }. Inogda udobnee indeksirovat~ peremennye xI

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 89 i kofffficienty z^I_J fflementami mnoßestv I i J, raspoloßennymi v proizvol~nom porØdke, no togda nußno imet~ v vidu, qto poluqivxiesØ peremennye x_{i1...im} budut otliqat~sØ ot ishodnyh peremennyh x_I na znak sootvetstvu¸weæ perestanovki mnoßestva I, a kofffficienty z^I_J – na proizvedenie znakov perestanovok I i J, tak qto, naprimer, z^{231}_{213} = −z^{123}_{123} .

S drugoæ storony, uravneniØmi v naxem sluqae ØvlØ¸tsØ sootnoxeniØ Pl¸kkera, tak qto vmesto h my budem pisat~ paru mnoßestv K i L, gde K ∈ ⋀_{m−1} (Ω), a L ∈ ⋀_{m+1} (Ω), priqem K ne soderßitsØ v L. Takim obrazom, sformulirovannye v predyduweæ lemme usloviØ primut vid ∑ z^I_J x_I ∂f_{K,L} ∂x_J = 0, I, J ∈ ⋀_m (Ω),

dlØ kaßdoæ takoæ pary (K, L). Kak sami ffti sootnoxeniØ, tak i sootnoxeniØ Pl¸kkera odnorodny stepeni 2 po peremennym x_I , pofftomu ffti usloviØ svodØtsØ prosto k tomu, qto levye qasti fftih sootnoxeniæ ØvlØ¸tsØ skalØrnymi lineænymi kombinaci- Ømi pl¸kkerovyh mnogoqlenov. Apriori qislo kofffficientov

z^I_J ravno (C^m_n )^2. Seæqas my pokaßem, qto special~nyæ vid pl¸k-

kerovyh mnogoqlenov privodit k bol~xomu koliqestvu lineænyh zavisimosteæ meßdu z^I_J .

Legko videt~, qto qastnaØ proizvodnaØ ∂f^{K,L} ∂x_J ravna 0, za iskl¸qeniem sledu¸wih dvuh sluqaev. Vo-pervyh, esli J =

K ∪ {i}, dlØ nekotorogo i, to ffta proizvodnaØ ravna ±x_{L\{i}}. Vo-

vtoryh, esli J = L \ {i} dlØ nekotorogo i, to ffta proizvodnaØ ravna ±x_{K∪{i}}. Tak kak K ne soderßitsØ v L, to ffti sluqai ne mogut vstretit~sØ odnovremenno. Niße nam potrebuetsØ utoqnit~ znak v fftih proizvodnyh, ffto delaetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ K = {k_1, . . . , k_{m−1}} i L = {l_1, . . . , l_{m+1}}, priqem indeksy raspoloßeny v porØdke vozrastaniØ, t.e. k_1 < . . . < k_{m−1} i

l_1 < . . . < l_{m+1} . Togda ∂f_{K,L} ∂x_{K∪{lp }} = (−1)^px_{l1...} b_{lp ...lm+1} , ∂f_{K,L} ∂x_{L\{lp }} = (−1)^px_{k1...km}�_{1lp} . Ots¸da srazu vytekaet, qto bol~xinstvo kofffficientov z^I_J ravny 0. V samom dele, pust~ |I ∪J| ⩾ m+2. Poloßim K = I \{i_m},

L = J ∪ {i_m}. Tak kak po kraæneæ mere dva fflementa mnoßestva

90 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN

I ne prinadleßat J, to K ⊈ L. �to znaqit, qto ∂f^{K,L}∂x_J = ±x_I , a tak kak ni v kakih drugih slagaemyh peremennaØ x_I ne poØvlØetsØ, to otveqa¸wee pare (K, L) uravnenie soderßit qlen ±z^I_J x^2_I . Odnako pl¸kkerovy sootnoxeniØ ne soderßat kvadratov peremennyh x_I i, znaqit, vse kofffficienty z^I_J , otveqa¸wie param

(I, J) takim, qto |I ∪ J| ⩾ m + 2, ravny 0 i oni ne da¸t nika-

kogo vklada v razmernost~ algebry Li Lie(G_{nm,K}). �to znaqit, qto v dal~neæxem nam dostatoqno ograniqit~sØ temi I i J, dlØ kotoryh |I ∪ J| ⩽ m + 1.

Ocenim teper~ koliqestvo lineæno nezavisimyh kofffficientov sredi z^I_J , gde |I ∪ J| = m + 1. Pust~, skaßem, I = {i_1, . . . , i_{m−2}, r, p}, a J = {i_1, . . . , i_{m−2}, r, q}, gde p ≠ q. Voz~mem te- per~ indeks s, otliqnyæ ot i_1, . . . , i_{m−2}, r, p, q, poloßim K = {i_1, . . . , i_{m−2}, r}, L = {i_1, . . . , i_{m−1}, s, p, q} i rassmotrim sootvetstvu¸wee fftoæ pare uravnenie. Legko videt~, qto monom x_I x_H , gde H = {i_1, . . . , i_{m−2}, s, p}, vhodit v ffto

uravnenie dvaßdy, odin raz kak x_I ∂f^{K,L}∂x_J , a vtoroæ raz kak x_H ∂f_{K,L} ∂x_M , gde

M = {i_1, . . . , i_{m−2}, s, q}. Odnako tak kak monomy vida

x_I x_H , gde |I ∩ H| = m − 1, v pl¸kkerovy sootnoxeniØ ne vhodØt,

kofffficienty u fftih dvuh vhoßdeniæ dolßny sokrawat~sØ. Neposredstvennoe vyqislenie, uqityva¸wee opisannoe vyxe pravilo znakov dlØ qastnyh proizvodnyh, pokazyvaet, qto z^{i1...im}�^{2rp} i1...i_m�2rq = z i1...i_m�2sp i1...i_m�2sq . Neskol~ko raz primenØØ ffto sootnoxenie, legko ubedit~sØ, qto kaßdyæ iz kofffficientov z^I_J , gde |I ∪ J| = m + 1, moßet byt~ priveden k odnomu iz sledu¸wih treh vidov: • z^{1... ,m−1,p} 1... ,m−1,q , gde m ⩽ p ≠ q ⩽ n; • z^{1...m}_{1...î...mp}, libo z^{1...î...mp}_{1...m} , gde 1 ⩽ i ⩽ m i m + 1 ⩽ p ⩽ n; • z^{1...î... ,m+1} 1...ĵ... ,m+1 , gde 1 ⩽ i ≠ j ⩽ m. ˚sno, qto koliqestvo takih kofffficientov ravno (n − m)(n − m − 1), 2m(n − m) i m(m − 1), sootvetstvenno, i, takim obrazom, summarnyæ vklad kofffficientov z^I_J , gde |I ∪J| = m+1, v razmernost~ algebry Li Lie(G_{nm,K}) ne prevoshodit n(n − 1).

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 91 Nam ostalos~ lix~ ocenit~ vklad kofffficientov z^I . Pust~, skaßem, I = {i_1, . . . , i_{m−2}, p, q}, gde p ≠ q, a r, s – ewe dva razliqnyh indeksa, poparno otliqnyh ot i_1, . . . , i_{m−2}, p, q. Poloßim K = {i_1, . . . , i_{m−2}, p}, L = {i_1, . . . , i_{m−1}, q, r, s} i rassmotrim sootvetstvu¸wee fftoæ pare uravnenie. ˚sno, qto monom x_Ix_H , gde H = {i_1, . . . , i_{m−2}, r, s}, vhodit v ffto uravnenie

dvaßdy, odin raz kak x_I ∂f^{K,L}∂x_I , a vtoroæ raz kak x_H ∂f^{K,L}∂x_H , gde H =

{i_1, . . . , i_{m−2}, r, s}. Odnako monom vida x_I x_H , gde |I ∩ H| = m − 2,

vhodit v edinstvennoe pl¸kkerovo sootnoxenie, priqem – byt~ moßet s toqnost~¸ do znaka – s tem ße kofffficientom, qto i mo- nom vida x_J x_M , gde J = {i_1, . . . , i_{m−2}, p, r}, M = {i_1, . . . , i_{m−2}, q, s}. Snova neposredstvennoe vyqislenie, uqityva¸wee znaki qastnyh proizvodnyh, pokazyvaet, qto kofffficienty z^I udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ z^{i1...im}�^{2pq} i1...i_m�2pq + z i1...i_m�2rs i1...i_m�2rs = z i1...i_m�2pr i1...i_m�2pr + z i1...i_m�2qs i1...i_m�2qs . Neskol~ko raz primenØØ ffto sootnoxenie, legko ubedit~sØ, qto kaßdyæ kofffficient z^I , moßet byt~ vyraßen kak lineænaØ kombinaciØ sledu¸wih dvuh tipov kofffficientov: • z^{1... ,m−1,p} 1... ,m−1,p , gde m ⩽ p ⩽ n; • z^{1...î...m+1} 1...î...m+1 , gde 1 ⩽ i ⩽ m. Takim obrazom koliqestvo lineæno nezavisimyh sredi kofffficientov z^I ne prevoshodit (n − m) + m = n, i, okonqatel~no, razmernost~ algebry Li Lie(G_{nm,K}) ne prevoshodit n(n−1)+n = n^2, qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

§9. HarakterizaciØ ⋀_m (GL_n)

U nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo sledu¸- weæ teoremy, utverßda¸weæ, qto nad l¸bym kommutativnym kol~com vnexnØØ stepen~ polnoæ lineænoæ gruppy moßet byt~ oharakterizovana kak svØznaØ komponenta stabilizatora pl¸kkerova ideala.

Teorema 1. DlØ l¸bogo kommutativnogo kol~ca R i l¸byh n, m,

1 ⩽ m ⩽ n − 1, imeet mesto ravenstvo ⋀_m (GL(n, R)) = G^o_{nm}(R).

92 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN

�ta teorema srazu vytekaet iz sledu¸wego bolee obwego rezul~tata, v kotorom my proverØem vypolnenie vseh usloviæ lemmy 7 dlØ ⋀_m , rassmatrivaemogo kak morfizm affinnyh gruppovyh Z-shem. V sledu¸weæ teoreme qerez Z/2ZoboznaqaetsØ postoØnnaØ shema iz dvuh fflementov, zapisyvaemaØ, kak i vse ostal~nye affinnye gruppovye shemy, mul~tiplikativno, tak qto my oboznaqaem ee fflementy qerez ±1. Napomnim, qto dlØ kol~ca R porØdok Z/2Z(R) raven 2^s, gde s – koliqestvo nerazloßimyh komponent R. DlØ algebraiqeski zamknutogo polØ K sformulirovannyæ zdes~ izomorfizm srazu vytekaet iz predloßeniØ 2 i lemmy 6, no, tak kak my rabotaem nad proizvol~nym kol~com, nam neobhodimo dokazat~ izomorfizm nad Z.

Teorema 2. DlØ l¸byh n, m, 1 ⩽ m ⩽ n − 1, imeet mesto izomor-

fizm affinnyh gruppovyh shem nad Z:

G_{nm} ∼= GL_n /μ_m m ≠ n/2, GL_n /μ_m ⋋ Z/2Z m = n/2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim morfizm algebraiqeskih grupp ⋀_m : GL_n −→ GL_Cm_n , g → ⋀_m (g). Kak my znaem iz lemmy 4, Ødro fftogo morfizma ravno μ_m, a v silu predloßeniØ 1 ego obraz soderßitsØ v G_{nm}. �to znaqit, qto ⋀_m induciruet monomorfizm algebraiqeskih grupp ϕ : GL_n /μ_m −→ G_{nm}. Oqevidno, qto v sluqae m = n/2 preobrazovanie chow, zadannoe na bazise vnexneæ stepeni posredstvom e_I → e_I0, perevodit pl¸kkerovy sootnoxeniØ v takie ße sootnoxeniØ i, sledovatel~no, leßit v G_{nm}. �to opredelØet kopi¸ Z/2Zvnutri G_{nm}, tak qto v fftom sluqae my poluqaem morfizm GL_n /μ_m ⋋ Z/2Z−→ G_{nm}, otobraßa¸wiæ (g, 1) v ϕ(g), a (g, −1) v ϕ(g) chow, kotoryæ my budem oboznaqat~ toæ ße bukvoæ ϕ. My hotim primenit~ k tak opredelennomu morfizmu ϕ lemmu 3 qtoby zakl¸qit~, qto ϕ ØvlØetsØ izomorfizmom affinnyh gruppovyh shem, pri fftom H = G_{nm}, a

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 93 G – gruppa, stoØwaØ v pravoæ qasti ravenstva v uslovii teore- my. V sluqae m = n/2 iz-za dopolnitel~nogo mnoßitelØ Z/2Zuße ne sovsem Øsno, qto tak rasxirennoe ϕ po preßnemu ØvlØetsØ monomorfizmom. Odnako dlØ algebraiqeski zamknutogo polØ K iz predloßeniØ 2 vytekaet, qto chow ne leßit v svØznoæ komponente G^0_{nm}, tak qto ϕ prodolßaet ostavat~sØ monomorfizmom, to ße verno dlØ ϕ : G(K[δ]) −→ H([δ]); ffto znaqit, qto vypolnØetsØ uslovie 2 lemmy 3. Po postroeni¸ G imeem dim(G_K) = n^2, a iz lemmy 3 vytekaet, qto dim_K (Lie(H_K )) ⩽ n^2, tak qto uslovie 1 predloßeniØ 3 takße vypolnØetsØ. Nakonec, uslovie 3 lemmy 3 vytekaet iz togo, qto soglasno lemme 6 uße normalizator ⋀_m (GL(n, K)) v GL(C^m_n , K) soderßitsØ v – na samom dele sovpa-

daet s – G. �to znaqit, qto my moßem primenit~ lemmu 3 i zakl¸qit~, qto ϕ ustanavlivaet izomorfizm G i H kak affinnyh gruppovyh shem nad Z.

Otmetim, qto imenno privedennyæ v fftoæ teoreme izomorfizm oznaqaet v sluqae kolec, s uqetom nes¸r¨ektivnosti ffpimorfizmov algebraiqeskih grupp na toqkah. ToqnaØ posledovatel~- nost~ affinnyh gruppovyh shem

1 −→ μ_m −→ GL_n −→ GL_n /μ_m −→ 1

daet toqnu¸ posledovatel~nost~ kogomologiæ 1 −→ μ_m(R) −→ GL(n, R) −→ (GL_n /μ_m)(R) −→ H^1(R, μ_m) −→ H^1(R, GL_n) −→ H^1(R, GL_n /μ_m).

ZnaqeniØ vhodØwih s¸da mnoßestv kogomologiæ – pervoe iz nih, koneqno, na samom dele ØvlØetsØ gruppoæ – horoxo izvestny. A imenno, H^1(R, GL_n) klassificiruet proektivnye R-moduli ranga n, tak qto, v qastnosti, H^1(R, GL_1) = Pic(R) – gruppa Pikara kol~ca R. S drugoæ storony, zapisyvaØ toqnu¸ posledovatel~- nost~ kogomologiæ, otveqa¸wu¸ toqnoæ posledovatel~nosti affinnyh gruppovyh shem

1 −→ μ_m −→ GL_1^{powm}−→ GL_1 −→ 1,

gde morfizm pow_m iz GL_1 v GL_1 predstavlØet soboæ vozvedenie v m-¸ stepen~, i uqityvaØ, qto pow_m(GL_1)(R) = R^{∗m}, poluqaem 1 −→ R^∗/R^{∗m} −→ H^1(R, μ_m) −→ Pic(R) −→ Pic(R),

94 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN gde pravaØ strelka inducirovana pow_m. Takim obrazom, gruppa kogomologiæ H^1(R, μ_m) predstavlØet soboæ rasxirenie gruppy fflementov gruppy Pikara Pic(R), ubivaemyh umnoßeniem na m (t.e. gruppy teh obratimyh moduleæ P nad R, qto P^{⊗m} = R), pri pomowi gruppy R^∗/R^{∗m}. �ta gruppa – v osobennosti dlØ m = 2 – neskol~ko raz voznikala v razliqnyh voprosah geometriqeskoæ algebry nad kol~cami, sm., v qastnosti, [20].

Qtoby polnost~¸ opisat~ gruppu (GL_n /μ_m)(R), nam ostalos~ ewe vyqislit~ Ødro otobraßeniØ H^1(R, μ_m) −→ H^1(R, GL_n). DlØ fftogo zametim, qto morfizm μ_m −→ GL_n propuskaetsØ qerez GL_1 v skalØrnom vloßenii v GL_n. ˚sno, qto skalØrnoe vloßenie induciruet v kogomologiØh H^1(R, GL_1) −→ H^1(R, GL_n) otobraßenie, posyla¸wee obratimyæ modul~ P v P^n. Takim obrazom, Ødro H^1(R, μ_m) −→ H^1(R, GL_n) soderßit vs¸ gruppu R^∗/R^{∗m} i, sverh togo, te fflementy P gruppy Pikara kol~ca R, dlØ kotoryh

P^{⊗m} = R i P^n = R^n.

Rez¸miruØ vyxeskazannoe, my vidim, qto faktor-gruppa ⋀_m (GL_n)(R) po ⋀_m (GL(n, R)) soderßit kopi¸ gruppy R^∗/R^{∗m} i

dal~neæxiæ faktor po fftoæ kopii ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy Pikara Pic(R), sostoØweæ iz teh obratimyh moduleæ P nad R, dlØ kotoryh P^{⊗m} = R i P^n = R^n. Zametim, qto pervaØ iz fftih sekciæ moßet byt~ netrivial~noæ uße v sluqae, kogda R = K – pole. Imenno s nes¸r¨ektivnost~¸ fftogo vloßeniØ na toqkah i svØzano to, qto klass transvekciæ, kotoryæ my stroim v stat~e [7], strogo xire, qem prosto obrazy lineænyh transvekciæ.

Literatura 1. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra. M., Nauka, 1969. 2. N. Burbaki, Algebra, Glavy I–III. M., 1962.

3. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy VII, VIII. M., 1978. 4. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh klassiqeskih grupp. Dokt. diss., Leningr. gos. un-t, 1987, s. 1–334.

5. N. A. Vavilov, Kak uvidet~ znaki strukturnyh konstant? — Algebra i analiz 19 (2007), (gotovitsØ k peqati).

6. N. A. Vavilov, Razloßenie unipotentov v prisoedinennom predstavlenii gruppy Xevalle tipa E_6. — Algebra i analiz. (gotovitsØ k peqati).

7. N. A. Vavilov, E. ˚. Perel~man, Transvekcii v polivektornyh predstavleniØh GLn. —. (gotovitsØ k peqati).

8. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, A. V. Stepanov, VyqisleniØ v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. — Dokl. AN SSSR 40, ˝ 1 (1990), 145–147.

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 95 9. �. B. Vinberg, A. G. �laxvili, KlassifikaciØ trivektorov v devØtimernom prostranstve. — Trudy Seminara po Vekt. i Tenz. Analizu 18 (1978), 197–233.

10. F. Griffits, Dß. Harris, Principy algebraiqeskoæ geometrii, I. M., Mir, 1982.

11. T. tom Dik, Gruppy preobrazovaniæ i teoriØ predstavleniæ. M., Mir, 1982.

12. ȷ. D~edonne, GeometriØ klassiqeskih grupp. M., Mir, 1974. 13. E. B. Dynkin, Maksimal~nye podgruppy klassiqeskih grupp. — Trudy Mosk. Mat. ob-va 1 (1952), 39–166.

14. P. Kon, Svobodnye kol~ca i ih svØzi. M., Mir, 1975.

15. A. V. Stepanov, UsloviØ stabil~nosti v teorii lineænyh grupp nad kol~cami. Kand. diss., Leningr. gos. un-t, 1987, s. 1–112.

16. V. Hodß, D. Pido, Metody algebraiqeskoæ geometrii, I. M., IL, 1954. 17. I. R. Xafareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii, I. M., Nauka, 1988.

18. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups. — Algebra Colloquium 7, no. 2 (2000), 159–196.

19. M. Barnabei, A. Brini, G.-C. Rota, On the exterior calculus of invariant theory.

— J. Algebra 96 (1985), 120–160.

20. H. Bass, Clifford algebras and spinor norms over a commutative ring. — Amer.

J. Math. 96 (1974), 156–206.

21. J. B. Bertin, M. J. Bertin, Algèbre linèaire et geométrie classique. Paris, Masson, 1981.

22. B. Capdevielle, Classification des formes trilinéaires alternées en dimension 6.

— Enseignement Math. 18 (1972), 225–243.

23. C. Chevalley, Séminaire sur la classification des groupes de Lie algèbriques, I, II. Paris, Ecole Norm. Sup., 1956–1958.

24. W. L. Chow, On the geometry of algebraic homogeneous spaces. — Ann. Math.

50 (1949), 32–67.

25. A. M. Cohen, A. G. Helminck, Trilinear alternating forms on a vector space of dimension 7. — Commun. Algebra 16, no. 1 (1988), 1–25.

26. B. N. Cooperstein, Nearly maximal representations for the special linear group.

— Michigan Math. J. 27 (1980), 3–19.

27. M. Demazure, P. Gabriel, Groupes algèbriques. I. Amsterdam et al., North Holland, 1970, pp. 1–770.

28. M. Demazure, P. Gabriel, Introduction to algebraic geometry and algebraic groups. Amsterdam et al., North Holland, 1980, pp. 1–357.

29. M. Demazure, A. Grothendieck, Schémas en groupes. I, II, III. Lecture Notes Math. 151 (1971), 1–564; 152, 1–654; 153, 1–529.

30. J. D. Dixon, Rigid embeddings of simple groups in the general linear group. — Canad. J. Math. 29, no. 2 (1977), 384–391.

31. D. Ž. -Djoković, Classification of trivectors of an eight-dimensional real vector space. — Linear and Multilinear Algebra 13 (1983), 3–39.

96 N. A. VAVILOV, E. ˚. PEREL^MAN

32. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989.

33. N. Jacobson, Structure and representations of Jordan algebras. Providence, R.I., Amer. Math. Soc. Colloquium Public., 1968.

34. J. C. Jantzen, Representations of algebraic groups. N.Y., Academic Press, 1987. 35. W. Lichtenstein, A system of quadrics describing the orbit of the highest weight vector. — Proc. Amer. Math. Soc. 84, no. 4 (1982), 605–608.

36. E. B. Plotkin, A. A. Semenov, N. A. Vavilov, Visual basic representations: an atlas. — Int. J. Algebra and Computations 8 no. 1 (1998), 61–97.

37. Ph. Revoy, Trivecteurs de rang 6. — Bull. Soc. Math. France 59 (1979), 141–155. 38. Ph. Revoy, Formes trilinéaires alternées de rang inférieur ou égal á 7. Actes du 110e Congrès National des Sociétés savantes (Montpellier–1985). Paris, 1985, pp. 189–194.

39. Ph. Revoy, Formes trilinéaires alternées en dimension 6 et 7. — Bulletin Sci.

Math. 112 (1988), 357–368.

40. G. M. Seitz, The maximal subgroups of classical algebraic groups. — Memoirs Amer. Math. Soc. 67 (1987), 1–286.

41. T. A. Springer, F. D. Veldkamp, Octonions, Jordan algebras and exceptional groups. Springer, Berlin et al., 2000.

42. A. V. Stepanov, N. A. Vavilov, Decomposition of transvections: a Theme with variations. — K-theory 19 (2000), 109–153.

43. D. M. Testerman, Irreducible subgroups of exceptional algebraic groups. — Memoirs Amer. Math. Soc. 75 (1988), 1–190.

44. N. A. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. Proc. Conf.

Non-associative algebras and related topics (Hiroshima — 1990). London et al., World Sci. Publ., 1991, pp. 219–335.

45. N. A. Vavilov, A third look at weight diagrams. — Rendiconti del Seminario Matem. dell’Univ. di Padova 204 (2000), 1–45.

46. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Chevalley groups over commutative rings. I.

Elementary calculations. — Acta Applicandae Math. 45 (1996), 73–115. 47. W. C. Waterhouse, Introduction to affine group schemes. New York et al., Springer-Verlag, 1979.

48. W. C. Waterhouse, Automorphisms of quotients of Q GL(ni). — Pacif. J. Math.

102 (1982), 221–233.

49. W. C. Waterhouse, Automorphisms of det(Xij): the group scheme approach. — Adv. Math. 65, no. 2 (1987), 171–203.

50. R. Westwick, Real trivectors of rank seven. — Linear and Multilinear Algebra 10 (1981), 183–204.

Vavilov N. A., Perelman E. Ya. Polyvector representations of GL_n. In the present paper we characterise ⋀_n (GL(n, R)) over any commutative ring R as the connected component of the stabiliser of Plücker ideal. This folk theorem is classically known for algebraically closed fields and should be also well-known in general. However, we are not aware of any obvious reference, so we produce a detailed proof which follows a general

POLIVEKTORNYE PREDSTAVLENI˚ GLn 97 scheme developed by W.C.Waterhouse. The present paper is a technical preliminary for a subsequent paper, where we construct decomposition of transvections in polyvector representations of GL_n.

Postupilo 23 oktØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet