Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

O. M. Fomenko

POVEDENIE SREDNIH RISSA KO�FFICIENTOV L-FUNKCII SIMMETRIQESKOGO KVADRATA

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

§1. Vvedenie

Rassmotrim prostranstvo S_k(Γ) golomorfnyh paraboliqeskih form f(z) = ∑_∞ m=1 a_f (n)e^{2πinz}, z ∈ H := {z = x+iy : y > 0}, qetnogo vesa k ¿ 12 dlØ Γ := SL(2, Z); S_k(Γ)^+ – mnoßestvo sobstvennyh form Gekke iz fftogo prostranstva s a_f (1) = 1. Poloßim

λ_f (n) = a_f (n)/n^k

�1_2 ; dlØ prostogo p imeem (Gekke, Delin~)

λ_f (p) = α_f (p) + α_f (p), α_f (p)α_f (p) = 1. (1)

DlØ f ∈ S_k(Γ)^+ rassmotrim L-funkci¸ Gekke (Re s > 1) L(s, f) := ∞∑ n=1 λ_f (n)n^{−s} = ∏ p ( 1 − α_f (p)p^{−s} )_{−1} ( 1 − α_f (p) p^{−s} )_{−1} . L(s, f) ØvlØetsØ celoæ funkcieæ i udovletvorØet funkcional~- nomu uravneni¸ rimanova tipa.

DlØ f ∈ S_k(Γ)^+ rassmotrim simmetriqeskiæ kvadrat L(s, sym^2f) L-funkcii Gekke L(s, f): pri Re s > 1

L(s, sym^2f) := ∏ p ( 1 − α^2_f (p)p^{−s} )_{−1} (1 − p^{−s})^{−1} ( 1 − α^2_f (p) p^{−s} )_{−1} . Imeem

L(s, sym^2f) = ζ(2s) ∞∑ n=1 λ_f (n^2)n^{−s} =: ∞∑ n=1 c_nn^{−s}.

274

POVEDENIE SREDNIH RISSA 275

Funkci¸ L(s, sym^2f) vvel Ximura, on ße izuqil ee svoæstva (sm. [1]). Ispol~zuØ ffti svoæstva i teoremu Landau, vyvodim neravenstvo ∑ n6x^{cn ≪ x} 1 2 log^2 x.

V rabote avtora [2] byla vydvinuta gipoteza: ∑ n6x^{cn ≪ x} 1 3 +ε; (2)

zdes~ i niße ε – skol~ ugodno maloe poloßitel~noe fiksirovannoe qislo. Ispol~zuØ (1), legko dokazat~, qto

|c_n| 6 d_3(n) ≪ n^ε, (3) gde d_l(n) – klassiqeskaØ funkciØ deliteleæ pri celom l ¿ 2.

Opredelim srednie Rissa kofffficientov funkcii L(s, sym^2f) =^∞ ∑ n=1 c_nn^{−s} sootnoxeniem

D_ρ(x; sym^2f) := 1 Γ(ρ + 1) ∑_′ n6x^{(x − n)} ρc_n, gde ρ ¿ 0 – fiksirovannoe qislo i ∑_′ oznaqaet, qto esli ρ = 0 i x – celoe qislo, to v summe vmesto c_x beretsØ^1_2 c_x. V sootvetstvii s [3], razloßim srednee Rissa na “vyqetnu¸ funkci¸” i “ostatoqnyæ qlen”:

D_ρ(x; sym^2f) =

L(0, sym^2f)

Γ(ρ + 1) x^ρ + Δ_ρ(x; sym^2f).

Niße my izuqim nekotorye svoæstva funkcii Δ_ρ(x; sym^2f) pri

0 6 ρ 6 1. V §2 privoditsØ analog dlØ Δρ(x; sym^2f) (useqennoæ)

formuly Voronogo, kotoryæ obobwaet teoremu 1 [2], a zatem s pomow~¸ fftogo analoga ocenivaetsØ integral X∫ 1 Δ_ρ(x; sym^2f)^2dx

pri 0 6 ρ 6 1. V sluqae 0 < ρ 6 1 poluqennoe sootnoxenie ØvlØetsØ asimptotikoæ. Pri ρ = 0 vmesto asimptotiki poluqaetsØ

276 O. M. FOMENKO

ocenka sverhu_X ∫ 1 Δ_0(x; sym^2f)^2dx ≪ X^{53 +ε},

iz kotoroæ sleduet, qto v srednem gipoteza (2) vypolnØetsØ.

V §3 my, ispol~zuØ analog formuly Voronogo i podhody His- Brauna [4], dokazyvaem naliqie pri 0 < ρ 6 1 predel~nogo raspredeleniØ u veliqiny

x^{− 23 ρ− 13} Δ_ρ(x; sym^2f).

�to predel~noe raspredelenie absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega s plotnost~¸ p(x), kotoraØ prodolßaetsØ kak celaØ funkciØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ i dostatoqno bystro ubyvaet na vewestvennoæ prØmoæ pri |x| → ∞.

V kaqestve sledstviØ, poluqaem tot ße predel~nyæ zakon dlØ veliqiny x^{− 23 ρ− 13} D_ρ(x; sym^2f), 0 < ρ < 1.

Dokazatel~stvo analogiqnyh rezul~tatov o predel~nom raspredelenii x^{−1/3}Δ_0(x; sym^2f) (i x^{−1/3}D_0(x; sym^2f)) ØvlØetsØ trudnoæ nerexennoæ zadaqeæ. �ta zadaqa obsußdaetsØ v §4; ona, v qastnosti, svØzana s poluqeniem asimptotiki v teoreme 2 pri ρ = 0.

§2. Analog formuly Voronogo. Srednekvadratiqnye ocenki

Preßde vsego sformuliruem analog formuly Voronogo, obobwa¸wiæ teoremu 1 raboty [2].

Teorema 1. Pust~ x > 1, N ¿ 1. Togda pri l¸bom fiksirovannom

ρ, 0 6 ρ 6 1, imeem

Δ_ρ(x; sym^2f)

= 2^{−ρ}π^{−ρ−1}3^{− 12} x^{23 ρ+ 13} ∑ n6N^{cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ }

+ O ( x^{23 ρ+ 16} N^{− 13 ρ+ 16 +ε} ) + O ( x^{23 ρ+ 23 +ε}N^{− 13 ρ− 13} ) + O(x^ε). V [2] privodØtsØ lix~ fragmenty dokazatel~stva; ono sleduet uße izvestnym obrazcam (sm. [5, 6]). Dokazatel~stvo nastoØweæ teoremy malo otliqaetsØ ot dokazatel~stva teoremy 1 [2].

POVEDENIE SREDNIH RISSA 277

Ocenim teper~ integral X∫ 1 Δ_ρ(x; sym^2f)^2dx

pri 0 6 ρ 6 1. Ispol~zuem soobraßeniØ dokazatel~stva teoremy 13.5 knigi [7]. Dostatoqno rassmotret~ integral po [T, 2T ]. V fftom sluqae T 6 x 6 2T i, vzØv N = T , poluqaem iz teoremy 1 sootnoxenie

Δ_ρ(x; sym^2f)

= 2^{−ρ}π^{−ρ−1}3^{− 12} x^{23 ρ+ 13} ∑ n6N^{cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ }

+ O ( T^{13 ρ+ 13 +ε} ) . Naqinaem s poqlennogo integrirovaniØ: 2T∫ T Δ_ρ(x; sym^2f)^2dx =2^{−2ρ}π^{−2ρ−2}3^{−1} 2T∫ T x^{43 ρ+ 23} ∑ m,n6T^{cmcn(mn)} − 13 ρ− 23

× cos { 6π(mx)^{13} − π 2 ρ } cos { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ } dx

+ O ( T^{ρ+ 23 +ε} 2T∫ T | | | ∑ n6T^{cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ }| |dx )

+ O ( T^{23 ρ+ 53 +ε} ) . (4)

V pervoæ summe v (4) rassmatriva¸tsØ otdel~no sluqai m = n i m ≠ n. Vklad qlenov s m = n sostavlØet

2^{−2ρ}π^{−2ρ−2}3^{−1} ∑ n6T 2T∫ T x^{43 ρ+ 23} c^2_nn^{− 23 ρ− 43} cos^2 { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ } dx

= 2^{−2ρ−1}π^{−2ρ−2}3^{−1} ∑ n6T^c 2 nn^{− 23 ρ− 43} 2T∫ T x^{43 ρ+ 23} (1+cos{12π(nx)^{13} −πρ})dx

278 O. M. FOMENKO

= 2^{−2ρ−1}π^{−2ρ−2}(4ρ + 5)^{−1} (( 2T ) 4_{3 ρ+} 5_3 − T^{43 ρ+ 53} )^∞∑ n=1 c^2_nn^{− 23 ρ− 43} + O ( T^{23 ρ+ 43} · log^8 T ) + O ( T^{43 ρ+ 43} ) . (5)

DlØ poluqeniØ (5) ispol~zovalis~: neravenstva (3) i ∑ n6x^d 2 k(n) 6 x ( 9 log x )_{k−1} (sm. [8]);

qastnoe summirovanie; klassiqeskiæ rezul~tat van der Korputa [7]:

pust~ F (x) – vewestvennaØ differenciruemaØ funkciØ takaØ, qto F^′(x) monotonna i F^′(x) ¿ m > 0 ili F^′(x) 6 −m < 0 dlØ

a 6 x 6 b. Togda | | | | b∫ a G(x)e^{iF (x)}dx | | | | 6 4Gm^{−1}, (6)

gde G(x) – poloßitel~naØ monotonnaØ funkciØ pri a 6 x 6 b takaØ, qto |G(x)| 6 G.

Iz formuly 2 cos α · cos β = cos(α − β) + cos(α + β) vidno, qto podsumma v (4), sostoØwaØ iz qlenov s m ≠ n, kratna veliqine ∑ m≠n6T c_mc_n(mn)^{− 13 ρ− 23} 2T∫ T x^{43 ρ+ 23} cos { 6π ( mx )_{1/3} − 6π ( nx )_{1/3}} dx

+ ∑ m≠n6T c_mc_n(mn)^{− 13 ρ− 23} 2T∫ T x^{43 ρ+ 23} cos { 6π ( mx )_{1/3} +6π ( nx )_{1/3} −πρ } dx =: S_1+S_2.

OcenivaØ integraly v S_2 s pomow~¸ (6), imeem

S_2 ≪ T^{43 ρ+ 43} ∑ m<n6T^{|cm| |cn|(mn)} − 13 ρ− 23 ( m^{13} + n^{13} )_{−1} . Ispol~zuØ ocenku ∑

m6x^{d3(n) ≪ x log} 2 x,

POVEDENIE SREDNIH RISSA 279

poluqaem S_2 ≪ T^{ρ+ 53} log^5 T.

Analogiqno, imeem

S_1 ≪ T^{43 ρ+ 43} ∑ m<n6T^{|cm| |cn|(mn)} − 13 ρ− 23 ( m^{13} − n^{13} )_{−1}

= T^{43 ρ+ 43} ( ∑ n6m/2 + ∑ n>m/2 ) =: T^{43 ρ+ 43} (S^′_1 + S^{′′}_1 ).

Dalee, imeem S^′_1 ≪ ∑ m6T,m6m/2^{d3(m)d3(n)(mn)} − 13 ρ− 23 · m− 13 6^{( ∑}_{m6T} d3(m)m^{− 1}3^{ρ−1)( ∑}_{n6T} d3(n)n^{− 1}3^{ρ− 2}3^) ≪ T^{− 1}3^{ρ+ 1}3 log^5 T, S^{′′}_1 ≪ ∑ m6T^{d3(m)m} − 13 ρ− 23 ∑ m/2<n<m d_3(n)n^{− 13 ρ− 23} ( m^{1/3} − n^{1/3} )_{−1}

≪ ∑ m6T^{d3(m)m} − 13 ρ− 23 ∑ m/2<n<m d_3(n)n^{− 13 ρ}(m − n)^{−1} ≪ ∑ m6T^{d3(m)m} − 23 ρ− 23 +ε ≪ T − 23 ρ+ 13 +ε.

Sledovatel~no, S_1 ≪ T^{ρ+ 53} log^5 T + T^{23 ρ+ 53 +ε}.

Pervyæ O-qlen v (4) ocenivaetsØ s pomow~¸ neravenstva Koxi– Xvarca kak

≪ T^{ρ+2/3+ε} · T^{1/2} (^{2T}∫ T | | | | ∑ n6T^{cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6π(nx)^{1/3} − π 2 ρ }| | | 2 dx )_{1/2}

≪ T^{ρ+5/3+ε};

pri fftom integral^{2T} ∫ T | | · · · | |^2dx ocenivaetsØ s pomow~¸ prive-

dennyh vyxe vyqisleniæ kak O(T ), esli 0 < ρ 6 1; O(T^{1+ε}), esli ρ = 0. Tem samym, dokazana

280 O. M. FOMENKO

Teorema 2. Pri l¸bom fiksirovannom ρ, 0 6 ρ 6 1, imeem X∫ 1 Δ_ρ(x; sym^2f)^2dx = CX^{43 ρ+ 53} + O ( X^{ρ+5/3+ε} ) , gde C = 2^{−2ρ−1}π^{−2ρ−2}(4ρ + 5)^{−1} ∞∑ n=1 c^2_nn^{− 23 ρ− 43} .

§3. Suwestvovanie predel~nogo raspredeleniØ V nastowem paragrafe dokazyvaetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3. Fiksiruem ρ, 0 < ρ 6 1. Veliqina x^{− 2}3^{ρ− 1}3 Δρ(x; sym^2f)

imeet predel~noe raspredelenie s plotnost~¸ p(α); inaqe govorØ, dlØ l¸bogo intervala I spravedlivo sootnoxenie

X^{−1} mes { x ∈ [1, X] : x^{− 23 ρ− 13} Δ_ρ(x; sym^2f) ∈ I } −→ ∫ I p(α)dα pri X → ∞. Plotnost~ p(α) i ee proizvodnye udovletvorØ¸t uslovi¸ ubyvaniØ d^k dα^k p(α) ≪ (1 + |α|)^{−A} dlØ k = 0, 1, 2, . . . i l¸boæ konstanty A, priqem ≪-konstanta zavisit ot A i k. Krome togo, p(α) prodolßaetsØ na vs¸ ploskost~

C kak celaØ funkciØ.

Sledstvie 1. Tot ße predel~nyæ zakon imeet mesto dlØ veli-

qiny x^{− 23 ρ− 13} D_ρ(x; sym^2f), 0 < ρ < 1.

Dokazatel~stvo teoremy opiraetsØ na metod His-Brauna [4], k izloßeni¸ kotorogo my perehodim. Rassmatrivaem proizvol~- nu¸ funkci¸ F (t), kotoraØ approksimiruetsØ v srednem oscilliru¸wim rØdom.

Predpoloßenie (N). Pust~ a1(t), a2(t), . . . – nepreryvnye vewe-

stvennoznaqnye funkcii s periodom 1 i pust~ suwestvu¸t nenulevye konstanty γ_1, γ_2, . . . takie, qto lim N→∞ lim sup T →∞ 1 T T∫ 0 min { 1, | | |F (t) − ∑ n6N^{an(γnt)} | | | } dt = 0.

POVEDENIE SREDNIH RISSA 281

Uße vypolnenie usloviØ (N) garantiruet naliqie predel~nogo raspredeleniØ u F (t) v slabom smysle. Bolee tonkim ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat His-Brauna ([4, teorema 5]), kotoryæ my sformuliruem v vide lemmy.

Lemma 1. Pust~ F (t) udovletvorØet (N) i predpoloßim, qto

konstanty γ_i lineæno nezavisimy nad Q. Predpoloßim, krome togo, qto_1 ∫ 0 a_n(t)dt = 0 (n ∈ N),

∞∑ n=1 1∫ 0 a_n(t)^2dt < ∞, i qto suwestvuet konstanta μ > 1, dlØ kotoroæ max t∈[0,1] |a_n(t)| ≪ n^{1−μ} i lim_{n→∞} n^μ 1∫ 0 a_n(t)^2dt = ∞. Togda F (t) imeet predel~noe raspredelenie s plotnost~¸ p(α), svoæstva kotoroæ sformulirovany v teoreme 3.

Pokaßem teper~, kak lemma 1 primenØetsØ k veliqine Δ_ρ(x; sym^2f). Nam neobhodima sledu¸waØ formula:

Δ_ρ(x; sym^2f) = 2^{−ρ}π^{−ρ−1}3^{− 12} x^{23 ρ+ 13} ∑ n6X^{cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6π(nx)^{13} − π 2 ρ }

+O ( X^{13 ρ+ 13 +ε} ) , kotoraØ ravnomerna otnositel~no x ∈ [X, 8X].

�ta formula vytekaet iz teoremy 1. Pust~

F (t) := t^{−2ρ−1}Δ_ρ(t^3; sym^2f);

a_n(t) := ε(n)2^{−ρ}π^{−ρ−1}3^{− 12} ∞∑ r=1 c_n(nr^3)^{− 13 ρ− 23} cos { 6πrt − π 2 ρ }

282 O. M. FOMENKO

s ε(n) = 1, esli n svobodno ot kubov, i ε(n) = 0 v protivnom

sluqae; γ_n = n^{1/3}. V qastnosti, my vidim, qto

F (t) = 2^{−ρ}π^{−ρ−1}3^{− 12} ∑ n6T^{3 cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6πtn^{1/3} − π 2 ρ } + O ( T^{−ρ+ε} )

ravnomerno otnositel~no t ∈ [T, 2T ]. Togda dlØ l¸bogo celogo

N 6 T^{1/2} imeem F (t) − ∑ n6N^{an(γnt) ≪} | | | ∑_′ n6T^{3cnn} − 13 ρ− 23 cos { 6πtn^{1/3} − π 2 ρ }| | | + ∑ n6N^n − 13 ρ− 23 ∑ r¿T /^{3√}n c_{nr}3 r^{−ρ−2} + O(T^{−ρ+ε})

≪ | | | ∑_′ n6T^{3cnn} − 13 ρ− 23 e(3tn1/3) | | | + N^{2/3}T^{−ρ−1+ε} + T^{−ρ+ε} ≪ | | | | ∑_′ n6T^{3cnn} − 13 ρ− 23 e(3tn1/3) | | | | + T^{−ρ+ε} ravnomerno otnositel~no t ∈ [T, 2T ], priqem ∑_′ oznaqaet, qto na

n nakladyvaetsØ sledu¸wee ograniqenie: esli n = n_0r^3, gde n_0

svobodno ot kubov, to n_0 > N . Vospol~zovavxis~ soobraßeniØmi

iz §2, moßno pokazat~, qto (c > 0) 2T∫ T | | | | ∑_′ n6T^3

c_nn^{− 13 ρ− 23} e(3tn^{1/3}) | | | | 2 dt = cT ∑_′ n6T^3

c^2_nn^{− 23 ρ− 43} + O(T^{−ρ+1+ε})

≪ T ∑ n>N c^2_nn^{− 23 ρ− 43} + T^{−ρ+1+ε} ≪ T N^{ε− 23 ρ− 13} + T^{−ρ+1+ε}.

Iz fftogo neravenstva sleduet, qto 2T∫ T | | | |F (t) − ∑ n6N^{an(γnt)} | | | | 2 dt

≪ T ( T^{−ρ+ε} )_2

+ T N^{ε− 23 ρ− 13} + T^{1−ρ+ε} ≪ T N^{ε− 23 ρ− 13} + T^{1−ρ+ε}.

Po neravenstvu Koxi, imeem

lim sup T →∞ 1 T 2T∫ T | | |F (t) − ∑ n6N^{an(γnt)} | | |dt ≪ N^{ε− 13 ρ− 16} ;

POVEDENIE SREDNIH RISSA 283

sledovatel~no, vypolnØetsØ predpoloßenie (N). Teorema srazu vytekaet iz lemmy 1, esli vzØt~, naprimer, μ = 5/3.

§4. ZameqaniØ

V nastoØwem paragrafe obsußdaetsØ nerexennaØ zadaqa, sostoØwaØ v dokazatel~stve suwestvovaniØ predel~nogo raspredeleniØ u veliqiny x^{−1/3}Δ_0(x; sym^2f). Snaqala poluqim analogiqnyæ fakt dlØ veliqiny A(x, f) := ∑_′ n6x^{af (n),} gde a_f (n) = λ_f (n)n^{(k−1)/2} — n-yæ kofffficient Fur~e sobstvennoæ formy Gekke f ∈ S_k(Γ)^+ (sm. §1). V poslednem sluqae analog formuly Voronogo dokazan v sledu¸wem vide (sm. [9]): pri 1 6 N ≪ x imeem A(x, f) = π^{−1}2^{−1/2}x^{−1/4+k/2} ∑ n6N^{λf (n)n} −3/4 cos { 4π(nx)^{1/2} − π/4 }

+ O ( x^{k/2+ε}N^{−1/2} ) . (7)

Dalee, ispol~zuØ formulu (7) i lemmu 1, moßno dokazat~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4. Veliqina x^{1/4−k/2}A(x, f) imeet predel~noe rasprede-

lenie s plotnost~¸ p(α), svoæstva kotoroæ sformulirovany v teoreme 3.

PoslednØØ teorema vpolne analogiqna teoreme 1 raboty His- Brauna [4], v kotoroæ rassmatrivaetsØ funkciØ (ostatoqnyæ qlen v probleme deliteleæ Dirihle)

Δ(x) = ∑ n6x^{d(n) − x(log x + 2γ − 1)} s d(n) := d_2(n). Pri dokazatel~stve fftoæ teoremy His-Braun opiralsØ, v qastnosti, na klassiqesku¸ formulu Voronogo [5] dlØ Δ(x), ves~ma shodnu¸ s (7). Izvestna takße obwaØ problema deliteleæ (sm. [5]) ∑ n6x^{dl(n) = xPl(log x) + Δl(x),}

284 O. M. FOMENKO

gde celoe l ¿ 2, P_l – polinom stepeni l − 1, Δ_l(x) – ostatoqnyæ qlen i Δ_2(x) = Δ(x). His-Braun [4] pokazal, qto moßno izuqit~ predel~noe raspredelenie veliqiny x^{−1/3}Δ_3(x). HotØ formula Voronogo izvestna i v sluqae Δ_3(x), no ispol~zovat~ ee dlØ poluqeniØ predel~nogo zakona nel~zØ. Deæstvitel~no, Atkinson [10] dokazal, qto

Δ_3(x) = π^{−1}2^{−1/2}x^{1/3} ∑ n6T^3/x d_3(n)n^{−2/3} cos { 6π(nx)^{1/3} }

+ O ( x^{1+ε}T^{−1} ) . (8)

pri uslovii x^{1/2+ε} 6 T 6 x^{2/3−ε} (9)

(ffto uslovie opuweno v knige Titqmarxa [5]). DlØ uspexnogo primeneniØ podhoda His-Brauna, ispol~zovannogo pri dokazatel~stve teoremy 3, trebuetsØ rasxirit~ interval (9) tak, qtoby poluqit~ ostatoqnyæ qlen o(x^{1/3}) v formule (8). �ta zadaqa poka ne rexena. Pofftomu His-Braun predloßil drugoæ podhod, ispol~zu¸wiæ asimptotiqeskoe povedenie integrala x∫ 1 Δ_3(y)^2dy, x → ∞. Tong [11] dokazal (l ¿ 2): x∫ 1 Δ_l(y)^2dy = ( (4l − 2)π^2 )_{−1}^∞∑ n=1 d^2_l (n)n^{−(l+1)/l} x^{(2l−1)/l} + R_l(x), (10) gde R_l(x) ≪ x log^5 x (l = 2),

x^{cl+ε}, c_l = 2 − 3 − 4σ_l 2l(1 − σ_l) − 1

(l ¿ 3),

i σ_l – infimum takih σ > 0, qto dlØ kaßdogo ε > 0 T∫ 1 | |ζ(σ + it) | |^{2l}dt ≪ T^{1+ε}.

POVEDENIE SREDNIH RISSA 285

Posledovatel~no byli dokazany sledu¸wie ocenki dlØ σ_3 (sm. [5]): σ_3 6 2 3 , σ_3 6 5 8 , σ_3 6 7 12 . DlØ poluqeniØ asimptotiki v (10) pri l = 3 dostatoqno dvuh poslednih ocenok; berØ σ_3 6^7_{12} , imeem

R_3(x) ≪ x^{14/9+ε}.

Perehodim k obsußdeni¸ zadaqi, sformulirovannoæ v naqale fftogo paragrafa. Teorema 1 nastoØweæ raboty pri ρ = 0 shodna s formuloæ Voronogo–Atkinsona (8) i imeet te ße nedostatki. Pofftomu metod dokazatel~stva teoremy 3 v primenenii k x^{−1/3}Δ_0(x; sym^2f) ne prohodit. Vtoroæ podhod His-Brauna takße ne moßet byt~ primenen. Deæstvitel~no, dokazatel~stvo asimptotiki v teoreme 2 pri ρ = 0 moßet lix~ osnovyvat~sØ (poka ne pridumano inogo puti) na analoge rezul~tata Tonga, kotoryæ ewe ne poluqen. Pri fftom, k nastoØwemu momentu izvestna lix~ slabaØ ocenka dlØ analoga veliqiny σ_3: esli σ(sym^2f) – infimum takih σ > 0, qto dlØ kaßdogo ε > 0 T∫ 1 | |L(σ_it, sym^2f) | |^2 dt ≪ T^{1+ε}, to σ(sym^2f) 6 3 4 ([12)].

Literatura

1. G. Shimura, On the holomorphy of certain Dirichlet series, Proc. London Math.

Soc. (3) 31 (1975), 79–98.

2. O. M. Fomenko, Toßdestva, vkl¸qa¸wie kofffficienty avtomorfnyh L-funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314, (2004), 247–256.

3. J. L. Hafner, On the representation of the summatory functions of a class of arithmetical functions, Lect. Notes Math. 899 (1981), 148–165.

4. D. R. Heath-Brown, The distribution and moments of the error term in the Dirichlet divisor problem, Acta Arithm. 60 (1992), 389–415.

5. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. 2nd edition, Oxford, 1986.

6. A. Ivić, K. Matsumoto and Y. Tanigawa, On Riesz means of the coefficients of the Rankin–Selberg series, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 127 (1999), 117–131.

7. A. Ivić, The Riemann zeta-function, Wiley, New York etc., 1985.

286 O. M. FOMENKO

8. P. D. T. A. Elliott, On the mean value of f (p), Proc. London Math. Soc. (3) 21 (1970), 28–96.

9. M. Jutila, A method in the theory of exponential sums, Bombay, 1987. 10. F. V. Atkinson, A divisor problem, Quart. J. Math. Oxford Ser. 12 (1941), 193–200.

11. K.-C. Tong, On divisor problems. III, Acta Math. Sinica 6 (1956), 515–541. 12. A. Sankaranarayanan, Fundamental properties of symmetric square L-functions.

I, Illinois J. Math. 46 (2002), 23–43.

Postupilo 8 sentØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru