Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

.O. M. Fomenko

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} )

PosvØwaetsØ 70-leti¸ so dnØ roßdeniØ Marka Borisoviqa Barbana

Vvedenie

Pust~ s = σ + it oboznaqaet kompleksnoe qislo s σ = Re s; rassmotrim rØd L(s, χ) = ∞∑ n=1 χ(n)n^{−s}, gde χ – harakter Dirihle po modul¸ m, m – celoe poloßitel~- noe qislo. Esli harakter χ neglavnyæ, to rØd shoditsØ ravnomerno v l¸boæ poluploskosti vida σ ¿ σ_0 > 0. D. Littlvud [1] dokazal sledu¸wiæ rezul~tat: esli χ – vewestvennyæ neglavnyæ harakter po modul¸ m i spravedliva rasxirennaØ gipoteza Rimana (RGR), to pri m → ∞

1 + o(1) 2 · 6π^{−2}e^γ log log m

< L(1, χ) < {1 + o(1)}2e^γ log log m,

gde γ – konstanta �ælera.

S. Qovla [2, 3] poluqil sledu¸wiæ Ω-rezul~tat: dlØ vewestvennyh harakterov χ l¸boe iz neravenstv (ε > 0 skol~ ugodno malo, no postoØnno)

L(1, χ) > (1 − ε)e^γ log log m, L(1, χ) <

1 + ε 6π^{−2}e^γ log log m (1)

vypolnØetsØ dlØ beskoneqnogo mnoßestva moduleæ m. P. T. Beætmen, S. Qovla i P. �rdex [4] pokazali, qto esli m probegaet lix~ prostye znaqeniØ p, to verny te ße ocenki Qovly, no s

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 05-01-00930) 253

254 O. M. FOMENKO uhudxeniem konstant v 18 raz. Nakonec, M. B. Barban [5] polnost~¸ perenes Ω-rezul~tat (1) na sluqaæ L-funkciæ Dirihle s vewestvennymi harakterami χ po prostomu modul¸ p.

V nastoØweæ rabote my dokazyvaem (s privleqeniem RGR) koliqestvennye analogi ukazannyh vyxe Ω-rezul~tatov Beætmena, Qovly i �rdexa i Barbana (sm. teoremy 5 i 6 niße). DlØ uproweniØ, vmesto χ(n) = (n/p) (simvol Leßandra, p > 2) my berem kvadratiqnyæ harakter χ_{8p}(n) = (8p/n) (simvol Kronekera, p > 2); niße oboznaqenie χ_m(n) = (m/n) sohranØetsØ na protØßenii vseæ raboty. Osnovoæ naxego podhoda ØvlØ¸tsØ rezul~taty o momentah veliqiny L(1, χ_{8p}). My vyqislØem momenty qisto mnimogo porØdka v §1 i momenty celogo porØdka v §2 (imenno momenty celogo porØdka nußny pri dokazatel~stve naxih Ω-rezul~tatov). Pri fftom ispol~zuetsØ analitiqeskiæ metod Barbana (sm. [5–7]), osnovannyæ na bol~xom rexete. Ravnomernye varianty teorem o momentah trebu¸t privleqeniØ RGR. NarØdu s poluqeniem Ω-rezul~tatov my issleduem predel~noe raspredelenie veliqiny log L(1, χ_{8p} ). Nakonec, §3 soderßit gipotezy i kommentarii.

DlØ celyh poloßitel~nyh m i vseh dostatoqno bol~xih vewestvennyh qisel x my induktivno opredelØem funkcii

log_m x = log(log_{m−1} x), m ¿ 2, s log_1 x = log x (x > 0).

Niße M_0 > 0 oznaqaet dostatoqno bol~xoe qislo. Bukvy ξ_1, ξ_2,

ξ_3, . . . oboznaqa¸t poloßitel~nye postoØnnye; c^′, c^{′′}, c_1, c_2, c_3, . . . –

poloßitel~nye postoØnnye, nekotorye pri neobhodimosti ØvlØ- ¸tsØ dostatoqno malymi (ffto otmeqaetsØ v tekste). §1 V nastoØwem paragrafe izuqaetsØ asimptotiqeskoe povedenie summy ∑ 36p6M^L iw(1, χ_{8p} ), esli w ∈ R i M ¿ M_0. �ta asimptotika soderßit informaci¸ o povedenii veliqiny L(1, χ_{8p} ) pri rastuwem p.

Privedem snaqala neobhodimye dlØ dal~neæxego lemmy.

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 255

Lemma 1. Pust~ N (σ, T, χ) oznaqaet qislo nuleæ ρ = β + iγ funk-

cii L(s, χ) v prØmougol~nike σ 6 β 6 1, −T 6 γ 6 T . Predpoloßim, qto M ¿ 1 i T ¿ 2; togda dlØ 4/5 6 σ 6 1 spravedlivo neravenstvo ∑ m6M ∑ χ ∗ N (σ, T, χ) ≪ (M^2T )^{2(1} �σ)_σ log^{14}(M T ), gde ∑ χ ∗ oznaqaet summirovanie po vsem primitivnym harakteram

χ po modul¸ m.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy soderßitsØ v knige Montgomeri [8].

Lemma 2. Pust~ 0 < η < 1/2. Esli funkciØ L(s, χ) s vewestven-

nym harakterom χ po modul¸ m 6 M ne imeet nuleæ v prØmougol~nike 1 − η 6 σ < 1, |t| 6 log^3 M, (2)

to v prØmougol~nike

1 − η/2 6 σ < 1, |t| 6 log^2 M

spravedliva ocenka log L(s, χ) = O ( log^{c1(1−σ)} M · log_2 M ) . Dokazatel~stvo lemmy soderßitsØ v rabote [6]. Preßde qem formulirovat~ sledu¸wie lemmy, opredelim obwu¸ funkci¸ deliteleæ d_z(n), gde z – proizvol~noe kompleksnoe qislo (sm. [9]). FunkciØ d_z(n) vvoditsØ sootnoxeniem ∞∑ n=1 d_z(n)n^{−s} := ζ^z (s) = ∏ p (1 − p^{−s})^{−z} (Re s > 1),

priqem vetv~ funkcii ζ^z (s) opredelØetsØ usloviem

ζ^z(s) = exp{z log ζ(s)} = exp ( z ∑ p ∞∑ j=1 j^{−1}p^{−js} ) (Re s > 1).

Iz opredeleniØ sleduet, qto d_z(n) ØvlØetsØ mul~tiplikativnoæ funkcieæ, obobwa¸weæ klassiqesku¸ funkci¸ deliteleæ d_k(n)

(k ¿ 2 – celoe qislo); napomnim, qto d2(n) =: d(n).

256 O. M. FOMENKO

Lemma 3. Pust~ L(s, χ) s vewestvennym harakterom χ po modul¸

m 6 M ne imeet nuleæ v prØmougol~nike (2), togda imeem L^{iw}(1, χ) = ∞∑ n=1 d_{iw}(n)χ(n) n exp(−n/M^{1/3})+

+O ( exp ( − c^′ log M log_2 M

+ c^{′′}|w| log_2 M )) . Dokazatel~stvo sleduet izvestnym obrazcam (sm., naprimer, [7, 10, 11]) i opiraetsØ na lemmu 2.

Lemma 4. DlØ L(s, χ) s vewestvennym harakterom χ po modul¸ m 6 M L^{iw}(1, χ) = ∞∑ n=1 d_{iw}(n)χ(n) n exp(−n/M^{1/3})+ +O ( exp ( c_2(|w| + 1) log_2 M )) . Dokazatel~stvo fftoæ lemmy oqen~ prosto (sr. s dokazatel~- stvom analogiqnogo fakta v [10]).

Napomnim izvestnoe oboznaqenie: π(x; k, a) = ∑ p6x p≡a(mod k) 1. Lemma 5. 1) Pust~ 1 6 Q 6 x^α, 0 < α < 1. Togda dlØ l¸boæ

poloßitel~noæ konstanty A imeem ∑ k6Q ∑ 0<a6k (a,k)=1

| |π(x; k, a) − li x φ(k) | |^2 ≪ x^2 log^A x ;

2) v predpoloßenii RGR, dlØ Q > x^β , gde β > 1/2, imeem ∑ k6Q ∑ 0<a6k (a,k)=1

| |π(x; k, a) − li x φ(k) | |^2 ≪ Qx.

Utverßdenie 1) est~ variant izvestnoæ teoremy Barbana– Montgomeri; utverßdenie 2) – variant rezul~tata Hooli; sm. [12].

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 257

Teorema 1. 1) Pust~ w ∈ R. Togda dlØ vseh M ¿ M0 i l¸boæ polo-

ßitel~noæ konstanty C imeem

^G_1(w) := 1 π(M ) − 1 ∑ 36p6M^L iw(1, χ_{8p} ) = ^G(w) + O (( log M )_{|w|}2_{−C} ) , esli |w| < C^{1/2}, priqem O-konstanta zavisit tol~ko ot C; ^G(w) = ∏ p¿3 (1 +^1_p )^{−iw} + (1 −^1_p )^{−iw} 2 ;

2) v predpoloßenii RGR imeem

^G_1(w) = ^G(w) + O ( exp ( −c_3 log M/ log_2 M )) , esli M ¿ M_0, |w| 6 c_4(log M/ log_2 M )^{1/2} i konstanta c_4 dostatoqno mala.

Dokazatel~stvo. Primenim k summe ∑ := ∑ 36p6M^L iw(1, χ_{8p} ) lemmy 1, 3 i 4. Otmetim, qto lemma 3 daet netrivial~nyæ rezul~tat lix~ pri |w| 6 c_5 log M/ log^2 M , gde c_5 – dostatoqno malaØ konstanta. NalagaØ ffto ograniqenie, imeem ∑ = ∑ 36p6M ∞∑ n=1 χ_{8p} (n)d_{iw}(n) n exp ( −n/M^{1/3} ) +

+O ( π(M ) exp ( − c_6 log M/ log_2 M )) = = ∞∑ n=1 d_{iw}(n) n exp ( − n/M^{1/3} ) ∑ 36p6M^{χ8p (n) + O(Δ),} gde Δ := π(M ) exp ( − c_6 log M/ log_2 M ) . Ispol~zuØ pri N = M^{1/3} ocenku (sm. [7]) ∞∑ n=1 d_{|w|}(n) n exp(−n/N ) ≪ exp { log N/ log_2 N + (|w| + 1) log_3 N } ,

258 O. M. FOMENKO poluqaem ∑ = ∞∑ n=1 d_{iw}(n) n exp(−n/M^{1/3}) ∑ a(mod n) χ_{8a} (n)π(M ; n, a) + O(Δ). Esli n ØvlØetsØ neqetnym polnym kvadratom, to ∑ a(mod n) χ_{8a} (n)π(M ; n, a) = π(M ). Takim obrazom, ∑ = π(M ) ∑ n,n≡1(mod 2) d_{iw}(n^2) n^2 exp(−n^2/M^{1/3})+

+ ∑ n≠n^2_1 d_{iw}(n) n exp(−n/M^{1/3}) ∑ a(mod n)

χ_{8a} (n) li M φ(n) +

+O ( ∑ n≠n^2_1 d_{|w|}(n) n exp(−n/M^{1/3}) ∑ 0<a6n (a,n)=1 | |π(M ; n, a) − li M φ(n) | | ) + O(Δ) =

=: π(M ) ∑ 1 + ∑ 2 + O( ∑ 3) + O(Δ).

Oqevidno, ∑ 2 = 0. Preobrazuem ∑ 1: ∑ 1 = ∑ n,n≡1(mod 2) d_{iw}(n^2)

n^2 +O ( ∑ n d_{|w|}(n) n^2 ( 1−exp(−n^2/M^{1/3}) )) =: =: ∑ 4 + O( ∑ 5). Legko videt~, qto ∑ 4 = ^G(w). Dalee, ∑ 5 ≪ M^{−1/3} ∑ n6M^{1/6} d_{|w|}(n^2) + ∑ n>M^1/^6

d_{|w|}(n^2)

n^2 =: ∑_{(1)} 5 + ∑_{(2)} 5 . OcenivaØ

∑_{(1)}

5 , ispol~zuem sledu¸wie izvestnye fakty [13, 14]: 1) dlØ l¸byh celyh poloßitel~nyh r, a, b

d_r(ab) 6 d_r(a)d_r(b);

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 259 2) dlØ l¸bogo celogo r ¿ 2 i vseh x ¿ 2 ∑ m6x^d 2 r(m) 6 9^{r2} x(log x)^{r2−1}. (3)

V rezul~tate, poluqaem

∑_{(1)}

5 6 M^{−1/6}(9 log M )^{|w|2} ≪ M^{−1/6+c7} ,

gde c_7 dostatoqno mala, esli naloßit~ ograniqenie

|w| 6 c8(log M/ log_2 M )^{1/2} (4)

s dostatoqno maloæ konstantoæ c_8.

OcenivaØ

∑_{(2)}

5 , ispol~zuem sledu¸wee neravenstvo [7]: esli

x ¿ 1 i r – celoe poloßitel~noe qislo, to ∑ m>x d_r(m^2)

m^2

< exp { − 2 log x/ log(r + 2) + c_9r log_2(r + 2) } . (5)

Imeem ∑_{(2)} 5 < exp(−c_{10} log M/ log_2 M ),

esli

|w| 6 c11 log M/ log^2 M. (6)

Ocenivaem ∑ 3: ∑ 3 ≪ ∑ n6M^{2/3} d_{|w|}(n) n ∑ 0<a6n (a,n)=1 | |π(M ; n, a) − li M φ(n) | |+

+ ∑ n>M^2/^3 d_{|w|}(n) n exp(−n/M^{1/3}) ∑ 0<a6n (a,n)=1 ( M φ(n) + 1 ) =: ∑ 6 + ∑ 7 . Po neravenstvu Koxi, ∑ 6 6^{( ∑}_{n6M 2/3}^{d2|w|(n)}_n^{)1/2} × ( ∑ n6M^{2/3} 1 n ( ∑ a6n_{(a,n)=1} | |π(M ; n, a) − li M φ(n) | | )_2)_{1/2}

. (7)

260 O. M. FOMENKO Pol~zuØs~ neravenstvom (3), imeem ∑ n6M^{2/3} d^2_{|w|}(n) n ≪ 9^{|w|2} (log M )^{|w|2} ≪ (log M )^{2|w|2} .

Vtoroæ mnoßitel~ v (7) ocenivaem s pomow~¸ neravenstva Koxi i lemmy 5.1): ∑ n6M^{2/3} 1 n ( ∑ a6n_{(a,n)=1} | |π(M ; n, a) − li M φ(n) | | )_2

6^∑_{n6M 2/3}^∑_{a6n} (a,n)=1 | |π(M ; n, a) − li M φ(n) | |^2 ≪ M^2(log M )^{−A1} ,

gde A_1 > 0 – l¸baØ konstanta. Pofftomu ∑ 6 ≪ √ (log M )^{2|w|2} · √ M^2(log M )^{−A1} = M (log M )^{|w|2−A1/2}.

Esli ße vospol~zovat~sØ RGR, to, po lemme 5. 2), ∑ 6 ≪ (log M )^{|w|2} · (M^{2/3} · M )^{1/2} = (log M )^{|w|2} · M^{5/6} ≪ M^{5/6+c12} ,

gde c_{12} dostatoqno mala pri vypolnenii ograniqeniØ (4) s dostatoqno maloæ konstantoæ c_8.

Perehodim k summe ∑ 7. Imeem ∑ 7 ≪ ∑ n>M^2/^3 d_{|w|}(n) n^2 . DlØ posledneæ summy spravedliva ocenka (5), pofftomu ∑ 7 ≪ exp(−c_{13} log M/ log_2 M ),

esli vypolnØetsØ ograniqenie (6). Teorema 1 dokazana. Teorema 2. 1) DlØ l¸bogo vewestvennogo qisla x pri M → ∞

#{p, 3 6 p 6 M, log L(1, χ_{8p} ) 6 x} π(M ) − 1 → G(x), gde G(x) – funkciØ raspredeleniØ, opredelennaØ harakteristiqeskoæ funkcieæ ^G(w);

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 261 2) v predpoloßenii RGR ravnomerno dlØ vseh M ¿ M_0 i vseh vewestvennyh qisel x imeet mesto ocenka | | #{p, 3 6 p 6 M, log L(1, χ_{8p} ) 6 x} π(M ) − 1 − G(x) | | ≪ (log_2 M

log M )_{1/2} ; 3) funkciØ raspredeleniØ G(x) imeet nepreryvnu¸ i ograniqennu¸ na vseæ vewestvennoæ prØmoæ plotnost~ p_G(x); bolee togo, G(x) moßet byt~ analitiqeski prodolßena v nekotoru¸ poluploskost~ Im z > −δ, δ > 0.

Sledstvie 1. 1) DlØ l¸bogo qisla x > 0 pri M → ∞ #{p, 3 6 p 6 M, L(1, χ_{8p} ) 6 x} π(M ) − 1 → F (x), gde F (x) = G(log x);

2) v predpoloßenii RGR ravnomerno dlØ vseh M ¿ M_0 i vseh vewestvennyh qisel x > 0 imeet mesto sootnoxenie | | #{p, 3 6 p 6 M, L(1, χ_{8p} ) 6 x} π(M ) − 1 − F (x) | | ≪ (log_2 M

log M )_{1/2} ; 3) funkciØ ravpredeleniØ F (x) nepreryvna na vseæ vewestvennoæ prØmoæ; bolee togo, ona imeet nepreryvnu¸ i ograniqennu¸ na vseæ vewestvennoæ prØmoæ plotnost~

p_F (x) = { p_G(log x) 1 x , esli x > 0,

0, esli x 6 0.

Dokazatel~stvo teoremy 2 provoditsØ na osnove teoremy 1 po izvestnoæ sheme [7, 11], pofftomu ograniqimsØ lix~ nekotorymi poØsneniØmi. Poskol~ku beskoneqnoe proizvedenie, opredelØ¸- wee ^G(w), ravnomerno shoditsØ v l¸boæ ograniqennoæ oblasti kompleksnoæ w-ploskosti (sr. s [15]), ^G(w) est~ celaØ funkciØ.

Po teoreme 1, dlØ l¸bogo vewestvennogo znaqeniØ w ^G(w) est~ predel harakteristiqeskih funkciæ ^G_1(w), pofftomu ^G(w) ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ predel~noæ funkcii raspredeleniØ G(x), k kotoroæ pri l¸bom vewestvennoæm qisle x i

M → ∞ shodØtsØ funkcii raspredeleniØ (qastoty)

G_1(x) :=

#{p, 3 6 p 6 M, log L(1, χ_{8p} ) 6 x} π(M ) − 1 .

262 O. M. FOMENKO Bolee sil~noe utverßdenie 2) teoremy 2 sleduet iz utverßdeniØ 2) teoremy 1 s pomow~¸ teoremy Berri–�sseena [16–18]. Predel~naØ harakteristiqeskaØ funkciØ ^G(w) absol¸tno integriruema, pofftomu predel~naØ funkciØ raspredeleniØ G(x) imeet nepreryvnu¸ i ograniqennu¸ na vseæ vewestvennoæ prØmoæ plotnost~.

Qto kasaetsØ sledstviØ 1, to neobhodimo poØsnit~ lix~ punkt 3). Po teoreme Raækova [19], 1 − G(x) ≪ e^{−ρx}, x → ∞, G(x) ≪ e^{−ρ|x|}, x → −∞ (8) dlØ l¸bogo fiksirovannogo znaqeniØ ρ > 0. Analogiqnoe ffksponencial~noe ubyvanie spravedlivo i dlØ plotnosti p_G(x). �togo, odnako, ne dostatoqno dlØ togo, qtoby pokazat~ nepreryvnost~ plotnosti p_F (x) v toqke x = 0. Na samom dele, v sluqae

p_G(x) imeet mesto znaqitel~no bolee bystroe ubyvanie po srav-

neni¸ s (8); soxlemsØ na stat~i [20, 21]. Nam dostatoqno rezul~tata:

p_G(x) ≪ exp(− exp(c_{14}|x|)).

Zameqanie 1. P.D.T.A. �lliott [22] primenil k zadaqe, rassmotrennoæ v teoreme 2, drugoæ metod – svedenie problemy raspredeleniØ znaqeniæ L(1, χ), gde χ = (·/p), k probleme, kasa¸weæsØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin na koneqnom veroØtnostnom prostranstve, On poluqil sledu¸wiæ bolee toqnyæ rezul~- tat po sravneni¸ s punktom 1) teoremy 2:

suwestvuet funkciØ raspredeleniØ G^′(x) takaØ, qto ocenka | | #{p, 3 6 p 6 M, log L(1, (·/p)) 6 x} π(M ) − 1 − G^′(x) | | ≪ (log_3 M )^{−2}

imeet mesto ravnomerno dlØ vseh M ¿ M_0 i vseh vewestvennyh qisel x. HarakteristiqeskaØ funkciØ ^G^′(w) funkcii raspredeleniØ G^′(w) imeet vid

^G^′(w) = ∏ p (1 + 1/p)^{−iw} + (1 − 1/p)^{−iw} 2 .

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 263 §2 V fftom paragrafe izuqaetsØ asimptotika summy ∑ 36p6M^L k(1, χ_{8p} ), esli k ∈ Zi M → ∞. Na osnove fftoæ asimptotiki dokazany nekotorye Ω-rezul~taty, svØzannye s ffkstremal~nymi znaqeniØmi veliqiny L(1, χ_{8p} ).

Teorema 3. 1) Pust~ celoe k ¿ 1. Togda dlØ vseh M ¿ M0 i l¸boæ

poloßitel~noæ konstanty C imeem 1 π(M ) − 1 ∑ 36p6M^L k(1, χ_{8p} ) = M_k + O ( (log M )^{k2−C} ) , (9)

esli k < C^{1/2}, priqem O-konstanta zavisit tol~ko ot C;

M_k = ∏ p¿3 (1 + 1/p)^{−k} + (1 − 1/p)^{−k} 2 ; 2) v predpoloßenii RGR ostatoqnyæ qlen v (9) zamenØetsØ na O(exp(−c_{15} log M/ log_2 M )), esli M ¿ M_0, k 6 c_{16}(log M/ log_2 M )^{1/2} i konstanta c_{16} dostatoqno mala.

Dokazatel~stvo teoremy 3 praktiqeski ne otliqaetsØ ot dokazatel~stva teoremy 2, pofftomu sdelaem lix~ neskol~ko zameqaniæ, Analog lemmy 3 utverßdaet: dlØ L(s, χ_{8p} ), 3 6 p 6 M , ne ime¸weæ nuleæ v prØmougol~nike (2), spravedlivo sootnoxenie

L^k(1, χ_{8p} ) = ∞∑ n=1 d_k(n)χ_{8p} (n) n exp(−n/M^{1/3}) + O ( exp(−c_{17} log M/ log_2 M ) ) , esli k 6 c_{18} log M/ log^2 M i konstanta c_{18} dostatoqno mala. Analog lemmy 4: dlØ l¸boæ funkcii L(s, χ_{8p} ), 3 6 p 6 M , spra-

vedlivo sootnoxenie

L^k(1, χ_{8p} ) = ∞∑ n=1 d_k(n)χ_{8p} (n) n exp(−n/M^{1/3}) + O ( exp(c_{19} log M/ log_2 M ) ) , (10)

264 O. M. FOMENKO esli k 6 c_{20} log M/ log^2 M .

PoØsnim dokazatel~stvo (10). Pust~

L^k(1, χ_{8p} ) = ∞∑ n6M^{1/3} log^3 M

d_k(n)χ_{8p} (n) n exp(−n/M^{1/3})+

+ ∞∑ n>M^1/^3 log^3 M

d_k(n)χ_{8p} (n) n exp(−n/M^{1/3}) + T (M ) =: ∑ 1 + ∑ 2 + T (M ).

Imeem (sr. [10]) ∑ 1 ≪ exp ( c_{21}k log_2 M ) , ∑ 2 ≪ exp ( c_{22}k ) . Izvestno, qto

L(1, χ_{8p} ) ≪ log p.

Pofftomu pri 3 6 p 6 M i k 6 c_{23} log M/ log^2 M imeem

L^k(1, χ_{8p} ) < ( c_{24} log M )_k 6 exp(c25 log M/ log_2 M^).

Sledovatel~no, pri k 6 c_{23} log M/ log^2 M

T (M ) 6 exp ( c_{26} log M/ log_2 M ) , i (10) dokazano.

Teorema 4. 1) Pust~ celoe k ¿ 1. Togda dlØ vseh M ¿ M0 i l¸boæ

poloßitel~noæ konstanty C imeem 1 π(M ) − 1 ∑ 36p6M^L −k(1, χ_{8p} ) = M_{−k} + O ( (log M )^{k2−C} ) , (11)

esli k < C^{1/2}, priqem O-konstanta zavisit tol~ko ot C; M_{−k} = M_k ( 8 π^2 )_k ;

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 265

2) v predpoloßenii RGR ostatoqnyæ qlen v (11) zamenØetsØ na O(exp(−c_{27} log M/ log_2 M )), esli M ¿ M_0, k 6 c_{28}(log M/ log_2 M )^{1/2} i konstanta c_{28} dostatoqno mala.

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3, tol~ko teper~ v punkte 1) nado uqityvat~ naliqie nuleæ Landau–ZigelØ (iskl¸qitel~nyh nuleæ) u nekotoryh L-funkciæ Dirihle. Po teoreme ZigelØ,

L^{−1}(1, χ_{8p} ) ≪_ε p^ε,

gde ε > 0 – skol~ ugodno maloe postoØnnoe qislo, esli L(s, χ_{8p} ) imeet iskl¸qitel~nyæ nul~. Esli ße L(s, χ_{8p} ) ne imeet iskl¸- qitel~nogo nulØ, to, po teoreme Gekke,

L^{−1}(1, χ_{8p} ) ≪ log p.

Dalee, izvestno [23], qto sredi L(s, χ_{8p} ), 3 6 p 6 M , lix~

O(log_3 M ) L-funkciæ mogut imet~ iskl¸qitel~nye nuli.

Sledu¸waØ lemma 6 vaßna dlØ poluqeniØ Ω-rezul~tatov. Lemma 6. 1) DlØ vseh k ¿ 3

log M_k = k log_2 k + (γ − log 2)k + O(k/ √ log k); (12)

2) ostatoqnyæ qlen v (12) moßno dovesti do O(k/ log k).

Dokazatel~stvo. Punkt 1) dokazyvaetsØ s pomow~¸ oqen~ prostyh soobraßeniæ fflementarnoæ teorii qisel. Razob~em proizvedenie, opredelØ¸wee M_k, na dva:

M_k = ∏ 36p6k^√log k

(1 + 1/p)^{−k} + (1 − 1/p)^{−k} 2 × ∏ p>k √ log k

(1 + 1/p)^{−k} + (1 − 1/p)^{−k} 2 =: ∏ 1 · ∏ 2 . Legko videt~, qto (1 + 1/p)^{−k} + (1 − 1/p)^{−k} 2 < 1 + k^2 p^2 1 (1 − 1/p)^k . Pofftomu ∏ 2 < ∏ p>k √ log k ( 1 + c_{29}k^2 p^2 ) < e^{O(k/√log k)}.

266 O. M. FOMENKO Perehodim k ∏ 1: ∏ 1 = 1 2^{π(k√log k)−1} ∏ 36p6k^√log k (( 1 + 1 p )_{−k} + ( 1 − 1 p )_{−k}) =

= ∏ 36p6k^√log k e^{−k log(1−1/p)}· { 1 2^{π(k√log k)−1} ∏ 36p6k^√log k (( 1+e^{−k log( 1+1/p1}�^{1/p )} )}

=: ∏ 3 · ∏ 4 . Oqeavidno, 1 2^{k/√log k} ≪ ∏ 4 < 1. Dalee, ∏ 3 = e

�k P_{36p6k√log k log(1�1/p)} . Iz horoxo izvestnoæ formuly − ∑ p6m^{log} ( 1 − 1 p ) = log_2 m + γ + O ( 1 log m )

i poluqennyh vyxe ocenok srazu sleduet (12).

Punkt 2) lemmy dokazyvaetsØ oqevidnym perenosom na sluqaæ L(1, χ_{8p} ) kombinatornoæ tehniki raboty [24], primenennoæ tam dlØ traktovki momentov celogo porØdka veliqin L(1, f) i

L(1, sym^2f), f – golomorfnaØ sobstvennaØ forma Gekke.

Perehodim teper~ k Ω-rezul~tatam. V predpoloßenii RGR budem ocenivat~ veliqiny

N (M, α) := #{p, 3 6 p 6 M, L(1, χ_{8p} ) ¿ α}, (13)

N^′(M, α) := #{p, 3 6 p 6 M, L^{−1}(1, χ_{8p} ) ¿ α}. (14)

Naqnem s pervoæ iz nih. Sqitaem, qto M ¿ M_0. V sootvetstvii s teoremoæ 3.2), rassmatrivaem sledu¸wiæ promeßutok (interval ravnomernosti) dlØ porØdkov k, k – natural~noe qislo: 2 6 k 6

c_{30}(log M/ log_2 M )^{1/2} =: l, gde c_{30} – dostatoqno malaØ konstanta.

Pri vyvode neravenstv dlØ (13) my ispol~zuem teoremu 3.2) i punkt 2) lemmy 6 (punkt 1) byl by dostatoqen).

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 267 Vvedem veliqiny:

α(k) := [ M_k e ]_{1/k} = log k · e^{γ−log 2} · e^{O(1/ log k)};

α_−(k) := log k · e^{γ−log 2} · (1 − C_1/ log k),

α_+(k) := log k · e^{γ−log 2} · (1 + C_1/ log k),

gde zdes~ i niße konstanta C_1 > 0 dostatoqno velika. Legko videt~, qto, esli k_1 = ke^{−2C1} , to α_+(k_1) = α_−(k). Po neravenstvu Koxi, ∑ 36p6M L(1,χ_8p )¿α(l) L(1, χ_{8p} )^l 6 N (M, α(l))^{1/2} [ ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} 2l ]_{1/2} . (15)

S drugoæ storony, ∑ 36p6M L(1,χ_8p )¿α(l) L(1, χ_{8p} )^l = ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} l − ∑ 36p6M L(1,χ_8p )<α(l) L(1, χ_{8p} )^l

¿^∑_{36p6M} L(1, χ_{8p} )^l − α(l)^l · (π(M ) − 1). (16)

Iz (15), (16) sleduet, qto

N (M, α(l)) ¿ [ ∑ 36p6M,L(1,χ_{8p} )¿α(l)^{L(1, χ8p )} ]_2 ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} 2l

¿ 1 π(M ) − 1 [ ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} l − α(l)^l ]_2

1 π(M ) − 1 ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} 2l · (π(M ) − 1)

=: P_{α(l)}(M ) · (π(M ) − 1).

268 O. M. FOMENKO Po teoreme 3. 2),

P_{α(l)}(M ) ¿ K ·

M^2_l M_{2l} , gde K > 0 – nekotoraØ konstanta. Ispol~zuØ lemmu 6, legko dokazat~, qto

M^2_l M_{2l} ¿ exp ( − ξ l log l ) , gde ξ > 0 – nekotoraØ konstanta. Pofftomu

N (M, α(l)) ¿ π(M ) · exp ( − ξ_1 l log l ) . Poskol~ku α_−(l) < α(l), imeem N (M, α_−(l)) > N (M, α(l)). S drugoæ storony, ∑ 36p6M^{L(1, χ8p )} l ¿^∑_{36p6M}

L(1,χ_8p )¿α_+(l)

L(1, χ_{8p} )^l ¿ (α+(l))^l · N (M, α+(l)), otkuda srazu sleduet neravenstvo

π(M ) exp(−ξ_2l/ log l) ¿ N (M, α_+(l)).

VzØv l_1 = le^{−2C1} , imeem

N (M, α_+(l_1)) = N (M, α_−(l)).

Pofftomu

π(M ) exp(−ξ_2l/ log l) ¿ N (M, α_−(l)).

Tem samym dokazana Teorema 5. Pust~ M ¿ M0. V predpoloßenii RGR, imeem

M exp ( − ξ_3(log M )^{1/2}/(log_2 M )^{3/2}) ¿ N (M, α_−(l) ) ¿ N (M, α(l)) ¿ M exp^( − ξ4(log M )^{1/2}/(log_2 M )^{3/2)}. (17)

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 269 V qastnosti, dlØ

β(M ) := e^γ 4 log_2 M · ( 1 − 2 log_3 M log_2 M )

imeem

N (M, β(M )) ¿ M exp ( − ξ_5(log M )^{1/2}/(log_2 M )^{3/2} ) . Rassmotrim teper~ veliqinu (14), gde α = α^′(l) ili α^′_−(l),

α^′(l) := [M_{−l} e ]_{1/l} = log l · e^{γ−log 2} π^2/8

· e^{O(1/ log l)} ,

α^′_−(l) := log l · e^{γ−log 2} π^2/8

· (1 − C_2/ log l)

i konstanta C_2 > 0 dostatoqno velika.

Ispol~zuØ teoremu 4 i lemmu 6. 2), poluqaem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 6. Pust~ M ¿ M0. V predpoloßenii RGR ime¸t mesto

neravenstva dlØ N^′(M, α^′_−(l)) i N^′(M, α^′(l)), analogiqnye (17). V qastnosti, dlØ

β^′(M ) := e^γ π^2/2 log_2 M · ( 1 − 2 log_3 M log_2 M )

imeem

N^′(M, β^′(M )) ¿ M exp ( − ξ_6(log M )^{1/2}/(log_2 M )^{3/2} ) . §3 Interesno sravnit~ teoremy 5, 6 so sledu¸weæ gipotezoæ Montgomeri–Vona [20, gipoteza 1]. Pust~ zdes~ i niße {d} – mnoßestvo vseh fundamental~nyh diskriminantov, M ¿ M_0. PredpolagaetsØ:

M exp(−c_0 log M/ log_2 M ) > # { d, |d| 6 M, L(1, χ_d) ¿ e^γ log_2 |d| }

> M exp(−C_0 log M/ log_2 M ),

270 O. M. FOMENKO gde 0 < c_0 < C_0 < ∞; analogiqno, predpolagaetsØ:

M exp(−c^′_0 log M/ log_2 M ) > # { d, |d| 6 M, L^{−1}(1, χ_d) ¿ e^γ π^2/6 log_2 |d| }

> M exp(−C^′_0 log M/ log_2 M ),

gde 0 < c^′_0 < C^′_0 < ∞.

Ewe bolee trußnoæ zadaqeæ ØvlØetsØ poluqenie shodnyh ocenok snizu v sluqae veliqin L^{±1} ( 1, (·/p) ) . OpiraØs~ na RGR, D. Littlvud [1] dokazal, qto lim |d|→∞ L(1, χ_d) log_2 |d| ¿ e^γ , lim_{|d|→∞} L^{−1}(1, χ_d) log_2 |d| ¿ e^γ π^2/6

. (18)

Dokazatel~stva, ne zavisØwie ot RGR, pozdnee predloßili S. Qovla [2, 3], A. F. Lavrik [25], R. Von [26] i M. B. Barban [5], rezul~tat kotorogo ØvlØetsØ daße bolee tonkim, ibo otnositsØ k L^±(1, (·/p)).

V svØzi s (18), interesny drugie gipotezy Montgomeri–Vona [20, gipotezy 2 i 3].

PredpolagaetsØ:

M^Θ > # { d, |d| 6 M, L(1, χ_d) ¿ e^γ ( log_2 |d|

)_{1+1/ log2 |d|}} > M^θ gde 0 < θ < Θ < 1;

dlØ l¸bogo postoØnnogo ε > 0 mnoßestvo { d, |d| 6 M, L(1, χ_d) ¿ e^γ ( log_2 |d|

)_{1+(1+ε)/ log2 |d|}}

koneqno;

ime¸t mesto analogiqnye gipotezy, kasa¸wiesØ L^{−1}(1, χ_d). Iz sformulirovannyh tol~ko qto gipotez sledu¸t sootnoxe- niØ lim |d|→∞ L(1, χ_d) log_2 |d| = e^γ , lim_{|d|→∞} L^{−1}(1, χ_d) log_2 |d| = e^γ π^2/6 . V sluqae L(1, χ_{8p} ) metodom Barbana moßno dokazat~ neravenstva lim_{p→∞} L(1, χ_{8p} ) log_2(8p) ¿ e^γ 2 , lim_{p→∞} L^{−1}(1, χ_{8p} ) log_2(8p) ¿ e^γ π^2/4

i predpoloßit~, qto na samom dele ime¸t mesto ravenstva.

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 271

Vopros ob usilenii teorem 5 i 6 svoditsØ, v qastnosti, k utoqneni¸ asimptotiqeskih formul teorem 3. 2) i 4. 2). Pri nahoßdenii asimptotiki tipa 1 π(M ) − 1 ∑ 36p6M^L ±k(1, χ_{8p} ) = M_{±k} + o(1) (19)

vaßno poluqit~ maksimal~no dlinnyæ interval ravnomernosti po k. V teoremah 3. 2) i 4. 2) interval ravnomernosti imeet vid

0 6 k 6 l = c31(log M/ log_2 M )^{1/2}.

S podobnoæ problemoæ stolknulis~ i avtory rabot [7, 27], v kotoryh (raznymi metodami) vyvodilas~ asimptotika summy ∑ 0<D6M^L iw(1, χ), χ = (−D · ) , w ∈ R, gde D = 4D_1 (v [7]) ili −D ≡ 0, 1(mod4), D ≠ D^2_1 (v [27]); otmetim, qto pri rassmotrenii takih posledovatel~nosteæ moduleæ gipoteza Rimana ne nußna. Byli poluqeny intervaly ravnomernosti

0 6 |w| 6 c32^{log M · log3 M}

log_2 M

(v [7]),

0 6 |w| 6 c33(log M/ log_2 M )^{1/2} (v [27]);

c_{32}, c_{33} – dostatoqno malye konstanty.

K soßaleni¸, kaßdaØ iz fftih rabot soderßit oxibki. V [7] pri dokazatel~stve lemmy 5 avtor, ocenivaØ summu ∞∑ k=1 d_{|w|}(k^2)

k^2 ( 1 − e^{−k2/M} ) , dopuskaet oqevidnyæ prosmotr, zabyvaØ neobhodimoe ograniqe- nie |w| 6 c34(log M/ log_2 M )^{1/2}. (20)

V rezul~tate, interval ravnomernosti v [7] svoditsØ k (20).

V [27] na str. 166 ispol~zuetsØ oxiboqnaØ formula dlØ d_r(n) (pravil~nu¸ formulu sm., naprimer, v knige Iviqa [9]). Pofftomu neverno oceniva¸tsØ summy ∑ 1 i ∑ 2 (str. 166 raboty [27]).

272 O. M. FOMENKO

SvØz~ asimptotik tipa (19) s Ω-rezul~tatami dlØ L^{±1}(1, χ) pozvolØet iz predpoloßeniæ tipa gipotez Montgomeri–Vona vyvesti sledu¸wee utverßdenie: dlØ intervala ravnomernosti

0 6 k 6 l veliqina l ne moßet prevoshodit~ c35(log M )^{1+ε0} , gde

ε_0 > 0 – l¸boe postoØnnoe qislo.

Literatura

1. J. E. Littlewood, On the class-number of the corpus P p�k, Proc. London Math.

Soc. (2) 27 (1928), 358–372.

2. S. Chowla, On the class-number of the corpus P p�k, Proc. Nat. Acad. Sci. India

13 (1947), 197–200.

3. S. Chowla, Improvement of a theorem of Linnik and Walfish, Proc. London Math.

Soc. (2) 50 (1949), 423–429.

4. P. T. Bateman, S. Chowla, and P. Erdös, Remarks on the size of L(1, χ), Publ.

Math. Debrecen 1, (1949–50), 165–182.

5. M. B. Barban, Metod “bol~xogo rexeta” i ego primeneniØ v teorii qisel, Uspehi mat. nauk 21, No. 1 (1966), 51–102.

6. M. B. Barban, “Bol~xoe rexeto” ı. V. Linnika i predel~naØ teorema dlØ qisla klassov idealov mnimogo kvadratiqnogo polØ, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 26, No. 4 (1962), 573–580.

7. A. S. Faænleæb, O raspredelenii qisla klassov poloßitel~nyh kvadratiqnyh form, Nauq. tr. Taxkent. un-t, vyp. 418, Taxkent, 1972, s. 272–279.

8. G. Montgomeri, Mul~tiplikativnaØ teoriØ qisel, Mir, M., 1974.

9. A. Ivić, The Riemann zeta-function, Wiley, New York etc., 1985.

10. E. P. Golubeva, Raspredelenie znaqeniæ L-funkciæ Gekke v toqke 1, Zap.

nauqn. semin. POMI 314 (2004), 15–32.

11. O. M. Fomenko, O raspredelenii znaqeniæ L(1, sym^2f ), Algebra i analiz 17, No. 6 (2005), 182–204.

12. C. Hooley, On the Barban–Davenport–Halberstam theorem: I, J. Reine Angew.

Math. 274/275 (1975), 206–223.

13. K. K. Mardßanixvili, Ocenka odnoæ arifmetiqeskoæ summy, Dokl. AN SSSR 22, No. 7 (1939), 391–393.

14. P. D. T. A. Elliott, On the mean value of f (p), Proc. London Math. Soc (3) 21 (1970), 28–96.

15. P. D. T. A. Elliott, The distribution of the quadratic class number, Lit. mat.

sb. 10, No. 1 (1970), 189–197.

16. A. C. Berry, The accuracy of the Gaussian approximation to the sum of independent variables, Trans. Amer. Math. Soc. 49 (1941), 122–136.

17. C. G. Esseen, Fourier analysis of distribution functions – A mathematical study of the Laplace–Gaussian law, Acta Math. 77 (1945), 1–125.

18. A. S. Faænleæb, Obobwenie neravenstva �sseena i ego primenenie v veroØtnostnoæ teorii qisel, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 32, No. 4 (1968), 859–879.

19. ı. V. Linnik, Razloßenie veroØtnostnyh zakonov, Izd-vo Leningr.

un-ta, L., 1960.

O RASPREDELENII ZNAQENI` L(1, χ_{8p} ) 273

20. H. L. Montgomery and R. C. Vaughan, Extreme values of Dirichlet L-functions at 1, Number Theory in Progress, Vol. 2 (Zakopane, Poland, 1997), Gruyter, Berlin etc., 1999, pp. 1039–1052.

21. E. P. Golubeva, Raspredelenie znaqeniæ L-funkciæ Dirihle v 1, (v peqati).

22. P. D. T. A. Elliott, On the distribution of the values of quadratic L-series in the half-plane σ > 12 , Invent. Math. 21 (1973), 319–338.

23. A. I. Vinogradov, O nulØh ZigelØ, Dokl. AN SSSR 151, No. 3 (1963), 479–481.

24. E. Royer, Interprétation combinatoire des moments négatifs des valeurs de fonctions L au bord de la bande critique, Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 36, No. 4 (2003), 601–620.

25. A. F. Lavrik, Metod ocenok dvoænyh summ s vewestvennym kvadratiqnym harakterom i ego priloßeniØ, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 35, No. 6 (1971), 1189–1207.

26. R. C. Vaughan, Small values of Dirichlet L-functions at 1, Anatytic Number Theory, Vol. 2 (Allerton Park, IL, 1995), Prog. Math., vol. 139, Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1996, pp. 755–766.

27. E. Stankus, �lementarnyæ metod ocenki kompleksnyh momentov L(1,

χD), Lit. mat. sb. 22, No. 2 (1982), 160–170.

Postupilo 26 i¸nØ 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru