Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

A. ı. Solynin

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ NEPODVIȷNO` TOQKI I EE SVO`STVA PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

1. Vvedenie

V dannoæ rabote obsußda¸tsØ zadaqi, svØzannye s analitiqeskimi funkciØmi φ : D → D, otobraßa¸wimi ediniqnyæ krug

D = {z : |z| < 1} v sebØ. Pust~ A oboznaqaet mnoßestvo vseh

takih funkciæ i pust~ A_0 = {φ ∈ A : φ(0) = 0} i A^0 = A \ A_0. Klassy funkciæ A i A_0 ØvlØ¸tsØ standartnymi ob¨ektami kompleksnogo analiza. Tak, soglasno klassiqeskoæ lemme Xvarca, esli φ ∈ A_0 i 0 < |z| < 1, to vypolnØ¸tsØ neravenstva |φ(z)| 6 |z|, |φ^′(0)| 6 1, znak ravenstva v kaßdom iz kotoryh imeet mesto tol~ko dlØ vraweniæ φ(z) = e^{iα}z, α ∈ R.

Vaßnym obobweniem lemmy Xvarca ØvlØetsØ lemma Pika (drugoe nazvanie — lemma Pika-Xvarca): Esli φ ∈ A i z_1, z_2 ∈

D, z1 ≠ z2, to_| | φ(z_1) − φ(z_2)

1 − φ(z_1)φ(z_2) | | | 6^|^{z1 − z2}_{1 − z1z̄2}^| (1.1) so znakom ravenstva tol~ko dlØ drobno-lineænyh avtomorfizmov ediniqnogo kruga, t. e. dlØ funkciæ vida: φ_{α,a}(z) = e^{iα} z − a 1 − āz , gde |a| < 1 i α ∈ R.

Rabota vypolnena pri podderßke NSF, grant DMS-0412908. 238

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 239 Kak horoxo izvestno, geometriqeski neravenstvo (1.1) oznaqaet, qto kaßdoe analitiqeskoe otobraßenie φ : D → D ØvlØetsØ sßima¸wim v giperboliqeskoæ metrike. DlØ ediniqnogo kruga

D giperboliqeskaØ metrika, pust~ ρ(z), zadaetsØ differenci-

al~nym fflementom dρ(z) = |dz| 1 − |z|^2 . (1.2)

Iz (1.2) sleduet, qto giperboliqeskaØ metrika imeet postoØnnu¸ otricatel~nu¸ kriviznu −4 i qto giperboliqeskoe rassto- Ønie meßdu toqkami z_1, z_2 ∈ D nahoditsØ po formule:

ρ(z_1, z_2) = 1 2 log 1 + |(z_2 − z_1)/(1 − z_1z̄_2)| 1 − |(z_2 − z_1)/(1 − z_1z̄_2)| . Napomnim, qto geodeziqeskimi giperboliqeskoæ metriki ØvlØ¸tsØ dugi okrußnosteæ, ortogonal~nyh ediniqnoæ okrußno-

sti T= ∂D = {z : |z| = 1}. Dalee qerez (z1, z2) budem oboznaqat~

otkrytyæ interval giperboliqeskoæ geodeziqeskoæ, soedinØ¸- wiæ toqki z_1 i z_2 v D. Oblast~ D ⊂ D nazyvaetsØ giperboliqeski vypukloæ, esli (z_1, z_2) ⊂ D dlØ l¸boæ pary toqek z_1, z_2 ∈ D. Pri fftom D nazyvaetsØ giperboliqeski strogo vypukloæ, esli (z_1, z_2) ⊂ D dlØ l¸boæ pary z_1, z_2 ∈ ∂D.

Privedennye vyxe fakty soderßatsØ v bol~xinstve tekstov po kompleksnomu analizu, sredi kotoryh vydelim klassiqesku¸ monografi¸ G. M. Goluzina [1]. Tem interesnee otmetit~, qto v periodiqeskoæ literature postoØnno poØvlØ¸tsØ stat~i s novymi zadaqami o takih funkciØh. Tak, v nedavnih rabotah [2] i [3] D. Mehia i H. Pommerenke iniciirovali izuqenie analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki (analytic fixed point function) dlØ funkcii φ, a takße poluqili interesnye priloßeniØ k teorii veroØtnosti.

V rabote [2] analitiqeskaØ funkciØ nepodvißnoæ toqki dlØ

φ ∈ A^0 vvoditsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ a = φ(0) ≠ 0 i pust~ F = {z ∈ D : |z| < |φ(z)|}. Soglasno teoreme 2.1 v [2], mnoßestvo F ØvlØetsØ oblast~¸ v D, zvezdoobraznoæ otnositel~no z = 0. Sledovatel~no, suwestvuet i edinstvenno konformnoe otobraßenie f : D → F , normirovannoe usloviØmi

f(0) = 0, f^′(a)/a > 0. (1.3)

240 A. ı. SOLYNIN

Opredelennu¸ takim obrazom funkci¸ z = f(w) nazovem, sleduØ D. Mehia i H. Pommerenke, analitiqeskoæ funkcieæ nepodvißnoæ toqki dlØ funkcii φ(z). Priqinoæ vybora takogo nazvaniØ poslußil sledu¸wiæ fakt, ustanovlennyæ v [2]: funkciØ

f(w) ØvlØetsØ edinstvennym analitiqeskim rexeniem funkcio-

nal~nogo uravneniØ wφ(f(w)) = f(w), w ∈ D , (1.4) kotoroe udovletvorØet usloviØm (1.3). Uravnenie (1.4) oznaqaet, qto pri fiksirovannom w ∈ D znaqenie f(w) ØvlØetsØ nepodvißnoæ toqkoæ funkcii φ_w(z) = wφ(z). Kak otmeqeno v [2], ffta nepodvißnaØ toqka ØvlØetsØ edinstvennoæ v D i pritØgiva¸weæ, qto vleqet shodimost~ iteraciæ: φ^{(n)}w (z) → f(w) dlØ l¸bogo z ∈ D pri n → ∞. Zdes~ φ^{(n)}w oboznaqaet n-u¸ iteraci¸ funkcii φ_w .

Interes k analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki voznik iz-za vozmoßnyh priloßeniæ k teorii veroØtnosti. Tak, esli funkciØ φ imeet vid φ(z) = ∞∑ k=0 a_kz^k, gde a_0 = a > 0, a_k ¿ 0i φ(1) = 1,

to φ ØvlØetsØ poroßda¸weæ funkcieæ dlØ sluqaænoæ veliqiny X so znaqeniØmi v N_0 = N ∪ {0} i raspredeleniem veroØtnosteæ:

P (X = k) = a_k dlØ k ∈ N_0.

Kak izvestno, sm. [2, 3], mnogie interesnye veroØtnostnye processy mogut byt~ interpretirovany v terminah analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki f(w), a mnogie poleznye veroØtnosti mogut byt~ vyraßeny v terminah teælorovskih kofffficientov funkcii f(w), ee proizvodnyh ili ih kombinaciæ. Pofftomu vsevozmoßnye neravenstva dlØ kombinaciæ takih kofffficientov pozvolØ¸t nahodit~ Øvnye i ffffektivnye ocenki dlØ veroØtnosteæ. S drugoæ storony, izvestnye ocenki kofffficientov opredelØ¸tsØ prinadleßnost~¸ funkcii tomu ili inomu klassu, sredi kotoryh vydelim klassy zvezdnyh i vypuklyh funkciæ, sm. [1]. V sluqae ograniqennyh analitiqeskih funkciæ vaßnym i sravnitel~no horoxo izuqennym ØvlØetsØ podklass giperboliqeski vypuklyh funkciæ, rassmatrivavxiæsØ v rabotah [4, 5, 6].

V [2] D. Mehia i H. Pommerenke sformulirovali neskol~ko

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 241 otkrytyh problem, central~noæ iz kotoryh ØvlØlas~ zadaqa o giperboliqeskoæ vypuklosti oblasti F , sm. [2, zadaqa 1].

Rexenie fftoæ zadaqi poluqeno avtorom v [7], gde pokazano, qto dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ A^0 sootvetstvu¸waØ oblast~ F giperboliqeski vypukla. Bolee togo, F giperboliqeski strogo vypukla, esli φ ne ØvlØetsØ drobno-lineænym avtomorfizmom kruga

D. Takim obrazom, vse izvestnye rezul~taty o giperboliqeski

vypuklyh funkciØh mogut byt~ ispol~zovany pri izuqenii analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki i v ee priloßeniØh k teorii veroØtnosti. Naprimer, ispol~zuØ izoperimetriqeskoe neravenstvo B. Braun-Flinn [8], poluqaem sledu¸wu¸ ocenku perimetra: length (∂F ) 6 π^2. Ots¸da sleduet, qto f^′ ∈ H, t. e. f^′ prinadleßit horoxo izuqennomu klassu Hardi.

Vyxe my dali kratkiæ obzor po izvestnym rezul~tatam ob analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki. V §2 my privedem prostoe dokazatel~stvo suwestvovaniØ funkcii f(w), obratnoæ k g(z) v D, a takße dokaßem nekotorye svoæstva oblasti F i rassmotrim nekotorye primery. V §3 rassmatrivaetsØ neskol~ko ffkstremal~nyh zadaq, svØzannyh s rimanovymi poverhnostØmi funkciæ f(w). V zakl¸qitel~nom paragrafe my obsudim gipotezu o lokal~nom povedenii funkcii f(w) v toqkah ediniqnoæ okrußnosti.

2. Suwestvovanie obratnoæ funkcii i geometriqeskie svoæstva granicy oblasti F

My naqnem s togo, qto privedem bolee prostoe dokazatel~- stvo suwestvovaniØ funkcii f(w), kotoroe ne ispol~zuet zvezdoobraznosti mnoßestva F . SleduØ rabote [2], vvedem funkci¸

g(z) = z/φ(z). Iz (1.4) sleduet, qto g(z) ØvlØetsØ obratnoæ dlØ

funkcii f(w) v sootvetstvu¸wih oblastØh odnolistnosti.

Lemma 2.1. Pust~ φ ∈ A^0 i pust~ g(z) = z/φ(z). Togda dlØ kaßdo-

go w ∈ D suwestvuet i edinstvenno z ∈ D takoe, qto g(z) = w.

Dokazatel~stvo. Otmetim, qto v obwem sluqae g(z) ØvlØetsØ

meromorfnoæ funkcieæ s edinstvennym nulem (kratnosti 1) v toqke z = 0. Vyberem 0 < r < 1, dostatoqno blizkoe k 1 i takoe, qto φ(z) ≠ 0 dlØ vseh z ∈ C_r := {z : |z| = r}. Pust~ γ_r = g(C_r ). Togda |g(z)| = r/|φ(z)| ¿ r dlØ vseh z ∈ C_r. Ots¸da sleduet, qto krug

242 A. ı. SOLYNIN

D r := {w : |w| < r} prinadleßit nekotoroæ svØznoæ komponente

mnoßestva C \ γ_r .

DlØ fiksirovannogo w, |w| < r, pust~ N_r (w) oboznaqaet qislo nuleæ funkcii g(z) − w v kruge D_r i pust~ P_r oboznaqaet qislo pol¸sov funkcii g(z) − w, kotoroe v dannom sluqae ne zavisit ot w, v kruge D_r . Po principu argumenta,

N_r (w) − P_r = 1 2π ∫ C_r d arg(g(z) − w). (2.1)

Tak kak |g(z)| ¿ r > |w| dlØ vseh z ∈ C_r, to pravaØ qast~ v (2.1) postoØnna pri fiksirovannom r i |w| < r. Ots¸da zakl¸qaem, qto N_r(w) ØvlØetsØ konstantoæ pri ukazannyh usloviØh. Tak kak

N_r (0) = 1, to N_r (w) = 1 dlØ vseh w ∈ D_r . Tak kak 0 < r < 1 moßet

byt~ vybrano proizvol~no blizkim k 1, to utverßdenie lemmy dokazano. •

Lemma 2.1 pozvolØet vyØvit~ nekotorye poleznye svoæstva rimanovoæ poverhnosti R_g := g(D ). Vo-pervyh, R_g osuwestvlØet polnoe odnokratnoe nakrytie ediniqnogo kruga. Dalee qerez R_0 budem oboznaqat~ qast~ R_g , leßawu¸ nad D. Ots¸da zakl¸qaem, qto R_g ne imeet (vnutrennih) toqek vetvleniØ nad ediniqnoæ okrußnost~¸ T. Ots¸da poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat, dokazannyæ neskol~ko inym sposobom v [2].

Sledstvie 2.1. KaßdaØ svØznaØ komponenta graniqnogo mnoße-

stva D ∩∂F ØvlØetsØ otkrytoæ analitiqeskoæ dugoæ s koncevymi toqkami na T.

Pust~ w_0 = e^{iθ0} ∉ R_g. Togda w_0 moßet rassmatrivat~sØ kak graniqnaØ toqka poverhnosti R_g , dostißimaØ iz R_0. Pri 0 <

ε 6 2 pust~ γ(θ0, ε) oboznaqaet maksimal~nu¸ otkrytu¸ dugu,

leßawu¸ na poverhnosti R_g nad okrußnost~¸ {w : |w − e^{iθ0}| = ε} i taku¸, qto γ(θ_0 , ε) ∩ R_0 ≠ ∅. Tak kak R_g imeet tol~ko odin list nad krugom D, to pri 0 < ε < 2 imeem sledu¸wee neravenstvo:

an. meas (γ(θ_0, ε)) 6 3π + 2 arcsin(ε/2), (2.2)

gde qerez an. meas(·) oboznaqaetsØ uglovaØ mera sootvetstvu¸weæ dugi.

DifferenciruØ funkci¸ w = g(z) = z/φ(z), nahodim dw = φ(z) − zφ^′(z) φ^2(z) dz.

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 243 Ots¸da poluqaem sledu¸wee uravnenie v kvadratiqnyh differencialah: − dw^2 w^2 = − (φ(z) − zφ^′(z))^2 z^2φ^2(z) dz^2 := Q(z) dz^2. (2.3)

V kaqestve istoqnikov, soderßawih neobhodimye svedeniØ po teorii kvadratiqnyh differencialov, my rekomenduem monografii Dß. Dßenkinsa [9] i G. V. Kuz~minoæ [10]. Otmetim, qto ispol~zovanie kvadratiqnyh differencialov v dannom kontekste interesno, no ne ØvlØetsØ neobhodimym i otraßaet pristrastie avtora.

Tak kak krug D ØvlØetsØ krugovoæ oblast~¸ kvadratiqnogo differenciala −w^{−2} dw^2, iz (2.3) sleduet, qto F ØvlØetsØ krugovoæ oblast~¸ Q(z) dz^2. Sledovatel~no, kaßdaØ svØznaØ komponenta mnoßestva D ∩ ∂F ØvlØetsØ traektorieæ fftogo kvadratiqnogo differenciala.

Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto funkciØ φ ØvlØetsØ analitiqeskoæ v graniqnoæ toqke e^{iβ} ∈ ∂F , to v dostatoqno maloæ okrestnosti fftoæ toqki granica ∂F sostoit iz dvuh dug na traektoriØh kvadratiqnogo differenciala Q(z) dz^2, vyhodØwih iz toqki e^{iβ} . Tak kak vse nuli kvadratiqnogo differenciala (2.3) ime¸t qetnyæ porØdok, to vozmoßnye znaqeniØ vnutrennego ugla granicy ∂F v toqke e^{iβ} zada¸tsØ diskretnoæ posledovatel~nost~¸ π/k, k = 1, 2, . . .; sm. [9, teorema 3.2]. Sootvetstvenno, v okrestnosti toqki e^{iβ} funkciØ g(z) predstavlØetsØ v vide

g(z) = A(z − e^{iβ} )^{2k}(1 + h(z)),

gde A ∈ C , A ≠ 0, h(0) = 0, a funkciØ h(z) ØvlØetsØ analitiqeskoæ v toqke e^{iβ} .

Teper~ iz neravenstva (2.2) sleduet, qto dlØ rassmatrivaemyh uglov vozmoßny tol~ko tri znaqeniØ: π, π/2 i π/3. V sluqae, kogda φ ØvlØetsØ koneqnym proizvedeniem BlØxke, ffti vozmoßnye znaqeniØ uglov byli ukazany v primere 4.1 v [2]. Kak pokazyva¸t privedennye niße primery funkciæ (2.7) i (2.11), vse tri vozmoßnye znaqeniØ uglov deæstvitel~no realizu¸tsØ.

DlØ koneqnogo proizvedeniØ BlØxke B(z) = e^{iα} n∏ k=1 z − a_k 1 − ā_kz , (2.4)

244 A. ı. SOLYNIN gde n ¿ 1, 0 < |a_k| < 1 i α ∈ R, kvadratiqnyæ differencial (2.3) prinimaet vid − dw^2 w^2 = − ( 1 z − n∑ k=1 ( 1 z − a_k + 1 z − 1/ā_k ))2 dz^2 := Q_B(z) dz^2.

(2.5) Toqka z = 0 i kaßdaØ iz toqek z = a_k ØvlØ¸tsØ pol¸sami vtorogo porØdka, leßawimi v krugovoæ oblasti kvadratiqnogo differenciala (2.5). Pri fftom Q_B -dlina traektoriæ, leßawih v kaßdoæ iz krugovyh oblasteæ, ravna 2πn_k, gde qerez n_k oboznaqeno qislo slagaemyh vida 1/(z − a_k) v summe v pravoæ qasti formuly (2.5).

V kaßdoæ svØznoæ komponente mnoßestva D \ ∂F dolßna nahodit~sØ hotØ by odna iz toqek a_k, pofftomu dlØ proizvedeniØ BlØxke (2.4) mnoßestvo D ∩ ∂F soderßit ne bolee qem n analitiqeskih dug.

Pri α = 0, n = 1 i a_1 = −a, gde 0 < a < 1, funkciØ (2.4) zadaet drobno-lineænyæ avtomorfizm, pust~ φ_a, ediniqnogo kruga:

φ_a(z) = z + a 1 + az , 0 < a < 1. (2.6)

�tot primer podrobno rassmotren v [5], sm. takße primer 3.1 v [2]. DlØ funkcii (2.6) oblast~ F := F_a ØvlØetsØ giperboliqeskoæ poluploskost~¸: F_a = {z ∈ D : |z + a^{−1}| > a^{−1} √ 1 − a^2}, a konformnoe otobraßenie k_a : D → F_a, normirovannoe usloviØmi k_a(0) = 0, k^′_a(0) > 0, imeet vid

k_a(w) = (2a)^{−1} ( w − 1 + √ (w − 1)^2 + 4a^2w ) = aw + · · · . (2.7)

V rassmatrivaemom sluqae funkciØ

g_a(z) = z φ_a(z) = z(1 + az) z + a (2.8)

otobraßaet krug D konformno i odnolistno na oblast~ D(s(a)), gde D(s) := C \ {e^{iθ} : |θ| 6 s}, 0 < s < π i s(a) = 2 arcsin a.

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 245 FunkciØ k_a ØvlØetsØ ffkstremal~noæ vo mnogih zadaqah v klasse K_h(a), 0 < a < 1, sostoØwem iz vseh giperboliqeski vypuklyh i odnolistnyh v kruge D funkciæ f, normirovannyh usloviØmi:

f(0) = 0, f^′(0) = a.

Naprimer, soglasno teoreme 7 v [5], dlØ f ∈ K_h(a), gde 0 < a < 1, i l¸bogo z ∈ C_r vypolnØ¸tsØ neravenstva −k_a(−r) 6 |f(z)| 6 k_a(r). (2.9) HotØ sluqai, v kotoryh v neravenstvah (2.9) dostigaetsØ znak ravenstva, v rabote [5] ne obsußdalis~, netrudno pokazat~, qto ravenstvo v kakom-nibud~ iz fftih neravenstv imeet mesto tol~ko dlØ vraweniæ funkcii k_a. Takim obrazom, teorema 1 o giperboliqeskoæ vypuklosti oblasti F , dokazannaØ v [7], pokazyvaet, qto (2.9) vypolnØ¸tsØ dlØ l¸boæ analitiqeskoæ funkcii nepodvißnoæ toqki f(w) takoæ, qto |f^′(0)| = a. V teoreme 3.1 raboty [2] fftot rezul~tat byl ustanovlen bez ispol~zovaniØ giperboliqeskoæ vypuklosti funkcii f(w).

Ewe odin poleznyæ primer daet dvuqlennoe proizvedenie BlØxke

B_2(z) = z^2 + 1/3 1 + (1/3)z^2 . Netrudno proverit~, qto v fftom sluqae funkciØ

g_2(z) = z/B_2(z) = z(z^2 + 3) 1 + 3z^2

(2.10)

otobraßaet krug D na rimanovu poverhnost~ R_{g2} , poluqennu¸ podkleivaniem dvuh ffkzemplØrov vnexnosti ediniqnogo kruga

D^∗ := C \ D k krugu D vdol~ verhneæ i nißneæ poluokrußnostØm

okrußnosti T, sootvetstvenno. Takim obrazom, R_{g2} imeet toqki vetvleniØ v toqkah w = ±1, a analitiqeskaØ funkciØ nepodvißnoæ toqki, f_2 = g^{−1}_2 , imeet vid

f_2(w) = √ [3]1 + w − √ [3]1 − w √ [3]1 + w + √ [3]1 − w

= 1 + 2^{2/3}(w − 1)^{1/3} + o((w − 1)^{1/3}),

(2.11) gde √ [3]−1 = −1. Pri fftom f_2 otobraßaet D odnolistno na krugovu¸ lunoqku F_2 ⊂ D, simmetriqnu¸ otnositel~no vewestvennoæ osi i obrazu¸wu¸ vnutrenniæ ugol π/3 v verxinah z = 1 i

z = −1.

246 A. ı. SOLYNIN

3. Podqinenie i ffkstremal~nye zadaqi

Pust~ f(w) = aw + · · · – analitiqeskaØ funkciØ nepodvißnoæ toqki, sootvetstvu¸waØ funkcii φ ∈ A^0, gde φ(0) = a, 0 < |a| < 1. Kak dokazano v teoreme 3.1 raboty [2], vypolnØetsØ podqinenie φ(f(w)) = f(w)/w ≺ φ_a(k_a(w)) = k_a(w)/w. Napomnim, qto analitiqeskaØ v kruge D funkciØ h(z) podqinØetsØ v D funkcii H(z), esli h(0) = H(0) i suwestvuet analitiqeskaØ v D funkciØ ω : D → D takaØ, qto h(z) = H(ω(z)) pri

z ∈ D. DlØ otnoxeniØ podqineniØ ispol~zuetsØ sledu¸wee obo-

znaqenie: h ≺ H.

Kak izvestno, otnoxenie podqineniØ meßdu funkciØmi vleqet mnogo vaßnyh neravenstv dlØ razliqnyh funkcionalov, sm. [11, §2.8].

V fftom paragrafe my pokaßem kak postroit~ podqinØ¸wie funkcii dlØ g(z) = z/φ(z) po graniqnym toqkam oblasti F := F_g, leßawim nad T. Pust~ φ ∈ A^0 i pust~ #(T\ R_g) ¿ 2, t. e. mnoßestvo T\ R_g soderßit ne menee dvuh toqek. Togda pereseqenie

R_g ∩ T sostoit iz ne bolee qem sqetnogo qisla otkrytyh dug L_1, L_2, . . . Vdol~ kaßdoæ iz dug L_k my podkleim vnexnost~ kruga

D^∗ k ediniqnomu krugu D. Pust~^^R oboznaqaet poluqennu¸ ta-

kim obrazom rimanovu poverhnost~. Otmetim, qto pri uslovii

#(T\Rg) ¿ 2 poverhnost~^^R ØvlØetsØ giperboliqeskoæ odnosvØz-

noæ poverhnost~¸, ime¸weæ rovno odin list nad D.

Pust~ G : D → ^R – universal~noe nakrytie poverhnosti ^R krugom D takoe, qto G(0) = 0, G^′(0) > 0. Togda obratnoe otobraßenie G^{−1} : ^R → D odnolistno na ^R. Ots¸da sleduet, qto funkciØ ω(z) := G^{−1}(g(z)) prodolßima po l¸bomu puti v D, znaqit, po teoreme o monodromii ona moßet rassmatrivat~sØ kak odnoznaqnaØ v D funkciØ. Tak kak |ω(z)| < 1 pri z ∈ D i ω(0) = 0, to my imeem g(z) = G(ω(z)), t. e. funkciØ g podqinena funkcii

G v D._{PostroennaØ vyxe rimanova poverhnost~ ^R moßet imet~ bes-}

koneqnoe qislo listov nad D^∗ . Takim ße obrazom moßno postroit~ koneqnolistnye podqinØ¸wie poverhnosti. DlØ fftogo predpoloßim, qto dopolnenie T\ R_g soderßit mnoßestvo toqek

A = {e^{iθ̃k} }^N_{k=1}. Zdes~ 0 6 θ̃_k < 2π, a N — koneqnoe qislo ¿ 2 ili N = ∞.

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 247 Pust~ A_n = {e^{iθ̃k} }^n_{k=1}, gde 2 6 n 6 N . UporØdoqim mnoßestvo

A_n po vozrastani¸ argumentov ego toqek. V rezul~tate imeem: A_n = {e^{iθk,n} }^n_{k=1}, gde 0 6 θ1,n < θ2,n < · · · < θn,n < θn+1,n := θ1,n + 2π. Pust~ l_{k,n} oboznaqaet otkrytu¸ dugu {e^{iθ} : θ_{k,n} < θ < θ_{k+1,n}}. DlØ kaßdogo n ¿ 2 qerez R_n oboznaqaem rimanovu poverhnost~, soderßawu¸ odin list, pust~ R_0, nad D i n listov, pust~

R^{1,n}, . . . , R^{n,n}, nad D^∗ . Pri fftom sqitaem, qto list R^{k,n} podkleen

k R_0 vdol~ dugi l_{k,n}.

Pri n ¿ 2 R_n ØvlØetsØ odnosvØznoæ giperboliqeskoæ rimanovoæ poverhnost~¸. Pofftomu, kak i, vyxe suwestvuet nakryva¸- wee otobraßenie G_n : D → R_n takoe, qto G_n(0) = 0 i G^′_n(0) > 0. Esli 2 6 m < n 6 N , to funkciØ ω_{m,n}(z) := G^{−1}_m (G_n(z)) analitiqeski prodolßaetsØ po l¸bomu puti v D, sledovatel~no, po teoreme o monodromii moßet rassmatrivat~sØ kak odnoznaqnaØ

v D. Togda Gn(z) = Gm(ωm,n(z)), znaqit, Gn ≺ Gm v D. Takim

obrazom, otnoxenie podqineniØ “≺” opredelØet “qastiqnyæ porØdok” na mnoßestve vseh nakryva¸wih poverhnosteæ, postroennyh kak ukazano vyxe dlØ fiksirovannoæ funkcii φ. Takim obrazom, dlØ kaßdogo fiksirovannogo vyxe mnoßestva A i n takogo, qto 2 6 n < N , imeem: g ≺ G ≺ G_N ≺ · · · ≺ G_{n+1} ≺ G_n ≺ · · · ≺ G_2. V qastnosti, iz principa podqineniØ (sm. [11, teorema 2.21]) poluqaem neravenstva:

|g^′(0)| 6 |G^′(0)| 6 |G^′_N (0)| 6 · · · 6 |G^′_{n+1}(0)| 6 |G^′_n(0)| 6 · · · 6 |G^′_2(0)|.

FunkciØ G_2 moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii

G_2 = φ_1 ∘ g_2 ∘ φ_2, gde g_2 opredelena v (2.10), a φ_1 i φ_2 – podhodØ-

wie drobno-lineænye avtomorfizmy ediniqnogo kruga. FunkciØ

G_3 takße moßet byt~ naædena v Øvnom vide. Tak kak G_n otobra-

ßaet D na krugovoæ neodnolistnyæ mnogougol~nik, to pri n ¿ 4 nahoßdenie Øvnogo vida funkcii G_n ne predstavlØetsØ vozmoßnym. Pofftomu pri fiksirovannom n ¿ 2 predstavlØ¸t interes ocenki funkcionalov, svØzannyh s otobraßeniØmi G_n. V nekotoryh sluqaØh ffkstremal~noæ budet konfiguraciØ, sootvetstvu¸- waØ simmetriqnomu mnoßestvu A^∗_n := {e^{2πik/n}}^{n−1}_{k=0} . Dalee qerez

R^∗_n budem oboznaqat~ rimanovu poverhnost~, postroennu¸ kak

248 A. ı. SOLYNIN ukazano vyxe dlØ mnoßestva A^∗_n, a qerez G^∗_n budem oboznaqat~ nakryva¸wee otobraßenie poverhnosti R^∗_n krugom D.

Niße my privodim tri teoremy ob ffkstremal~nyh svoæstvah nakryva¸wih otobraßeniæ.

Teorema 3.1. Pust~ 2 6 n < ∞ i pust~ funkciØ Gn(z) soootvet-

stvuet mnoßestvu A = {e^{iθk} }^n_{k=1}. Togda

|G^′_n(0)| ¿ |(G^∗_n)^′(0)| = n + 1 n − 1 . (3.1)

Znak ravenstva dostigaetsØ v (3.1) tol~ko v tom sluqae, kogda A sovpadaet s A^∗_n s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala.

Legko videt~, qto teorema 3.1 ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 2, dokazannoæ avtorom v [12]. Otmetim, qto dokazatel~- stvo fftoæ teoremy v [12] ispol~zuet obobwenie dissimmetrizacii Dubinina, sm. [13, §6], na sluqaæ rimanovyh poverhnosteæ tipa R_n.

Teorema 3.2. Pust~ A = {e^{iθk} }^n_{k=1}, 2 6 n < ∞ i pust~ 2απ =

max(θ_k −θ_{k−1}) oboznaqaet maksimal~nyæ uglovoæ zazor meßdu toqkami mnoßestva A. Esli α 6 1/m, gde 2 6 m 6 n, to

|G^′_n(0)| 6 |(G^∗_m)^′(0)| = m + 1 m − 1 . (3.2)

Znak ravenstva v (3.2) imeet mesto tol~ko v tom sluqae, kogda A ØvlØetsØ vraweniem mnoßestva A^∗_m vokrug naqala.

Dokazatel~stvo. Otrezki [0, e^{iθk}], k = 1, . . . , n, razbiva¸t po-

verhnost~ R_n na n krugovyh treugol~nikov T_k. Zdes~ T_k – neograniqennaØ odnosvØznaØ oblast~ na C , granica kotoroæ sostoit iz otrezkov [0, e^{iθk} ], [0, e^{iθk+1}] i krugovoæ dugi {e^{iθ} : θ_{k+1} 6 θ 6

θ_k + 2π}. Dalee T_k budet rassmatrivat~sØ kak topologiqeskiæ

treugol~nik s verxinami e_{0,k} = 0, e_{1,k} = e^{iθk} i e_{2,k} = e^{iθk+1} . Qerez m(T_k) := m(T_k; e_{0,k}|e_{1,2}, e_{2,k}) budem oboznaqat~ privedennyæ modul~ treugol~nika T_k otnositel~no verxiny e_{0,k} = 0. Opredelenie i svoæstva privedennogo modulØ treugol~nika smotri v rabote [14]. Pust~ 2α_kπ oboznaqaet ugol T_k pri verxine e_{0,k} = 0. Togda 0 < α_k 6 1/n, n∑ k=1 α_k = 1. (3.3)

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 249 ˚vnoe vyraßenie dlØ privedennogo modulØ m(T_k) nahoditsØ po formule

m(T_k) = 1 2α_kπ log 1 + α_k 1 − α_k , kotoraØ ØvlØetsØ qastnym sluqaem formuly (2.5) v [12].

PrimenØØ teoremu 1.5 [14] o razbienii odnosvØznoæ oblasti na sistemu treugol~nikov, poluqaem neravenstvo 1 2π log |G^′_n(0)| = m(R_n, 0) 6 n∑ k=1 α^2_km(T_k) = 1 2π n∑ k=1 α_k log

1 + α_k 1 − α_k , (3.4) gde qerez m(R_n, 0) oboznaqen privedennyæ modul~ poverhnosti

R_k otnositel~no toqki w = 0, sm. [9, s. 41].

Pust~ ψ(α) = α log[(1 + α)/(1 − α). Tak kak ψ^{′′}(α) = 4(1 −

α^2)^{−2} > 0, to ψ ØvlØetsØ strogo vypukloæ funkcieæ pri 0 < α < 1. V terminah teorii maßorizacii (sm. [15]) sootnoxeniØ

(3.3) oznaqa¸t, qto vektor (α_1, . . . , α_n) maßoriziruetsØ vektorom (1/m, . . . , 1/m, 0, . . . , 0) ∈ R^n, gde qislo nenulevyh koordinat ravno m. Pofftomu, primenØØ maßorizacionnoe neravenstvo Hardi, Littlvuda i Polia, sm., naprimer, neravenstvo (1) v [15, glava 1.A], zakl¸qaem, qto n∑ k=1 α_k log

1 + α_k 1 − α_k 6 log m + 1 m − 1 so znakom ravenstva tol~ko v tom sluqae kogda vektor (α_1, . . . , α_n) sovpadaet s vektorom (1/m, . . . , 1/m, 0, . . . , 0) s toqnost~¸ do perestanovki koordinat. Ob¨edinØØ poslednee neravenstvo s neravenstvom (3.4), poluqaem trebuemoe utverßdenie. •

V teoremah 3.1 i 3.2 ocenka dlØ |G^′_n(0)| zavisela ot qisla vypuskaemyh toqek okrußnosti T. PrimenØØ krugovu¸ simmetrizaci¸, legko poluqit~ ocenki, zavisØwie ot mery vypuskaemogo podmnoßestva T.

Teorema 3.3. Pust~ rimanova poverhnost~^^R i funkciØ G : D →^^R

postroeny dlØ funkcii φ, kak ffto ukazano vyxe. Pust~ 0 < 2s = length, (T\ R) < 2π, a = sin(s/2), i pust~ funkciØ g_a(z) opredelena po formule (rm(2.8). Togda dlØ kaßdoæ vypukloæ neubyva¸weæ

250 A. ı. SOLYNIN

funkcii Φ : R → R i kaßdogo 0 < r < 1 vypolnØ¸tsØ neravenstva 2π∫ 0 Φ(log |g(re^{iθ})|) dθ 6 2π∫ 0 Φ(log |G(re^{iθ})|) dθ (3.5) 6 2π∫ 0 Φ(log |g_a(re^{iθ})|) dθ.

V kaqestve predel~nogo sluqaØ imeem neravenstva:

|g^′(0)| 6 |G^′(0)| 6 |g^′_a(0)|. (3.6)

Ravenstvo v pervom sootnoxenii v kaßdom iz neravenstv (3.5) i (3.6) dostigaetsØ tol~ko pri uslovii g = G. Ravenstvo vo vtorom neravenstve v (3.6), a dlØ strogo vypukloæ funkcii Φ i vo vtorom neravenstve v (3.5) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda G(z) = e^{iβ} g_a(e^{iα}z) pri nekotoryh α, β ∈ R.

Pervye neravenstva v (3.5) i (3.6) ØvlØ¸tsØ sledstviØmi podqineniØ, sm. teoremy 2.21 i 2.23 v [11]. Vtoroe neravenstvo v (3.6) vyraßaet klassiqeskiæ princip simmetrizacii (sm. [16, teorema 4.9]), a vtoroe neravenstvo v (3.5) predstavlØet soboæ specializaci¸ izvestnyh rezul~tatov A. Baernstaæna II o ∗- funkcii i integral~nyh srednih, sm. [17].

4. Lokal~noe povedenie v graniqnoæ toqke

V fftom paragrafe my sformuliruem problemu o stroenii oblasti F v okrestnosti graniqnoæ toqki z_0 ∈ ∂F ∩ T. Pust~

φ ∈ A^0 i pust~ f – analitiqeskaØ funkciØ nepodvißnoæ toqki

dlØ funkcii φ. Pri izuqenii svoæstv oblasti F = f(D ) v okrestnosti toqki w_0 ∈ Ttakoæ, qto z_0 = f(w_0), my moßem sqitat~, qto

w_0 = z_0 = 1. Deæstvitel~no, zamenØØ φ(z) na w̄_0z̄_0φ(w̄_0z) i f(w)

na w̄_0f(z_0w), prihodim k ukazannomu vyxe sluqa¸.

Pust~ w_0 = 1 ∈ R_g i pust~ γ(ε) := γ(0, ε) – duga na poverhnosti R_g, opredelennaØ v §2. Togda, soglasno (2.2), imeem: an. meas .(γ(ε)) 6 3π + 2 arcsin(ε/2). V qastnosti, predel~nyæ uglovoæ razmer dugi γ(ε) udovletvorØet neravenstvu:

γ_0 := lim_{ε→0+}(an. meas .(γ(ε))) 6 3π. (4.1)

ANALITIQESKA˚ FUNKCI˚ 251 Qerez γ̂(ε) = γ(ε) ∩ D oboznaqim qast~ dugi γ(ε), leßawu¸ nad krugom D. Oqevidno, qto

γ̂_0 := lim_{ε→0+}(an. meas .(γ̂(ε))) = π. (4.2)

Pust~ δ(ε) = g^{−1}(γ(ε)). Togda δ(ε) ØvlØetsØ otkrytoæ dugoæ v

D, ime¸weæ koncevye toqki, pust~ e^{iθ+(ε)} i e^{iθ�(ε)}, gde θ+(ε) > 0,

θ_−(ε) < 0, na okrußnosti T i otdelØ¸weæ v D toqku z = 1 ot

centra kruga z = 0.

Pust~ △(arg(δ(ε)) oboznaqaet izmenenie argumenta pri dvißenii toqki vdol~ δ(ε) ot toqki e^{iθ+(ε)} k toqke e^{iθ}�^{(ε)}. Togda

δ_0 := lim_{ε→0+} △ (arg(δ(ε)) = π. (4.3)

Pust~ δ̂ = g^{−1}(γ̂(ε)) = f(γ̂(ε)) i pust~

δ̂_0 := lim inf ε→0+ △(arg(δ̂(ε)), (4.4)

gde qerez △(arg(δ̂(ε)) oboznaqeno izmenenie argumenta pri dvißenii toqki vdol~ δ̂(ε).

Tak kak rassmatrivaemye otobraßeniØ oblada¸t nekotoroæ “graniqnoæ konformnost~¸,” to moßno predpoloßit~, qto predel~nye uglovye razmery dug, opredelennyh formulami (4.1)– (4.4), dolßny udovletvorØt~ sledu¸wim usloviØm proporcional~nosti:

γ̂_0/γ_0 6 1/3 6 δ̂_0/δ_0 = δ̂_0/π. (4.5)

Vo vseh izvestnyh nam primerah sootnoxeniØ (4.5) vypolnØ¸tsØ. V neskol~ko usilennoæ forme naxe predpoloßenie moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Problema ob ugle Xtol~ca rastvora π/3 − ε. Dokazat~, qto

dlØ kaßdogo dostatoqno malogo ε > 0 i dlØ kaßdoæ toqki e^{iθ} ∈ ∂F suwestvuet krugovoæ sektor S rastvora π/3 − ε > 0 s verxinoæ v toqke e^{iθ} takoæ, qto S ⊂ F .

Otmetim, qto sformulirovannaØ vyxe problema ØvlØetsØ utoqnennym koliqestvennym vyraßeniem zadaqi 4 v [2], v kotoroæ spraxivaetsØ, ØvlØetsØ li granica ∂F oblasti F kvaziokrußnost~¸.

Primer funkcii (2.11) iz §2 pokazyvaet, qto ugol rastvora π/3 ØvlØetsØ maksimal~no vozmoßnym pri usloviØh sformulirovannoæ vyxe problemy.

252 A. ı. SOLYNIN

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

2. D. Mej^´ia, Ch. Pommerenke, The analytic point function in the disc, Comput.

Methods Funct. Theory 5, no. 2 (2005), 275–299.

3. D. Mej^´ia, Ch. Pommerenke, The analytic point function. II, Preprint. 4. R. W. Barnard, K. Pearce, G. B. Williams, Three extremal problems for hyperbol-

ically convex functions, Comput. Methods Funct. Theory 4 (2004), no. 1, 97–109.

5. W. Ma, D. Minda, Hyperbolically convex functions, Ann. Polon. Math. 60 (1994),

81–100.

6. D. Mej^´ia, Ch. Pommerenke, On hyperbolically convex functions, J. Geom. Analysis 10 (2000), 365–378.

7. A. Yu. Solynin, Hyperbolic convexity and the analytic fixed point function, Proc.

Amer. Math. Soc. 135, —lat no. 4 (2007), 1181–1186.

8. B. Brown Flinn, Hyperbolic convexity and level sets of analytic functions, Indiana

Univ. Math. J. 32 (1983), 831-841.

9. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

10. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

11. W. K. Hayman, P. B. Kennedy, Subharmonic functions, Vol. 1, Academic Press,

1976.

12. A. Yu. Solynin, Some extremal problems on the hyperbolic polygons, Complex Vari-

ables Theory Appl. 36 (1998), 207–231.

13. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49 (1994), 3-76.

14. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, no. 1, (1999), 3–86.

15. A. W. Marshall, I. Olkin, Inequalities: theory of majorization and its applications,

New York, 1979.

16. W. K. Hayman, Multivalent functions, Second ed. Cambridge Tracts in Math., 110.

Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1994.

17. A. Baernstein II, Integral means, univalent functions and circular symmetrization,

Acta Math. 133 (1974), 139–169.

Postupilo 21 i¸lØ 2006 g.

Department of Mathematics and Statistics, Texas Tech University Lubbock, Texas 79409, U.S.A.

E-mail: alex.solynin@ttu.edu