Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

O. V. Sil~vanoviq, N. A. Xirokov

PRIBLIȷENIE CELYMI FUNKCI˚MI NA PODMNOȷESTVAH POLUOSI 1. V dannoæ rabote my formuliruem teoremu o vozmoßnoæ sko-

rosti approksimacii na nekotorom mnoßestve E gladkih funkciæ celymi funkciØmi porØdka 1/2 iz opredelennogo klassa, a takße privodim algoritm ih postroeniØ.

Pust~ E – podmnoßestvo poloßitel~noæ poluosi R^+ = [0; ∞)], sostoØwee iz koneqnogo qisla diz¨¸nktnyh otrezkov I_1 =

[0, b_1], . . . , I_k = [a_k, b_k] i luqa I_{k+1} = [a_{k+1}, ∞)], gde 0 = a_1 < b_1 < · · · < b_k < a_{k+1}, k ¿ 1.

Privedem takße rØd opredeleniæ.

Pust~ r ≥ 0 – celoe qislo, ω(x) – modul~ nepreryvnosti na

R^+, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ y∫ 0 ω(x) x dx + y ∞∫ y ω(x) x^2 dx 6 C0ω(y), y > 0; H^r_ω(E) – prostranstvo kompleksnoznaqnyh funkciæ f na mnoße-

stve E, udovletvorØ¸wih uslovi¸ |f^{(r)}(x) − f^{(r)} (y)| 6 C_f ω(|x − y|), x, y ∈ E, s normoæ ‖f‖_{r,ω} = |f(0)| + r∑ ν=1 |f^{(ν)}(0)| + sup x,y∈E x≠y |f^{(r)} (x) − f^{(r)} (y)| ω(|x − y|) ;

C^{(r,ω}_σ , σ > 0, – klass celyh funkciæ F porØdka 1/2 i tipa σ s

normoæ

‖F_σ‖_C(r,ω)_σ^{def}= sup_{z∈}C_\R_+ |F (z)| · e^{−σ| Im √z|} (1 + |z|^rω(|z|) +^1_{σ2r} ω(^1_{σ2} )) < ∞. 2. DlØ opredeleniØ xkaly priblißeniæ s pomow~¸ celyh

funkciæ iz klassa C^{(r,ω)}σ budem ispol~zovat~ sledu¸wee utverßdenie. 233

234 O. V. SIL^VANOVIQ, N. A. XIROKOV

Utverßdenie 1. Suwestvuet edinstvennaØ garmoniqeskaØ v C \

E funkciØ φ, udovletvorØ¸waØ usloviØm

φ_E (z) > 0, φ_E (z) → 0 pri z → z_0, z_0 ∈ E, φ_E (z) 6 c(1 + |z|^{1/2}), φ_E (x) · |x|^{−1/2} → 1 pri x → −∞. Dalee polagaem L_h = {z ∈ C \ E : φ_E (z) = h}, h > 0, ρ_h(z) = dist(z, L_h)

i privodim formulirovku teoremy.

Teorema. Pust~ f ∈ H^{(r)}ω (E). Togda dlØ l¸bogo σ > 0 naædetsØ

celaØ funkciØ F_σ ∈ C^{(r,ω)}σ takaØ, qto ‖F_σ‖_C(r,ω)_σ 6 c_1‖f‖_{r,ω} i |f(x) − F_σ(x)| 6 c_2‖f‖_{r,ω} ρ^r_{1/σ}(x)ω(ρ_{1/σ} (x)), x ∈ E, gde postoØnnye c_1, c_2 > 0 zavisØt tol~ko ot r, ω i E.

AnalogiqnaØ teorema byla dokazana ranee [1] dlØ E = R^+,

r = 0, ω(t) = t^α, 0 < α < 1.

Zameqanie. Klass celyh funkciæ C^{(r,ω)}σ i veliqiny ρh(z) pri

rassmotrenii priblißeniØ funkciæ iz klassa H^{(r)}ω (E) na neograniqennom mnoßestve E igra¸t rol~, analogiqnu¸ mnoßestvu mnogoqlenov i rasstoØniØm ρ^∗_{1/n}(z, E) do liniæ urovnØ funkcii Grina mnoßestva E v tom sluqae, kogda E – kompakt i req~ idet o konstruktivnom opisanii sootvetstvu¸wih klassov H^{(r)}ω (E) v terminah polinomial~nyh priblißeniæ. Sobstvenno, v fftom i sostoit utverßdenie sformulirovannoæ vyxe teoremy.

3. Pereædem k opisani¸ konstrukcii priblißa¸wih funk-

ciæ. DlØ fftogo snaqala postroim nekotoroe semeæstvo kontinuumov, soderßawih mnoßestvo E (fftot priem analogiqen primenØvxemusØ ranee v [2, 3] pri izuqenii priblißeniæ na nesvØznyh mnoßestvah).

Razdelim otrezok I_1 na tri ravnyh otrezka I_{1j}. Kaßdyæ otrezok I_ν , 2 6 ν 6 k, razdelim na pØt~ ravnyh otrezkov i perenumeruem ih tak, qto pri j_1 < j_2 otrezok I_{νj1} leßit levee otrezka

PERVA˚ KRAEVA˚ ZADAQA 235

I_{νj2} . Otrezok [a_{k+1} + 1; a_{k+1} + 2] oboznaqim qerez I_{k+1,4}. Dalee vy-

berem proizvol~no toqki s_1 ∈ I_{12}, s_{2(ν−1}) ∈ I_{ν2}, s_{2(ν−1)+1} ∈ I_{ν4}, 2 6 ν 6 k, s2k ∈ Ik+1,4. Pust~ t_μ = s_μ − i, togda poloßim

K = K(s_1, . . . s_{2k}) = E ∪ ∪^{2k}_{μ=1}[s_μ, t_μ] ∪^k_{μ=1} [t_{2μ−1}, t_{2μ}].

Esli kontinuum K ⊃ E, to prostranstvo H^r_ω(K) opredelØetsØ analogiqno prostranstvu H^r_ω(E).

Rassmotrim otobraßenie w(z) = w(z, s_1, . . . , s_{2k}) mnoßestva C \

K(s_1, . . . , s_{2k}) na verhn¸¸ poluploskost~ C^+ takoe, qto w(x) i|x|^{1/2} → 1 pri x → −∞, i pust~ Ψ(τ, s_1 , . . ., s_{2k}) – obratnoe otobraßenie dlØ w(x), τ ∈ C^+ .

DlØ h > 0, t ∈ R, ζ ∈ C \ K(s_1 , . . . , s_{2k}) polagaem ζ_{h,t} = ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . .s_{2k}) = Ψ(w(ζ, s_1, . . . , s_{2k}) + h + it, s_1, . . . , s_{2k}). Oboznaqim qerez Q ugol {z = x + iy : x ¿ −1, y 6 2(x + 1)}.

DlØ realizacii konstrukcii postroeniØ priblißa¸weæ celoæ funkcii my vospol~zuemsØ prodolßeniem funkciæ special~- nogo tipa, vpervye primenennym i plodotvorno ispol~zovannym v rabotah E. M. Dyn~kina (sm., naprimer, [4]). V otliqie ot ego situacii, my budem rassmatrivat~ neograniqennye mnoßestva E. Utverßdenie 2. Pust~ f ∈ H^r_ω(E) i toqki s1, . . . , s2k vybrany iz

sootvetstvu¸wih promeßutkov. Togda suwestvuet prodolßenie f_0(z, s_1, . . .s_{2k}) funkcii f na vs¸ ploskost~ C (tak nazyvaemoe psevdoanalitiqeskoe prodolßenie po E. M. Dyn~kinu) takoe, qto vypolneny sootnoxeniØ

f_0 ∈ C(C ) ∩ C^1(C \ K(s_1, . . . s_{2k})),

f_0 ≡ 0 vne Q, f_0 | E = f, ‖f_0‖_{K(s1,...s2k)}‖_Hr_{ω (K)} 6 c_3‖f‖_Hr_{ω (E)}, | | ∂f^0(z, s^1, . . . s^{2k}) ∂z̄ | | 6 c4δ^{r−1}(z)ω(δ(z)), z ∈ C \ K(s1 , . . . s2k),

236 O. V. SIL^VANOVIQ, N. A. XIROKOV

gde δ(z) = δ(z, s_1, . . . , s_{2k}) = dist(z, K(s_1, . . . s_{2k})), a postoØnnye c_3, c_4 ne zavisØt ot s_1, . . . s_{2k} i z.

Oboznaqim f_0 | K(s_1,...s_{2k}) qerez f(z, s1, . . . s2k). PredpolagaØ, qto

p ∈ N, h > 0, t ∈ R, z ∈ K(s_1, . . . s_{2k}), ζ ∈ Q \ K(s_1, . . . s_{2k}), poloßim R_{p,h,t}(z, ζ, s_1, . . .s_{2k}) = 1 ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . . s_{2k}) − z + ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . . , s_{2k}) − ζ (ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . . s_{2k}) − z)^2 + · · · + ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . . s_{2k}) − ζ)^{p−1} (ζ_{h,t}(ζ, s_1, . . . s_{2k}) − z)^p , i pust~ pri l > 1, σ > 0 U_{l,σ} (t) = C_{l,σ} ( sin^σ_l t t )_l , gde C_{l,σ} vybiraetsØ iz usloviØ ∫ R^{Ul,σ (t)dt = 1.} DlØ poluqeniØ trebuemoæ ocenki priblißeniØ nam budet neobhodimo ispol~zovat~ sledu¸wee toßdestvo: f(z, s_1 , . . . s_{2k}) = − 1 π (z + h)^m ∫∫ Q

∂ ∂ζ f_0(ζ, s_1, . . . , s_{2k}) (ζ − z)(ζ + h)^m dA(ζ), gde z ∈ K(s_1, . . . , s_{2k}), h > 0, m > 2 + r, dA(ζ) – mera Lebega na C .

Teper~ my poluqaem funkci¸, horoxo priblißa¸wu¸

f(z, s_1 , . . .s_{2k}) pri z ∈ K(s_1, . . . , s_{2k}), a imenno: F_{p,σ,l,m}(z, s_1, . . . , s_{2k}) = − 1 π ( z + 1 σ^2 )_m

· ∫ R^{Ul,σ (t)} ( ∫∫ Q ∂f_0(ζ, s_1, . . . , s_{2k}) ∂ζ̄ · R_{p,1/σ,t}(z, ζ, s_1, . . .s_{2k}) (ζ +^1_{σ2} )^m dA(ζ) ) dt. DlØ togo, qtoby pereæti ot priblißeniØ na K(s_1 , . . .s_{2k}) k priblißeni¸ na E, vyberem natural~noe N i funkci¸

λ_N (s_1, . . . s_{2k}) tak, qtoby imelo mesto ravenstvo ∫ I_{12}×I_{22}×I_{24}×···×I_{k+1,4} λ_N (s_1 , . . ., s_{2k})s^N_1 · . . . · s^N_{2k}ds_1 · . . . · ds_{2k} = 1,

PERVA˚ KRAEVA˚ ZADAQA 237

i pri l¸byh celyh q_1, . . . , q_{2k} ¿ 0, q_j 6 N , takih, qto^{2k} ∑ j=1 q_j < 2kN , bylo vypolneno uslovie ∫ I_{12}×I_{22}×...I_{k+1,4} λ_N (s_1, . . . , s_{2k})s^{q1}_1 · . . . · s^{q2k}_{2k} ds_1 · . . . · ds_{2k} = 0.

DlØ zaverxeniØ postroeniØ priblißa¸weæ na E funkcii

F_σ(z) vybiraem i fiksiruem dostatoqno bol~xie p, l, m i N ,

zavisØwie tol~ko ot r, ω i E, i polagaem

F_σ(z) = ∫ I_{12} ×I_{22}×···×I_{k+1,4} F_{p,σ,l,m}(z, s_1, . . . , s_{2k})λ_N (s_1 , . . .s_{2k})(s_1 − z)^N

· . . . · (s_{2k} − z)^N ds_1 · ˙·ds_{2k}. Dokazatel~stva sformulirovannoæ vyxe teoremy i utverßdeniæ 1 i 2 budut privedeny v odnoæ iz sledu¸wih naxih rabot.

Literatura

1. T. S. Davydova, N. A. Xirokov, Priblißenie funkciæ iz klassa Gel~dera na poluosi, Zap. nauqn. semin. POMI 262 (1999), 127–137.

2. N. A. Xirokov, Priblißenie mnogoqlenami na kompaktah s beskoneqnosvØznym dopolneniem, Algebra i analiz 10 (1998), No. 1, 248–264.

3. K. G. Meßeviq, N. A. Xirokov, Polinomial~nye priblißeniØ na diz¨- ¸nktnyh otrezkah, Problemy matematiqeskogo analiza, No. 18 (1998), 118–132.

4. E. M. Dyn~kin, O ravnomernom priblißenii funkciæ v ßordanovyh oblastØh, Sib. mat. ß. 18 (1977), No. 4, 775–786.

Postupilo 28 avgusta 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet