Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

N. V. Proskurin

O R˚DAH DIRIHLE, ASSOCIIROVANNYH S KUBIQESKO` TETA–FUNKCIE`

Vvedenie

KubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona ΘK�P opredelena na giperboliqeskom prostranstve H = { (z, v) ∈ C ×R | v > 0 } i prinimaet znaqeniØ v kompleksnom pole C . ImeetsØ razloßenie Fur~e –

ΘK�P (z, v) = v^{2/3} + (6πv)^{2/3} ∑ ν τ̃ (ν)Ai ( (6π|ν |v)^{2/3} ) e(νz), (1) v kotorom Ai – funkciØ �æri, e(q) = exp ( 2πi(q + q̄) ) dlØ kaßdogo

q ∈ C . Kofffficienty τ̃ (ν) vyraßa¸tsØ Øvno qerez kubiqeskie

summy Gaussa, sm. niße formuly Pattersona (13). Pust~ O – kol~co celyh qisel polØ Q( √ −3 ). Summirovanie v (1) raspro-

stranØetsØ na vse ν iz ( √ −3)^{−3} O, iskl¸qaØ 0, t.e. na vse ν vida ( √ −3)^{−3} δ s δ ∈ O, δ ≠ 0. (Shodimost~ rØda (1) sleduet iz (8),

(13), (34).)

FunkciØ ΘK�P otkryta Kubotoæ [1], sm. takße [2] i [3]. Ona ØvlØetsØ avtomorfnoæ funkcieæ ves~ma special~nogo tipa – kubiqeskoæ metaplektiqeskoæ formoæ. �to oznaqaet, v qastnosti, qto dlØ ΘK�P ime¸tsØ nekotorye formuly preobrazovaniØ. Odna iz nih – ΘK�P (0, v) = ΘK�P (0, 1/v), (2)

imeet mesto dlØ vseh v > 0, v ∈ R. FunkciØ v → ΘK�P (0, v) prodolßaetsØ, s sohraneniem svoæstva (2), s vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi do golomorfnoæ funkcii na poluploskosti {v ∈ C | Re v > 0}. Pust~

L(τ ; s) = ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^s , s ∈ C , Re s > 1, (3)

�ta rabota qastiqno finansirovalas~ grantom RFFI 05-01-00930-a. 212

O R˚DAH DIRIHLE 213

gde summirovanie rasprostranØetsØ na te ße ν, qto i v (1), τ (ν) = τ̃ (ν)‖ν ‖^{1/6}, i ‖ · ‖: Q( √ −3 ) → Q – normennoe otobraßenie, ‖z‖ = zz̄ dlØ

vseh z ∈ Q( √ −3 ). V nastoØweæ rabote my issleduem funkci¸ L(τ ; ·). RØd (3) absol¸tno shoditsØ i opredelØet funkci¸ ana-

litiqesku¸ v oblasti Re s > 1. �ta funkciØ svØzana s ΘK�P posredstvom preobrazovaniØ Mellina. Kak my uvidim, ona prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ C i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ rimanova tipa, svØzyva¸wemu eœ znaqeniØ v toqkah s i 1 − s. Imenno, my pokaßem, qto funkciØ

s → (2π)^{−2s} Γ(s − 1/6) Γ(s + 1/6) L(τ ; s) (4)

invariantna otnositel~no zameny s na 1 − s. My vyvedem takße tak nazyvaemye ukoroqennye funkcinal~nye uravneniØ dlØ

L(τ ; ·) i rassmotrim nekotorye voprosy, svØzannye s vyqisleni-

em znaqeniæ funkcii ΘK�P i funkcii L(τ ; ·).

Nas interesuet, v osobennosti, raspredelenie nuleæ funkcii

L(τ ; ·) i my namereny provesti vyqisleniØ. Rezul~taty vyqi-

sleniæ budut soobweny pozdnee, v drugoæ publikacii, togda kak v nastoØweæ publikacii my ograniqivaemsØ neobhodimymi teoretiqeskimi rassmotreniØmi. Kofffficienty τ (ν) ne oblada- ¸t svoæstvami mul~tiplikativnosti, neobhodimymi dlØ razloßeniØ L(τ ; ·) v ffælerovskoe proizvedenie. Vvidu fftogo obstoØtel~stva, kaßetsØ, bylo by slixkom optimistiqnym polagat~, qto vse netrivial~nye nuli^1 leßat na kritiqeskoæ prØmoæ Re s = 1/2. Tem ne menee, izvestnye vyqisleniØ s dzetafunkciØmi �pxteæna i s nekotorymi drugimi funkciØmi, takße udovletvorØ¸wimi uravneniØm rimanova tipa i ne ime¸wimi ffælerovskih proizvedeniæ, pokazyva¸t, qto mnogie nuli leßat imenno na kritiqeskoæ prØmoæ. (Sm., naprimer, [4, 5].) DlØ togo qtoby motivirovat~ interes k rassmotreni¸ funkcii L(τ ; ·), otmetim zdes~ dva eœ specifiqeskih svoæstva. Vo-pervyh, hotØ funkciØ kofffficientov ν → τ (ν) ne mul~tiplikativna, eœ kub

1T.e. nuli v polose {s ∈ C | 0 ≤ Re s ≤ 1}. ImeetsØ ewœ seriØ tak nazyvaemyh trivial~nyh nuleæ, raspoloßennyh na vewestvennoæ prØmoæ v pol¸sah gamma-mnoßiteleæ v (4). Poskol~ku ffælerovskogo proizvedeniØ net, vozmoßno L(τ ; ·) imeet i drugie nuli.

214 N. V. PROSKURIN

ν → τ (ν)^3 – mul~tiplikativnaØ funkciØ. Vtoroe svoæstvo, koto-

roe nam hotelos~ by otmetit~, svØzano s razloßeniem

L(τ ; s) = 2 ζQ_(^√_{−3)}(3s − 1/2) Z(τ ; s), (5)

v kotorom ζQ_(^√_{−3)} – dzeta-funkciØ Dedekinda polØ Q( √ −3 ), a

funkciØ Z(τ ; ·) opredelØetsØ rØdom Dirihle –

Z(τ ; s) = ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^s , s ∈ C , Re s > 1, (6)

s temi ße kofffficientami τ (ν), qto i v (3), i s summirovaniem po ν ∈ ( √ −3)^{−3} O \ {0}, ograniqennym nekotorymi do-

polnitel~nymi usloviØmi. Imenno, zametim, qto kaßdoe ν ∈ ( √ −3)^{−3} O \ {0} moßet byt~ predstavleno, i pri tom edinstven-

nym obrazom, v vide proizvedeniØ ν = λ( √ −3)^mδ, v kotorom λ

– odna iz xesti edinic kol~ca O, m ∈ Z, m ≥ −3, i δ ∈ O,

δ ≡ 1 (mod 3). Tak vot, summirovanie v (6) rasprostraneno na

vse takie ν s λ^3 = 1, s beskvadratnym δ i s m, ravnym −3 ili −1. FunkciØ s → ζQ_(^√_{−3)}(3s − 1/2) imeet beskoneqno mnogo nuleæ na prØmoæ Re s = 1/3 i, esli spravedliva gipoteza Rimana dlØ ζQ_(^√_{−3)}, ne imeet drugih nuleæ v poluploskosti Re s ≥ 1/6. Vvidu (5), kaßdyæ nul~ fftoæ funkcii ØvlØetsØ libo pol¸som

Z(τ ; ·) libo nulœm L(τ ; ·). Otmetim ewœ, qto esli funkciØ L(τ ; ·)

deæstvitel~no imeet nul~, leßawiæ na prØmoæ Re s = 1/3, to, vvidu funkcional~nogo uravneniØ (4), ona imeet ewœ odin nul~, leßawiæ na prØmoæ Re s = 2/3. V svØzi s razloßeniem (5) interesno posmotret~ takße, qto proishodit s trivial~nymi nulØmi dzeta-funkcii Dedekinda, – ffto, kak izvestno, prostye nuli v otricatel~nyh celyh toqkah. Im sootvetstvu¸t prostye nuli funkcii s → ζQ_(^√_{−3)}(3s − 1/2) v toqkah s = −1/6 − m/3 s m ≥ 0, m ∈ Z. (7) My uvidim, qto toqki (7), sootvetstvu¸wie m ≡ 0 (mod 3) i m ≡ 2 (mod 3), ØvlØ¸tsØ prostymi nulØmi funkcii L(τ ; ·), a toqki sootvetstvu¸wie m ≡ 1 (mod 3) ØvlØ¸tsØ pol¸sami Z(τ ; ·), no ne nulØmi L(τ ; ·).

1 Arifmetika polØ Q( √ −3 )

Pust~ O – kol~co celyh qisel mnimogo kvadratiqnogo polØ

Q(^√−3 ) ⊂ C . �to kommutativnoe kol~co s ediniceæ bez delite-

O R˚DAH DIRIHLE 215

leæ nulØ i s algoritmom Evklida. Kak sledstvie, vse idealy v O glavnye i kaßdyæ otliqnyæ ot nulØ fflement raskladyvaetsØ v proizvedenie prostyh fflementov edinstvennym (s toqnost~¸ do umnoßeniØ na edinicy) obrazom. V kol~ce O imeetsØ xest~ edinic, imenno, ±1, ±ω, ±ω^2 s ω = exp(2πi/3) = (−1 + √ −3 )/2.

My imeem O = Z[ω] = {a + bω | a, b ∈ Z}. Legko proverit~, qto edinicy razliqny po mod3 i predstavlØ¸t vse klassy mod3, vzaimno prostye s 3. Ots¸da sleduet, qto kaßdyæ otliqnyæ ot nulØ fflement k kol~ca O razloßim edinstvennym obrazom v proizvedenie k = λ( √ −3)^mc, v kotorom λ – odna iz edinic, m ∈ Z,

m ¿ 0, i c ∈ O, c ≡ 1 (mod 3).

DlØ z ∈ C , pust~

e(z) = exp ( 2πi(z + z̄) ) . Esli J – ideal kol~ca O, to drobnyæ ideal J^∗, dvoæstvennyæ k J , moßno oharakterizovat~ kak mnoßestvo vseh takih

c ∈ Q(^√−3 ), qto e(cd) = 1 dlØ vseh d ∈ J . V qastnosti, dlØ idea-

la J = (3), poroßdœnnogo 3, imeem J^∗ = ( √ −3 )^{−3}O. Na kol~ce O

moßno izvestnym obrazom opredelit~ simvol kubiqeskogo vyqe- ta ( · · ) . Zatem, dlØ kaßdogo c ≡ 1 (mod 3) iz O moßno opredelit~ kubiqesku¸ summu Gaussa mod c, ffto G(c) = ∑ k ( k c ) e(k/c) s summirovaniem, rasprostranennym na k iz privedœnnoæ sistemy vyqetov modc. V qastnosti, G(1) = 1. Osnovnye svoæstva summ Gaussa:

|G(c)|^2 = { ‖c‖, esli c beskvadratno,

0 v protivnom sluqae; (8)

G(c_1c_2) = ( c_1 c_2 )( c_2 c_1 ) G(c_1) G(c_2), esli c_1 i c_2 vzaimno prosty; (9) G(c) = G(c̄); (10)

G(c)^3 = −c^2c̄ esli c prostoe. (11)

216 N. V. PROSKURIN

Kaßdoe prostoe qislo v O associirovano^2 libo s √ −3, libo s prostym qislom, sravnimym s 1 (mod 3). My uslovimsØ, naqinaØ s fftogo mesta, pod prostymi qislami v O ponimat~ imenno prostye ≡ 1 (mod 3) i √ −3. Rassmotrim teper~ prostye qisla c iz O, otliqnye ot √ −3, i sootvetstvu¸wie im summy Gaussa

G(c). Esli c ∈ Z, to −c – poloßitel~noe prostoe (v Z) qislo ≡ 2 (mod 3). Esli c ∉ Z, to vmeste s c i soprØßœnnoe qislo c̄

ØvlØetsØ prostym i p = cc̄ — poloßitel~noe prostoe qislo v Z, sravnimoe s 1 (mod 3). Obratno, pust~ p — poloßitel~noe prostoe qislo v Z. Esli p ≡ 2 (mod 3), to c = −p — prostoe qislo v O i G(c) = −c. Esli p ≡ 1 (mod 3), to p edinstvennym obrazom raskladyvaetsØ v O v proizvedenie p = cc̄ s c ≡ c̄ ≡ 1 (mod 3). Pri fftom oba qisla c i c̄ prostye i dlØ sootvetstvu¸wih im summ Gaussa imeet mesto horoxo izvestnaØ formula

G(c) + G(c) = ∑ j=0,1,... ,p−1 e^{2πij3/p} = ∑ j=0,1,... ,p−1 cos(2πj^3/p). (12)

DlØ togo qtoby vyqislit~ summu Gaussa G(c) dlØ prostogo c, dostatoqno, sm. (11), naæti kompleksnye qisla z s z^3 = −c^2c̄ i zatem vybrat~ iz nih to, dlØ kotorogo 2 Re z ravna summe, stoØweæ v pravoæ qasti (12), kotoru¸ sleduet predvaritel~no vyqislit~ hotØ by i s nevysokoæ toqnost~¸. Zatem, dlØ vyqisleniØ summ Gaussa G(c) s sostavnymi c moßno vospol~zovat~sØ formuloæ (9). Radi kratkosti, my opuskaem opisanie svoæstv simvola vyqeta i metodov, horoxo izvestnyh, vyqisleniØ ego znaqeniæ. Vse, qto izloßeno v fftom paragrafe, a takße opredelenie i osnovnye svoæstva simvola kubiqeskogo vyqeta, moßno naæti vo mnogih istoqnikah. Udobno soslat~sØ na knigu [6].

2a ∈ O associirovano s b ∈ O, esli a = λb s nekotoroæ ediniceæ λ.

O R˚DAH DIRIHLE 217

2. Kofffficienty τ̃ (ν)

DlØ ν ∈ Q( √ −3 ) poloßim

τ̃ (ν) = G(c) ‖c‖^{2/3}

3^{−1/3} ( 3 c ) , esli ν ± ( √ −3 )^{3n−1}cd^3,

3^{−1/3} ( 3ω c ) ξ^{−1}, esli ν ± ω( √ −3 )^{3n−1}cd^3,

3^{−1/3} ( 3ω^2 c ) ξ, esli ν ± ω^2( √ −3 )^{3n−1}cd^3,

1, esli ν = ± ( √ −3 )^{3n−3}cd^3,

0 dlØ vseh drugih ν,

(13)

gde c, d ∈ O, c ≡ d ≡ 1 (mod 3), c beskvadratno, n ∈ Z, ω = exp(2πi/3) i ξ exp(2πi/9). Tot fakt, qto formuly (13) zada¸t kofffficienty v razloßenii (1) funkcii ΘK�P , byl dokazan Pattersonom v [2]. Moßno zametit~, qto τ̃ (ν) v (13) ne zavisit ot d i n i qto τ̃ (1) = 1. Iz (10) i izvestnyh svoæstv simvola vyqeta legko sleduet, qto τ̃ (ν̄) = τ̃ (ν) (14)

dlØ vseh ν ∈ Q( √ −3 ). Krome togo, imeem τ̃ (ab) = ( a b ) τ̃ (a)τ̃ (b), (15)

esli a ∈ ( √ −3 )^{−3}O, b ∈ O, b ≡ ±1 (mod 3), i a i b ne ime¸t

obwih prostyh deliteleæ. �to sootnoxenie legko vyvoditsØ iz opredeleniØ (13), izvestnogo svoæstva (9) summ Gaussa i zakona vzaimnosti. Toqno takie ße sootnoxeniØ imeem i dlØ funkcii τ (ν) = τ̃ (ν)‖ν ‖^{1/6}, ν ∈ Q( √ −3 ). (16)

My vidim, qto funkciØ τ ne mul~tiplikativna, no funkciØ τ^3 mul~tiplikativna. Toqnee, pust~ λ – odna iz edinic kol~ca O,

m ∈ Zi c ≡ 1 (mod 3), c ∈ O. Togda

τ^3 ( λ( √ −3 )^mc ) τ^3 ( λ( √ −3 )^m ) τ^3(c) (17)

i dalee, esli c = ab s vzaimnoprostymi a, b ∈ O, a ≡ b ≡ 1 (mod 3), to τ^3(c) = τ^3(a) τ^3(b). Pust~, kak i vyxe, c ∈ O, c ≡ 1 (mod 3). Esli

218 N. V. PROSKURIN

c prostoe, to τ^3(c) = −1/c, a esli c ne beskvadratno, to τ (c) = 0. Vyqislenie znaqeniæ fukkcii τ ne sostavlØet truda, kol~ skoro my umeem vyqislØt~ summy Gaussa i znaqeniØ simvola kubiqeskogo vyqeta.

3. Dzeta-funkciØ Dedekinda ζQ_(^√_{−3)}

Po opredeleni¸,

ζQ(^√−3)(s) =^∏_p^(1 −^1_{‖p‖}s^{)−1}, (18)

gde proizvedenie rasprostraneno na prostye qisla p kol~ca O i shoditsØ absol¸tno v oblasti Re s > 1. Dzeta-funkciØ Dedekinda prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~, udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ (2π/ √ 3 )^{−s}Γ(s) ζQ_(^√_{−3)}(s) = (2π/ √ 3 )^{s−1}Γ(1 − s) ζQ_(^√_{−3)}(1 − s) (19)

i golomorfna vs¸du, iskl¸qaØ toqku 1, gde ona imeet prostoæ pol¸s. V nekotoryh sluqaØh byvaet udobno iskl¸qit~ v (18) mnoßitel~, sotvetstvu¸wiæ p = √ −3, i rabotat~ s funkcieæ

ζ_∗(s) = ( 1 − 1 3^s ) ζQ(^√−3)(s), (20)

kotoraØ v oblasti Re s > 1 moßet byt~ predstavlena rØdom

ζ_∗(s) = ∑ k 1 ‖k‖^s (21)

s summirovaniem po vsem k ≡ 1 (mod 3) v O. Imeem: ζQ_(^√_{−3)}(−n) = 0 dlØ vseh n ∈ Z, n ¿ 1. Vse drugie nuli ζQ_(^√_{−3)} ne vewestvenny, leßat v polose { s ∈ C | 0 < Re s < 1 } i, gipotetiqeski, tol~- ko na prØmoæ Re s = 1/2. Dzeta-funkciØ Dedekinda moßet byt~ razloßena v proizvedenie ζQ(^√−3)(s) = ζ(s)L(s, χ), s ∈ C , (22) dzeta-funkcii Rimana ζ i klassiqeskogo rØda Dirihle L(s, χ) = ∞∑ n=1 χ(n) n^s , s ∈ C , Re s > 1, (23)

O R˚DAH DIRIHLE 219

s harakterom Dirihle χ(n) = 1, −1, 0 dlØ n ≡ 1, −1, 0 (mod 3) sootvetstvenno. Neposredstvenno iz opredeleniæ (18), (20) nahodim: ζ_∗(s) ζ_∗(2s) = ∏ p ( 1 + 1 ‖p‖^s ) = ∑ k 1 ‖k‖^s , s ∈ C , Re s > 1, (24)

gde proizvedenie rasprostraneno na prostye qisla p ≡ 1 (mod 3), a summa rasprostranena na beskvadratnye k ≡ 1 (mod 3) iz O. O dzeta-funkciØh Dedekinda sm., naprimer, [7].

4. Special~nye funkcii

Gamma-funkciØ �ælera opredelØetsØ v poluploskosti Re s > 0, s ∈ C , integralom

Γ(s) = ∞∫ 0 exp(−x)x^{s−1} dx, i prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ posredstvom, naprimer, funkcional~nogo uravneniØ –

Γ(s + 1) = sΓ(s), s ∈ C . (25)

Imeem: Γ(1) = 1 i Γ(n + 1) = n! dlØ vseh celyh n ≥ 0. GammafunkciØ ne imeet nuleæ i ne imeet osobennosteæ pomimo prostyh pol¸sov v toqkah 0, −1, −2, −3, . . .. Nam pridœtsØ takße imet~ delo s nepolnymi gamma-funkciØmi: γ(s, z) = Γ(s) − Γ(s, z), Γ(s, z) = ∞∫ z exp(−x)x^{s−1} dx. (26) V fftih formulah s ∈ C i z ∈ R, z > 0. DlØ nepolnoæ gammafunkcii γ imeet mesto razloßenie γ(s, z) z^sΓ(s) = e^{−z} ∞∑ n=0 z^n Γ(s + n + 1)

, (27)

v kotorom pravaØ qast~ – celaØ funkciØ svoih argumentov. Pust~ C^′ – kompleksnaØ ploskost~ bez vewestvennyh nepoloßitel~nyh qisel, t.e. C^′ = C \ { z ∈ R| z ≤ 0 }. Razloßenie (27)

220 N. V. PROSKURIN

dostavlØet golomorfnoe prodolßenie γ na C × C^′ . Vmeste s tem i dopolnitel~naØ nepolnaØ gamma-funkciØ v (26) poluqaet golomorfnoe prodolßenie na C × C^′ . FunkciØ �æri Ai: C → C – celaØ funkciØ, opredelœnnaØ dlØ z ∈ R (oscilliru¸wim) integralom �æri Ai(z) = 1 π ∞∫ 0 cos(t^3/3 + zt) dt.

FunkciØ �æri udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

Ai^{′′}(z) = zAi(z). DlØ vseh z ∈ C imeem Ai(z) = Ai(0) ∑ k¿0 P_k (3k)!

z^{3k} + Ai^′(0) ∑ k¿0 Q_k (3k + 1)!

z^{3k+1}, (28)

gde P_0 = Q_0 = 1 i P_{k+1} = (3k + 1)P_k, Q_{k+1} = (3k + 2)Q_k dlØ vseh celyh k ≥ 0. Izvestno takße, qto

Ai(0) = 3^{−2/3}Γ(2/3)^{−1}, Ai^′(0) = −3^{−1/3}Γ(1/3)^{−1}. (29)

Poloßim

C_n = 1 2π (−1)^n 3^{2n}

Γ(3n + 1/2) Γ(2n + 1)

, n = 0, 1, 2, . . . (30)

S l¸bym celym h ≥ 0 imeem

Ai(z^{2/3}) = exp(−2z/3) { ∑ 06n6h C_n z^{n+1/6} + R_h(z) } , (31) gde |R_h(z)| 6 ( 2 √ 3 )_{3h+1/2} C_h |z|^{h+1/6} (32)

i takße |R_h(z)| 6 { 1 + ( 2 √ 3 )_{3h+7/2}} C_{h+1} |z|^{h+7/6} (33)

dlØ l¸bogo z ∈ C s Re z > 0. FunkciØ �æri prinimaet vewestvennye poloßitel~nye znaqeniØ i monotonno ubyvaet na vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi. DlØ vewestvennogo z ≥ 1 imeet mesto ocenka Ai(z^{2/3}) ≤ 1 2π^{1/2}z^{1/6} exp(−2z/3). (34)

O R˚DAH DIRIHLE 221

Preobrazovanie Mellina funkcii �æri vyraßaetsØ izvestnym obrazom qerez gamma-funkci¸. Imenno, ∞∫ 0 Ai(z) z^{s−1} dz = 3^{2s/3−7/6} 2π Γ ( s 3 ) Γ ( s + 1 3 ) , s ∈ C , Re s > 0. (35) Vsœ, qto izloßeno v fftom paragrafe, moßno naæti v [8]. V qastnosti, razloßenie (31) i neravenstva (32)–(34) sm. v §4, gl. 4, [8].

5. Osnovnye svoæstva funkciæ L(τ ; ·) i Z(τ ; ·) Nekotorye svoæstva funkcii L(τ ; ·) byli uße upomØnuty vo vvedenii. My namereny teper~ dat~ toqnye formulirovki i dokazatel~stva. Poloßim

Ω(s) = 2^{−1−2s}3^{1/2}π^{−2s} Γ(s − 1/6)Γ(s + 1/6), s ∈ C . (36)

Soglasno (35), dlØ s s Re s > 1/6 imeem

Ω(s) = (6π)^{1−2s} ∞∫ 0 Ai(x^{2/3}) x^{2s−4/3} dx. (37) Teorema. OpredelØ¸wiæ L(τ ; ·) rØd Dirihle (3) shoditsØ abso-

l¸tno i predstavlØet golomorfnu¸ funkci¸ v oblasti Re s > 1. Dalee, L(τ ; ·) prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ C . Edinstvennoæ osobennost~¸ L(τ ; ·) ØvlØetsØ prostoæ pol¸s v toqke 5/6. Toqki s = −1/6 − n i s = −5/6 − n s celymi n ≥ 0 ØvlØ¸tsØ prostymi nulØmi L(τ ; ·). FunkciØ Λ(s) = Ω(s)L(τ ; s), s ∈ C , udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ Λ(s) = Λ(1 − s) i ne imeet osobennosteæ pomimo prostyh pol¸sov s vyqetami 1/2 i −1/2 v toqkah 5/6 i 1/6. DlØ l¸bogo

s ∈ C imeem L(τ ; s̄) = L(τ ; s) i, v qastnosti, nuli funkcii L(τ ; ·)

raspoloßeny simmetriqno otnositel~no vewestvennoæ osi.

Dokazatel~stvo. Naqnœm s rassmotreniØ voprosa o shodimosti

rØda v (3). Zametim, qto kaßdoe ν iz ( √ −3 )^{−3} O \ {0} predstavi-

mo edinstvennym obrazom v vide proizvedeniØ odnoæ iz xesti edinic na ( √ −3 )^ncd^3 s n ≥ −3, n ∈ Z, s beskubnym c ≡ 1 (mod 3)

iz O i s d ≡ 1 (mod 3) iz O. Pri fftom τ (ν) moßet byt~ otliqno

222 N. V. PROSKURIN

ot 0 tol~ko, esli c beskvadratno i pri fftom |τ̃ (ν)| ≤ ‖c‖^{−1/6}, sm. (13) i (18)). Sledovatel~no, rØd (3) maßoriruetsØ rØdom 6 ∑ n,c,d 1 3^{(σ−1/6)n} ‖c‖^σ ‖d‖^{3σ−1/2} s σ = Re s, kotoryæ shoditsØ pri σ > 1. �to obespeqivaet absol¸tnu¸ shodimost~ rØda Dirihle (3) v poluploskosti Re s > 1 i golomorfnost~ funkcii L(τ ; ·) v fftoæ poluploskosti. Teper~ rassmotrim integral

Λ(s) = ∞∫ 0 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv, (38) shodØwiæsØ absol¸tno pri Re s > 5/6. PredpolagaØ Re s > 1, podstavim v (38) razloßenie Fur~e (1) i prointegriruem poqlenno:

Λ(s) = (6π)^{2/3} ∑ ν τ̃ (ν) ∞∫ 0 Ai ( (6π|ν |v)^{2/3} ) v^{2s−4/3} dv

= (6π)^{1−2s} ∑ ν τ̃ (ν) ‖ν‖^{s−1/6} ∞∫ 0 Ai(x^{2/3})x^{2s−4/3} dx = Ω(s)L(τ ; s). (39)

S drugoæ storony, razbiv oblast~ integrirovaniØ v (38) na interval ot 0 do 1 i interval ot 1 do beskoneqnosti, poluqim Λ(s) = X(s) + Y (s), gde

X(s) = ∞∫ 0 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv, (40)

Y (s)= 1∫ 0 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv ∞∫ 1 { ΘK�P (0, u) − u^{−2/3} } u^{−2s} du

= ∞∫ 1 { ΘK�P (0, u) − u^{2/3} } u^{−2s} du + ∞∫ 1 { u^{2/3} − u^{−2/3} } u^{−2s} du

= X(1 − s) + 1 2s − 5/3 − 1 2s − 1/3

O R˚DAH DIRIHLE 223

(dlØ vyqisleniØ Y (s) my sdelali zamenu peremennoæ v = u^{−1} i vospol~zovalis~ (2)). Sledovatel~no, pri Re s > 5/6 imeem

Λ(s) = 1 2s − 5/3 − 1 2s − 1/3 + X(s) + X(1 − s). (42)

Integral v pravoæ qasti (40) predstavlØet celu¸ funkci¸, sm. (1) i (3). Dalee, kol~ skoro X – celaØ funkciØ, razloßenie (42) dostavlØet prodolßenie funkcii Λ iz (38) s poluploskosti Re s > 5/6 do meromorfnoæ funkcii na C . Nakonec funkciØ

L(τ ; ·) prodolßaetsØ do meromorfnoæ funkcii na C posredstvom

ravenstva Λ(s) = Ω(s)L(τ ; s), s ∈ C , (43)

kotoroe vyxe, sm. (39), bylo poluqeno v predpoloßenii Re s > 1. Iz rassmotreniØ pravoæ qasti (42) oqevidno, qto funkciØ Λ invariantna otnositel~no zameny s → 1−s i golomorfna vs¸du, krome toqek 5/6 i 1/6, gde ona imeet prostye pol¸sa s vyqetami 1/2 i −1/2, qto i trebovalos~. Zametim teper~, qto funkciØ Ω ne imeet nuleæ i imeet tol~ko prostye pol¸sa i tol~ko v toqkah

±1/6 − n s celymi n ≥ 0. Ots¸da sledu¸t naxi utverßdeniØ

otnositel~no nuleæ i pol¸sov L(τ ; ·).

OstaœtsØ dokazat~ poslednee utverßdenie teoremy. Zametim, qto vmeste s kaßdym ν ∈ ( √ −3)^{−3} O imeem takße i ν̄ ∈ ( √ −3)^{−3} O.

Sgruppirovav v (1) slagaemye, sootvetstvu¸wie ν i ν̄, i prinØv vo vnimanie (14), my nahodim, qto ΘK�P (0, v) ∈ R dlØ vseh v > 0,

v ∈ R. Posle fftogo, iz (40) i (42) poluqaem X(s̄) = X(s) i Λ(s̄) =

Λ(s) dlØ vseh s ∈ C . To ße sootnoxenie imeet mesto dlØ funkcii Ω iz (36), znaqit, i dlØ funkcii L(τ ; ·), sm.(43).

Teorema. OpredelØ¸wiæ Z(τ ; ·) rØd Dirihle (6) shoditsØ abso-

l¸tno i predstavlØet golomorfnu¸ funkci¸ v oblasti Re s > 1. Dalee, Z(τ ; ·) prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ C i imeet mesto razloßenie

L(τ ; s) = 2 ζQ_(^√_{−3)}(3s − 1/2) Z(τ ; s), s ∈ C , (44)

v kotorom ζQ_(^√_{−3)} – dzeta-funkciØ Dedekinda polØ Q( √ −3 ). FunkciØ Z(τ ; ·) imeet prostye pol¸sa v toqke 5/6 i v toqkah −1/2 − n s celymi n ≥ 0. Esli ρ – netrivial~nyæ nul~ dzeta-funkcii Dedekinda (t.e. ζQ_(^√_{−3)}(ρ) = 0 i 0 < Re ρ < 1), to toqka 1/6 + ρ/3

224 N. V. PROSKURIN

libo ØvlØetsØ nulœm L(τ ; ·), libo ØvlØetsØ pol¸som Z(τ ; ·). Nikakih drugih osobennosteæ Z(τ ; ·) ne imeet. V toqke 1/2 funkciØ Z(τ ; ·) obrawaetsØ v nul~. Iskl¸qaØ toqku 1/2, v poluploskosti Re s ≥ 1/2 nuli funkcii Z(τ ; ·) te ße i teh ße porØdkov,qto i nuli funkcii L(τ ; ·).

Dokazatel~stvo. Absol¸tnaØ shodimost~ rØda (6) v oblasti

Re s > 1 sleduet, oqevidno, iz absol¸tnoæ shodimosti rØda (3). Iz obwih svoæstv rØdov Dirihle sleduet golomorfnost~ Z(τ ; ·) v fftoæ oblasti. ObratimsØ teper~ k dokazatel~stvu (44). Napomnim (3), qto L(τ ; s) opredelØetsØ (dlØ s s Re s > 1) rØdom ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^s , (45)

gde summirovanie rasprostraneno na vse ν iz ( √ −3)^{−3}O \ {0}. Zametim, qto kaßdoe ν ∈ ( √ −3)^{−3}O\{0} moßet byt~ predstavleno

i pri tom edinstvennym obrazom v vide proizvedeniØ ν = λ( √ −3)^{3n−m}cd^3, gde λ – odna iz xesti edinic kol~ca O, n ∈ Z, n ≥ 0, m = 1, 2, 3 i c, d ∈ O, c ≡ d ≡ 1 (mod 3), priqem c – beskubno. Pri fftom, sm. (13) i (16), kofffficienty τ (ν) mogut byt~ otliqny ot 0 tol~ko, esli c beskvadratno i m = 3 ili m = 1. Dalee, Z(τ ; s) opredelØetsØ rØdom (45) s summirovaniem ograniqennym dopolnitel~nymi usloviØmi d = 1, n = 0, m = 1, 3 i λ^3 = 1. ObratimsØ ewe raz k (13) i zametim, qto τ̃ (ν) ne zavisit ot d, n i qto τ̃ (−ν) = τ̃ (ν). My nahodim, qto

L(τ ; s) = 2 Z(τ ; s) ∑ n,d 1 ‖( √ −3)^{3n}d^3‖^{s−1/6}

= 2 Z(τ ; s) ∑ n 1 3^{(3s−1/2)n} ∑ d 1 ‖d‖^{3s−1/2} . Zdes~, sm. (20) i (21), summa po d ≡ 1 (mod 3), d ∈ O, i n ≥ 0,

n ∈ Z, predstavlØet ζQ_(^√_{−3)}(3s − 1/2). Tem samym dokazano, qto

ravenstvo (44) imeet mesto dlØ vseh s s Re s > 1. Ots¸da nemedlenno sleduet, qto Z(τ ; ·) prodolßaetsØ meromorfno na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ C , i qto (44) imeet mesto dlØ vseh s ∈ C .

O R˚DAH DIRIHLE 225

Vse utverßdeniØ otnositel~no nuleæ i pol¸sov Z(τ ; ·) sqityva- ¸tsØ posredstvom (44) s izvestnyh svoæstv ζQ_(^√_{−3)} i s uße ustanovlennyh svoæstv L(τ ; ·). Radi kratkosti, my opuskaem detali.

6. L(τ ; s) i Z(τ ; s) v oblasti Re s > 1

Esli funkciØ, opredelœnnaØ rØdom Dirihle, raskladyvaetsØ v oblasti absol¸tnoæ shodimosti rØda v absol¸tno shodØweesØ ffælerovskoe proizvedenie, to ona, koneqno, ne imeet nuleæ v fftoæ oblasti. Funkcii L(τ ; ·) i Z(τ ; ·) opredeleny rØdami Dirihle, shodØwimisØ absol¸tno v oblasti Re s > 1, i nam hotelos~ by znat~, ime¸t li oni v fftoæ oblasti nuli. Poskol~ku ffælerovskogo proizvedeniØ net, vopros ne trivialen. Sledu¸waØ teorema dostavlØet tol~ko qastiqnyæ otvet.

Teorema. Pust~ s ∈ C i Re s ≥ σ s nekotorym vewestvennym

σ > 1. Imeem

Z(τ ; s) = 3^{3s−1/2} ( 1 + 4^{−s} )( 1 + r(s) ) , (46)

gde r(s) ∈ C udovletvorØet neravenstvu |r(s)| ≤ (1 + 3^{1−2σ}) ζ_∗(σ) ζ_∗(2σ)^{−1} − 1 − 4^{−σ} 1 − 4^{−σ} (47)

s ζ_∗ iz (20). V qastnosti, |r(s)| < 0.999 i

Z(τ ; s) ≠ 0, L(τ ; s) ≠ 0, esli Re s ≥ 1.3533.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto absol¸tnaØ veliqina ν-go sla-

gaemogo v (6) monotonno stremitsØ k nul¸ pri Re s → ∞, esli tol~ko ‖ν ‖ > 1. I zametim, qto v (6) est~ neskol~ko slagaemyh s ‖ν ‖ ≤ 1. �to slagaemye, sootvetstvu¸wie

ν = ( √ −3)^{−3} s ‖ν ‖ = 1/27 i τ (ν) = 1/ √ 3, ν = ( √ −3)^{−3}(−2) s ‖ν ‖ = 4/27 i τ (ν) = 2/ √ 3 i neskol~ko drugih s ‖ν ‖ ≥ 7/27. Absol¸tnaØ veliqina slagaemogo v (6), sootvetstvu¸wego ν s ‖ν ‖ < 1, monotonno vozrastaet i stremitsØ k beskoneqnosti pri Re s → ∞, pri tom vozrastaet

226 N. V. PROSKURIN

tem bystree, qem men~xe norma ν. Vydeliv v (6) dva slagaemyh s minimal~noæ normoæ ν i oboznaqiv qerez R(s) summu vseh ostal~nyh slagaemyh, predstavim nax rØd sledu¸wim obrazom

Z(τ ; s) = 3^{3s−1/2} ( 1 + 4^{−s} ) + R(s). (48) Pust~ ρ = Re s. Imeem, oqevidno, |R(s)| ≤ ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^ρ − 3^{3ρ−1/2}(1 + 4^{−ρ}). (49)

s summirovaniem po tem ße ν, qto i v (6). Iskl¸qiv slagaemye s τ (ν) = 0, sm. (13) i (16), my moßem perepisat~ (49) kak

|R(s)| ≤ C(ρ) + D(ρ) − 3^{3ρ−1/2}(1 + 4^{−ρ}), (50)

gde C(ρ) – summa slagaemyh v (49) sootvetstvu¸wih ν = ( √ −3)^{−3}c s beskvadratnymi c ≡ 1 (mod 3), a D(ρ) – summa sla-

gaemyh v (49), sootvetstvu¸wih ν = λ( √ −3)^{−1}c temi ße c i s λ^3 = 1. Dalee, po formulam (13), (16) nahodim C(ρ) ≤ ∑ c |τ (( √ −3)^{−3}c)| ‖( √ −3)^{−3}c‖^ρ = ∑ c |τ̃(( √ −3)^{−3}c)| ‖( √ −3)^{−3}c‖^{ρ−1/6} = 3^{3ρ−1/2} ∑ c |G(c)| ‖c‖^{ρ+1/2} = 3^{3ρ−1/2} ∑ c 1 ‖c‖^ρ = 3^{3ρ−1/2} ζ_∗(ρ) ζ_∗(2ρ)

, (51) D(ρ) ≤ ∑ λ,c |τ (λ( √ −3)^{−1}c)| ‖( √ −3)^{−1}c‖^ρ = ∑ λ,c |τ̃ (λ( √ −3)^{−1}c)| ‖( √ −3)^{−1}c‖^{ρ−1/6} = ∑ c 3^{2/3}|G(c)| ‖( √ −3)^{−1}c‖^{ρ−1/6}‖c‖^{2/3} = 3^{ρ+1/2} ∑ c |G(c)| ‖c‖^{ρ+1/2} = 3^{ρ+1/2} ∑ c 1 ‖c‖^ρ = 3^{ρ+1/2} ζ_∗(ρ) ζ_∗(2ρ)

. (52)

Iz (50)–(52) poluqaem neravenstvo

|R(s)| ≤ (3^{3ρ−1/2} + 3^{ρ+1/2}) ζ_∗(ρ) ζ_∗(2ρ) − 3^{3ρ−1/2} ( 1 + 4^{−ρ} ) . (53)

Iz (48) sleduet (46) s ocenkoæ |r(s)| ≤ |R(s)| 3^{3ρ−1/2} ( 1 − 4^{−ρ} )

O R˚DAH DIRIHLE 227

i dalee, vvidu (53), s ocenkoæ |r(s)| ≤ Δ(ρ), gde

Δ(ρ) =

(1 + 3^{1−2ρ}) ζ_∗(ρ) ζ_∗(2ρ)^{−1} − 1 − 4^{−ρ} 1 − 4^{−ρ} . (54)

Teper~ dlØ dokazatel~stva (47) dostatoqno pokazat~, qto Δ(ρ) ≤ Δ(σ), t.e. qto funkciØ Δ monotonno ubyvaet. Znamenatel~ v (54), oqevidno, monotonno vozrastaet. Dalee, my imeem ζ_∗(ρ) ζ_∗(2ρ) ∑ c≡1(3) beskvadratno 1 ‖c‖^ρ

= 1 + 1 4^ρ + {_{summa monotonno ubyva¸wih}

poloßitel~nyh slagaemyh } , (55)

otkuda vidno, qto qislitel~ v (54) monotonno ubyvaet. Sledovatel~no, Δ – ubyva¸waØ funkciØ, qto i trebovalos~.

S pomow~¸ sistemy simvol~nyh vyqisleniæ Maple ne sloßno vyqislit~ pravu¸ qast~ (47). Tak my nahodim, qto v toqke σ = 1.3533 pravaØ qast~ (47) ravna 0.998... . Ots¸da i iz razloßeniæ (46), (44) nemedlenno sleduet poslednee utverßdenie teoremy.

7. Funkcional~nye uravneniØ

Rassmotrim vopros o vyqislenii znaqeniæ funkcii L(τ ; ·). My imeem predstavlenie L(τ ; s) rØdom Dirihle (3), udobnoe dlØ vyqisleniæ tol~ko dlØ s s dostatoqno bol~xoæ vewestvennoæ qast~¸. V kritiqeskoæ polose, t.e. dlØ s s 0 ≤ Re s ≤ 1, ffto predstavlenie ne primenimo. Drugoe predstavlenie poluqeno nami v dokazatel~stve funkcional~nogo uravneniØ dlØ L(τ ; ·). �to formula (42), soglasno kotoroæ

Ω(s)L(τ ; s) = 1 2s − 5/3 − 1 2s − 1/3 + X(s) + X(1 − s) (56)

dlØ vseh s ∈ C . ZnaqeniØ funkcii Ω, opredelennoæ v (36), mogut byt~ vyqisleny po formule Stirlinga. DlØ funkcii X my imeem predstavlenie oscilliru¸wim integralom X(s) = ∞∫ 1 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv, s ∈ C . (57)

228 N. V. PROSKURIN

Esli imet~ proceduru vyqisleniØ ΘK�P (a my imeem), to integral moßno approksimirovat~ posredstvom kakoæ-libo kubaturnoæ formuly. Poka mnimaØ qast~ Im s qisla s ne velika, takoæ podhod vpolne priemlem. Odnako, s rostom | Im s| prihoditsØ uveliqivat~ qislo uzlov i toqnost~ vyqisleniæ; pri fftom ob¨œm vyqisleniæ oqen~ skoro prevoshodit razumnye granicy. Moßno podstavit~ v (57) razloßenie Fur~e (1) i prointegrirovat~ poqlenno, no ffto ne mnogim luqxe. Suwestvenno luqxee predstavlenie dlØ funkcii L(τ ; ·), prigodnoe dlØ vyqisleniØ ee znaqeniæ bez kakih-libo ograniqeniæ, moßet byt~ poluqeno na osnove sledu¸weæ teoremy. Pust~ s, z ∈ C , Re z > 0 i pust~

Ω(s, z) = (6π)^{1−2s} ∞∫ z Ai ( x^{2/3} ) x^{2s−4/3} dx, (58) gde put~ integrirovaniØ prohodit v poluploskosti Re x > 0 ot toqki z k vewestvennoæ osi i, dalee, vdol~ vewestvennoæ osi k ∞. FunkciØ pod znakom integrala v (58) golomorfna, tak qto integral ne zavisit ot osta¸wegosØ proizvola v vybore kontu- ra. Teorema. Pust~ s, η ∈ C i Re η > 0. Imeem:

Ω(s)L(τ ; s) = η^{2s−5/3} 2s − 5/3 − η^{2s−1/3} 2s − 1/3 + ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^s Ω(s, 6π|ν |η) + ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^{1−s} Ω(1 − s, 6π|ν |η^{−1}) (59)

s Ω iz (36), (58) i s summirovaniem po vsem ν ∈ ( √ −3 )^{−3}O \ {0}. RØdy v pravoæ qasti (59) shodØtsØ absol¸tno i lokal~no ravnomerno.

Dokazatel~stvo. Pri l¸bom fiksirovannom s, esli z → ∞,

ostavaØs~ v sektore | arg(z)| < π/2 − ε s nekotorym fiksirovannym vewestvennym ε > 0, to |Ω(s, z)| ubyvaet bystree, qem |z|^{−n} s l¸bym celym n. �to legko sleduet iz (31). Pofftomu, rØdy v pravoæ qasti (59) shodØtsØ absol¸tno i lokal~no ravnomerno i predstavlØ¸t golomorfnye funkcii. Vmeste s tem, my nahodim qto dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno dokazat~ (59) v

O R˚DAH DIRIHLE 229

predpoloßenii Re s > 1, gde, kak my znaem (sm. (38) i (43))

Ω(s)L(τ ; s) = ∞∫ 0 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv. (60) Rassmotrim integral v (60). Vmesto integrirovaniØ po vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi, my moßem prointegrirovat~ po otrezku vewestvennoæ osi ot 0 do nekotorogo ε, zatem po nekotoroæ krivoæ ot ε do toqki η, zatem po nekotoroæ krivoæ ot η do kakoæ-to toqki ε^′ na vewestvennoæ osi i dalee vdol~ vewestvennoæ osi ot toqki ε^′ do ∞. Obe krivye – ot ε do η i ot η do ε^′ – dolßny ostavat~sØ v poluploskosti Re v > 0, v kotoroæ funkciØ pod znakom integrala v (60) golomorfna. Toqka η razbivaet kontur integrirovaniØ na dve qasti – ot 0 do η i ot η do ∞. V sootvetstvii s fftim razbieniem, imeem

Ω(s)L(τ ; s) = X_η(s) + Y_η(s), (61) gde X_η(s) = ∞∫ η { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv, (62)

Y_η(s) = η∫ 0 { ΘK�P (0, v) − v^{2/3} } v^{2s−2} dv. (63) DlØ togo qtoby vyqislit~ X_η (s), podstavim v (62) razloßenie Fur~e (1) i prointegriruem poqlenno:

X_η(s) = (6π)^{2/3} ∑ ν τ̃ (ν) ∞∫ η Ai ( (6π|ν |v)^{2/3} ) v^{2s−4/3} dv. Sdelav zdes~ zamenu peremennoæ x = 6π|ν |v, my nahodim, qto

X_η(s) = ∑ ν τ (ν) ‖ν‖^s Ω(s, 6π|ν |η) (64) s Ω iz (58). V integrale (63) sdelaem zamenu u = v^{−1}. Pri fftoæ zamene put~ integrirovaniØ transformiruetsØ v put~, leßawiæ

230 N. V. PROSKURIN

v poluploskosti Re u > 0 i prohodØwiæ ot toqki η^{−1} k vewestvennoæ osi i dalee vdol~ vewestvennoæ osi k ∞. Vospol~zovavxis~ (2), my nahodim:

Y_η(s) = ∞∫ η�1 { ΘK�P (0, u^{−1}) − u^{−2/3} } u^{−2s} du

= ∞∫ η�1 { ΘK�P (0, u) − u^{−2/3} } u^{−2s} du

= ∞∫ η�1 { ΘK�P (0, u) − u^{2/3} } u^{−2s} du + ∞∫ η�1 { u^{2/3} − u^{−2/3} } u^{−2s} du

= X_η�1 (1 − s) + η^{2s−5/3} 2s − 5/3 − η^{2s−1/3} 2s − 1/3 . (65)

Iz (61), (64) i (65) sleduet utverßdenie teoremy.

Posredstvom ne oqen~ sloßnyh preobrazovaniæ integrala v (58) moßno pokazat~, qto uravnenie (59) otnositsØ k klassu funkcional~nyh uravneniæ iz [9], [10]. Metod, primenennyæ nami dlØ vyvoda uravneniØ (59), zaimstvovan iz [11]. Ravenstvo (56) – qastnyæ sluqaæ (59), sootvetstvu¸wiæ η = 1. Preimuwestvo (59) pered (56) sostoit v vozmoßnosti regulirovat~ povedenie rØdov v pravoæ qasti (59) vyborom svobodnogo parametra η. 8. O vyqislenii integralov Ω

Qtoby ispol~zovat~ teoremu iz §7 dlØ vyqisleniØ znaqeniæ funkcii L(τ ; ·) my dolßny umet~ vyqislØt~ znaqeniØ funkcii Ω iz (58). Moßno vospol~zovat~sØ razloßeniem (31) i poluqit~

Ω(s, z) = (6π)^{1−2s} ∞∫ z exp(−2x/3) { ∑ 06n6h C_n x^{n+1/6} + R_h(x) } x^{2s−4/3} dx

= (6π)^{1−2s} ∑ 06n6h^{Cn} ∞∫ z exp(−2x/3) x^{2s−3/2−n}dx + R̃_h(s, z), (66)

O R˚DAH DIRIHLE 231

gde h – proizvol~noe celoe qislo ≥ 0 i

R̃_h(s, z) = (6π)^{1−2s} ∞∫ z exp(−2x/3) R_h(x) x^{2s−4/3} dx. (67)

Integraly v (66) predstavlØ¸t nepolnu¸ gamma-funkci¸ (26). Toqnee, ∞∫ z exp(−2x/3) x^{2s−3/2−n} dx = (3/2)^{2s−1/2−n}Γ(2s − 1/2 − n, 2z/3). Tak my poluqaem

Ω(s, z) = (4π)^{1−2s} ∑ 06n6h C̃_nΓ(2s − 1/2 − n, 2z/3) + R̃_h(s, z), (68)

gde C̃_n = (2/3)^{n−1/2}C_n s C_n iz (30). Integraly (67) oceniva¸tsØ s pomow~¸ (32), (33). ZnaqeniØ nepolnoæ gamma-funkcii vyqislØ- ¸tsØ izvestnymi metodami. Procedura vyqisleniØ soderßitsØ v Maple. Razloßenie (68) moßet byt~ ispol~zovano dlØ vyqisleniæ, no s nekotorymi ograniqeniØmi na s i z. V qastnosti, ono neudobno, esli absol¸tnaØ veliqina z mala. V fftom poslednem sluqae, vmesto (31) udobnee vospol~zovat~sØ razloßeniem (28). My imeem (sr. (37) s (58))

Ω(s, z) = Ω(s) − (6π)^{1−2s} z∫ 0 Ai ( x^{2/3} ) x^{2s−4/3} dx, (69) gde integrirovanie osuwestvlØetsØ po otrezku vewestvennoæ osi ot 0 do nekotorogo ε > 0 i dalee ot ε do z vdol~ nekotoroæ krivoæ, leßaweæ v poluploskosti Re x > 0. Qtoby obespeqit~ absol¸tnu¸ shodimost~ integrala v (69), my predpoloßim, qto Re s > 1/6. My moßem podstavit~ (28) v integral v (69), prointegrirovat~ poqlenno i tak poluqit~ dlØ nego predstavlenie stepennym rØdom: z∫ 0 Ai ( x^{2/3} ) x^{2s−4/3} dx = Ai(0) ∑ k¿0 P̃_k z^{2s+2k−1/3} 2s + 2k − 1/3

+Ai^′(0) ∑ k¿0 Q̃_k z^{2s+2k+1/3}

2s + 2k + 1/3 ,

232 N. V. PROSKURIN

gde P̃_k = P_k/(3k)! i Q̃_k = Q_k/(3k + 1)! s P_k i Q_k iz (28). �to predstavlenie imeet mesto dlØ vseh s, z ∈ C s Re s > 1/6 i udobno dlØ vyqisleniæ, esli tol~ko absol¸tnaØ veliqina z ne slixkom velika.

Literatura

1. T. Kubota, On automorphic functions and reciprocity law in a number theory,

Lect. in Math. Kyoto Univ. 2 (1969).

2. S. J. Patterson, A cubic analogue of the theta series I, II, J. reine und angew.

Math., 296 (1977), 125–161, 217–220.

3. N. V. Proskurin, Cubic metaplectic forms and theta functions, Lect. Notes in Math.

1677, Springer-Verlag, 1998.

4. D. A. Hejhal, Zeros of Epstein zeta functions and supercomputers. In: Proc. of the

International Congress of Math., vol. 1, 2 (Berkley, Calif., 1986), 1362–1384, Amer. Math. Soc., Providence, RI (1987).

5. A. Strömbergsson, Studies in the analytic and spectral theory of automorphic forms. Uppsala dissertations in math. 17, Uppsala Univ. (2001).

6. K. Ireland, M. Rosen, A classical introduction to modern number theory. Graduate

Texts in Math. 87, Springer-Verlag, 1982.

7. A. Weil, Basic number theory. Springer-Verlag, 1967.

8. F. W. J. Olver, Introduction to asymptotics and special functions. Academic Press,

New York and London, 1974.

9. A. F. Lavrik, O funkcional~nyh uravneniØh funkciæ Dirihle, Izv. AN SSSR 31, No. 2 (1967), 431–442.

10. A. F. Lavrik, Priblißœnnye funkcional~nye uravneniØ funkciæ Dirihle, Izv. AN SSSR 32, No. 1 (1968), 134–185.

11. R. M. Kaufman, Ob ukoroqennyh uravneniØh A. F. Lavrika, Zap. nauqn.

semin. LOMI 76 (1978), 124–158.

Postupilo 22 maØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: np@pdmi.ras.ru