Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

G. V. Kuz~mina

OB ODNOM �KSTREMAL^NO-METRIQESKOM PODHODE K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

Vvedenie

Zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii posvØweno bol~xoe qislo issledovaniæ (sm., naprimer, obzornye stvt~i [1, 2]. Pri dostatoqno bol~xom qisle svobodnyh parametrov ffti zadaqi predstavlØ¸t znaqitel~nu¸ trudnost~. V poslednie gody znaqitel~noe vnimanie udelØlos~ zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, v kotoryh svobodnye parametry – pol¸sy associirovannyh kvadratiqnyh differencialov – udovletvorØ¸t tem ili inym usloviØm simmetrii. K pervym issledovaniØm v fftom kruge voprosov otnosØtsØ raboty V. N. Dubinina [3, 4] (o nekotoryh iz fftih rezul~tatov govoritsØ niße). Pri fftom V. N. Dubinin ispol~zoval predloßennyæ im simmetrizacionnyæ podhod – razdelØ¸wee preobrazovanie kondensatorov i oblasteæ. Al~ternativnyæ ffkstremal~no=metriqeskiæ podhod, pozvolØ¸- wiæ izbeßat~ primeneniØ neskol~ko sloßnoæ simmetrizacionnoæ tehniki, byl predloßen E. G. Emel~Ønovym [5]. �tot podhod osnovyvaetsØ na ustanovlennoæ v [5] svØzi meßdu razliqnymi zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii, ego primenenie svØzano s analizom struktury traektoriæ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala. Podhod E. G. Emel~Ønova poluqil rØd interesnyh priloßeniæ (sm. raboty, opublikovannye v nastoØweæ serii “Zapisok nauqnyh seminarov POMI”).

V nastoØweæ rabote izlagaetsØ prostoæ ffkstremal~no-metri-qeskiæ podhod k zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii. �tot podhod osnovyvaetsØ na konstruirovanii dopustimoæ metriki pro- 191

192 G. V. KUZ^MINA

blemy modulØ, ravnosil~noæ rassmatrivaemoæ zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii, pri pomowi obwih svoæstv traektoriæ associirovanyh kvadratiqnyh differencialov v bolee prostyh zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii.

V §1 rassmatriva¸tsØ zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii na dvusvØznye oblasti, v §2 – zadaqi o razbienii na dvusvØznye i odnosvØznye oblasti. V §3 kratko izlaga¸tsØ nekotorye priloßeniØ predloßennogo podhoda k zadaqam o proizvedenii stepeneæ konformnyh radiusov.

Niße qerez M(D) oboznaqaetsØ modul~ dvusvØznoæ oblasti D otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty: M(D) =^1_{2π} log M (D), gde M (D) – konformnyæ modul~ oblasti D. Qerez M(D, a) oboznaqaetsØ privedennyæ modul~ odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D : M(D, a) = ±^1_{2π} log R(D, a), gde R(D, a) – konformnyæ radius oblasti D otnositel~no toqki a, znak “+” imeet mesto v sluqae a ≠ ∞, “−” – v sluqae a = ∞.

§1. Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii na dvusvØznye oblasti 1.1. Pust~ Γj, j = 1, . . ., n, – sistema nenalega¸wih dug na okruß-

nosti |z| = 1 s centrami v toqkah a_j , perenumerovannyh v porØdke vozrastaniØ arg z: 0 = arg a_1 < · · · < arg a_n < 2π. Pust~ 2πμ – uglovaØ mera kaßdoæ iz dug Γ_j, μ < 1/n. Pust~ D_1 – semeæstvo sistem nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_j, j = 1, . . ., n, na

C , gde oblast~ Dj associirovana s gomotopiqeskim klassom za-

mknutyh ßordanovyh krivyh, otdelØ¸wih dugu Γ_j ot dug Γ_k pri k ≠ j. Rassmotrim zadaqu o maksimume summy n∑ j=1 M(D_j ) (1)

v semeæstve D_1.

Poloßim arg(a_{j+1}/a_j) = 2πλ_j,

gde_n ∑ k=1 λ_k = 1. (2)

Spravedliva sledu¸waØ teorema.

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 193

Teorema 1. Maksimum M^∗_1 summy (1) v semeæstve D1 pri l¸bom

n ≥ 2 realizuetsØ tol~ko v sluqae simmetriqnogo raspoloßeniØ dug Γ_j , j = 1, . . . , n, na okrußnosti |z| = 1:

λ_1 = · · · = λ_n = 1/n.

Pri n ≥ 3 kaßdaØ iz ffkstremal~nyh oblasteæ D^∗_j , j = 1, . . . , n, imeet vnutrenneæ graniceæ dugu Γ_j, a vnexneæ graniceæ – storony ugla, obrazovannogo dvumØ luqami, vyhodØwimi iz naqala koordinat pod uglom 2π/n drug k drugu, i soderßawego centr a_j dugi Γ_j na svoeæ bissektrise. Oblasti D^∗_j , j = 1, . . ., n, predstavlØ¸t soboæ sistemu kol~cevyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

Q_1(z)dz^2 = − z^{n−2}dz^2 (z^n − e^{iπnμ})(z^n − e^{−iπnμ}) . (3)

Pri n = 2 kaßdaØ ffkstremal~naØ para oblasteæ predstavlØet soboæ podoblasti kol~cevoæ oblasti differenciala (3), ime- ¸wie svoim obwim graniqnym kontinuumom regulØrnu¸ traektori¸ differenciala (3). DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo

M^∗_1 = n 4 K [ cos(πμn/2) ] /K^′ [ cos(πμn/2) ] , gde K(k) – fflliptiqeskiæ integral pervogo roda s modulem k, K^′(k) = K( √ 1 − k^2).

Dokazatel~stvo. Pust~ Sk – ugol, obrazovannyæ luqami, vyho-

dØwimi iz naqala koordinat i prohodØwimi qerez centry a_k i a_{k+1} dug Γ_k i Γ_{k+1}, sootvetstvenno. Togda 2π/λ_k – vnutrenniæ ugol oblasti S_k v naqale koordinat. Pri otobraßenii

w = f_k(z) = (z/a_k)^{1/(2λk)}

uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im w > 0, a qastØm dug Γ_k i Γ_{k+1}, prinadleßawim uglu S_k, – dugi γ_k i γ_{k+1} okrußnosti |w| = 1, ime¸wie svoimi koncami sootvetstvenno toqki 1 i −1. Pust~ ~γ_k i ~γ_{k+1} – dugi okrußnosti |w| = 1, poluqaemye prisoedineniem k dugam γ_k i γ_{k+1} dug, simmetriqnyh s nimi otnositel~no vewestvennoæ osi, i toqek 1, −1, sootvetstvenno,

mes ~γ_k = mes ~γ_{k+1} = πμ/λ_k.

194 G. V. KUZ^MINA

Pust~ D^w_k – dvusvØznaØ oblast~, graniqnymi kontinuumami kotoroæ slußat dugi ~γ_k i ~γ_{k+1}:

D^w_k = C \ (~γ_k ∪ ~γ_{k+1}).

D^w_k – kol~cevaØ oblast~ kvadratiqnogo differenciala

q^{(1)}_k (w)dw^2 = − dw^2 (w^2 − e^{2iβk} )(w^2 − e^{−2iβk} ) , gde β_k = πμ 2λ_k . (4)

Pust~ ρ^{(1)}_k (w)|dw| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(D^w_k ):

ρ^{(1)}_k (w)|dw| = c^{(1)}_k |q^{(1)}_k (w)|^{1/2}|dw|,

gde postoØnnaØ c^{(1)}_k udovletvorØet uslovi¸: dlina regulØrnoæ traektorii differenciala q^{(1)}_k (w)dw^2 v ρ^{(1)}_k -metrike ravna 1. Pust~ ζ = g_k(w) – otobraßenie oblasti D^w_k na krugovoe kol~- co K = {ζ : 1 < |ζ| < M (D^w_k )}. Po lemme Grœtxa, imeet mesto ravenstvo M(D^w_k ) = M(Δ_k) + M(Δ_{k+1}),

gde Δ_k i Δ_{k+1} – l¸bye dvusvØznye oblasti, leßawie v D^w_k i oblada¸wie sledu¸wim svoæstvom: pri otobraßenii ζ = g_k(w) oblastØm Δ_k i Δ_{k=1} sootvetstvu¸t koncentriqeskie krugovye kol~ca, polnost~¸ zapolnØ¸wie kol~co K (zdes~ i niße ispol~- zu¸tsØ oboznaqeniØ vvedeniØ).

Pust~ metrika ρ^{(1)}(z)|dz| opredelØetsØ usloviem ρ^{(1)}(z)|dz| = ρ^{(1)}_k (f_k(z))|f^′_k(z)||dz|, z ∈ S_k, k = 1, . . . , n. Prostoe geometriqeskoe rassußdenie, kotoroe privoditsØ niße, pokazyvaet, qto metrika ρ^{(1)}(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum summy (1) v semeæstve D_1. Zametim, qto iz edinstvennosti ffkstremal~noæ metriki problemy modulØ i usloviæ zadaqi sleduet, qto ffkstremal~naØ sistema oblasteæ semeæstva D_1 simmetriqna otnositel~no okrußnosti |z| = 1, odnako fftot fakt nami ne ispol~- zuetsØ.

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 195

Pust~ Γ – zamknutaØ ßordanova krivaØ na C , otdelØ¸waØ dugu Γ_k ot dug Γ_l pri l ≠ k. Pust~

Γ^+ = Γ ∩ S_k, Γ^− = Γ ∩ S_{k−1}.

Predpoloßim snaqala, qto Γ^+ sostoit iz edinstvennoæ dugi. Togda primenim teoremu Koxi k funkcii c^{(1)} √ q^{(1)}_k (f_k(z)) f^′_k(z) i k odnosvØznoæ oblasti, ograniqennoæ krivoæ Γ^+, otrezkami na granice ugla S_k i dugoæ Γ_k ∩ S_k, prohodimoæ v oboih napravleniØh. UqityvaØ, qto pri otobraßenii w = f_k(z) ukazannym otrezkam na storonah ugla S_k sootvetstvu¸t dugi ortogonal~nyh traektoriæ differenciala q^{(1)}_k (w)dw^2, a duge Γ_k ∩ S_k sootvetstvuet duga γ_k traektorii fftogo differenciala, priqem dlina dugi γ_k (prohodimoæ v oboih napravleniØh) v metrike ρ^{(1)}_k (w) |dw| ravna 1/2, prihodim k neravenstvu

ρ^{(1)}-length Γ^+ ≥ 1/2. (∗)

Pust~ teper~ mnoßestvo Γ^+ ukazannym vyxe svoæstvom ne obladaet. Togda rassmotrim zamknutyæ kontur, sostoØwiæ iz dug mnoßestva Γ^+, otrezkov na granice ugla S_k, soedinØ¸wih koncy fftih dug, i dugi Γ_k ∩ S_k. Analogiqno predyduwemu zameqaem, qto ukazannyæ kontur soderßit dugu, gomotopnu¸ na S_k odnoæ iz dug Γ_k ∩ S_k ili Γ_{k+1} ∩ S_k, prohodimoæ v obeih napravleniØh. Sledovatel~no, neravenstvo (∗) spravedlivo i v fftom sluqae. Soverxenno analogiqno dokazyvaetsØ neravenstvo

ρ^{(1)}-length Γ^− ≥ 1/2.

Takim obrazom, metrika ρ^{(1)}(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ rassmatrivaemoæ problemy modulØ. Sledovatel~no, spravedlivo neravenstvo

M_1^∗ ≤ 1/2 n∑ k=1 M(D^w_k ). Toqki −e^{iβk} , −e^{−iβk} i e^{iβk} , e^{−iβk} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno koncami graniqnyh dug oblasti D^w_k . Pri otobraßenii w → A_kw + B_k e^{−iβk} − w , A_k =

−i(e^{−iβk} + cos β_k)

sin β_k

, B_k =

−i(e^{−iβk} cos β_k + 1) sin β_k ,

196 G. V. KUZ^MINA

graniqnye dugi oblasti D^w_k perehodØt v otrezok [−1, 1] i luq [a_k, ∞], gde a_k =

1 + cos^2 β_k

sin^2 β_k , 2 a_k + 1

= sin^2 β_k.

Po teoreme 5.1 v [6],

log M (D^w_k ) = πK^0 (sin β_k)/K(sin β_k) = πK(cos β_k)/K^0 (cos β_k), gde β_k opredelØetsØ ravenstvom (4). Itak, trebuetsØ naæti maksimum summy n∑ k=1 K(ω_k)/K^0 (ω_k), ω_k = cos β_k,

pri uslovii (2).

Obrazuem funkci¸ F(λ_1, . . . , λ_n) = n∑ k=1 K(ω_k)/K^0 (ω_k) + C (^n∑ k=1 λ_k − 1 ) , gde C – postoØnnaØ, i rassmotrim sistemu ∂F ∂λ_k = 0. (5)

Ispol~zuØ izvestnye v teorii fflliptiqeskih integralov ravenstva dK(ω) dω = E(ω) − ω^{′2}K(ω) ωω^{′2} , (6)

K(ω)E^0 (ω) + K^0 (ω)E(ω) − K(ω)K^0 (ω) = π/2, nahodim d dω K(ω) K^′(ω) = π 2ωω^{′2}K^2(ω)

. (7)

Teper~ sistemu (5) moßem zapisat~ v vide β^2_k sin β_k cos β_kK^2(sin β_k) + C = 0, β_k ∈ (0, π/2). Pokaßem, qto funkciØ y(β) = β^2 sin 2βK^2(sin β) ,

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 197 y(0) = 0, y(β) → +∞ pri β → π/2, strogo vozrastaet na intervale (0, π/2).

Ispol~zuØ (6), nahodim y^′(β) y(β) = 4y_1(β) sin 2β , gde y_1(β) = 1 2 + sin 2β 2β − E(sin β) K(sin β) . Pri 0 < β < 0.94 1 2 + sin 2β 2β > 1, E(sin β) K(sin β) < 1, a pri β > 1.15 E(sin β) K(sin β) < 1 2 . Nakonec, pri 0.94 ≤ β ≤ 1.15 1 2 + sin 2β 2β > 0.82, E(sin β) K(sin β) < 0.64. Itak, funkciØ y(β) strogo vozrastaet na intervale (0, π/2).

Pofftomu sistema (5) imeet edinstvennoe rexenie

λ_1 = · · · = λ_n = 1/n. (8)

Pri fftom summa (4) dostigaet maksimuma. Iz usloviØ (8) sleduet takße, qto kvadratiqnyæ differencial (3) opredelØet ffkstremal~nu¸ konfiguraci¸, i nahoditsØ vyraßenie dlØ iskomogo maksimuma.

1.2. Pri n ≥ 2, 0 < r < 1 pust~ Lj, j = 1, . . ., n, – sistema radi-

al~nyh otrezkov, simmetriqnyh otnositel~no okrußnosti |z| = 1 i perenumerovannyh v porØdke vozrastaniØ arg z:

L_j = { z : r < |z| < 1/r, arg z = α_j } , gde α_1 = 0, α_{j+1} − α_j = 2πλ_j > 0, j = 1, . . . , n (α_{n+1} = α_1),

198 G. V. KUZ^MINA n∑ j=1 λ_j = 1.

Pust~ D_2 – semeæstvo sistem nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_j na C , gde oblast~ D_j associirovana s klassom zamknutyh ßordanovyh krivyh, otdelØ¸wih otrezok L_j ot otrezkov L_k pri k ≠ j. Rassmotrim zadaqu o maksimume summy n∑ j=1 M(D_j ) (9)

v semeæstve D_2.

Teorema 2. Pri l¸bom n ≥ 2, r ∈ (0, 1) maksimum M^∗_2 summy (9) v

semeæstve D_2 realizuetsØ tol~ko v simmetriqnom sluqae

λ_1 = · · · = λ_n = 1/n.

Pri n ≥ 3 granica kaßdoæ iz ffkstremal~nyh oblasteæ D_j^∗, j = 1, . . ., n, sostoit iz dvuh luqeæ, vyhodØwih iz naqala koordinat pod uglom 2π/n drug k drugu, i otrezka L_j , leßawego na bissektrise ugla meßdu ukazannymi luqami i ime¸wego svoi koncy na okrußnostØh |z| = r i |z| = 1/r. Oblasti D_j^∗, j = 1, . . . , n, predstavlØ¸t soboæ sistemu kol~cevyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

Q_2(z)dz^2 = z^{n−2}dz^2 (z^n − r^n)(1/r^n − z^n)

. (10)

Pri n = 2 kaßdaØ ffkstremal~naØ para oblasteæ predstavlØet soboæ podoblasti kol~cevoæ oblasti differenciala (10), ime¸wie svoeæ obweæ graniqnoæ komponentoæ regulØrnu¸ traektori¸ fftogo differenciala. DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo

M^∗_2 = n 4 K ( 2rn/2 1 + r^n )/ K^′ ( 2rn/2 1 + r^n ) . Dokazatel~stvo. Pust~ Sk – ugol, obrazovannyæ luqami, vyho-

dØwimi iz naqala koordinat i soderßawimi otrezki L_k i L_{k+1}. Pri otobraßenii

w = f_k(z) = (e^{−iαk} z)^{1/(2λk)}

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 199

uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im w > 0, a otrezkam L_k i L_{k+1} – otrezki I_k = [x_k, 1/x_k] i I^′_k = [−x_k, −1/x_k], gde x_k = r^{1/(2λk)}.

Pust~ D^w_k = C \[I_k ∪I^′_k], D^w_k – kol~cevaØ oblast~ kvadratiqnogo differenciala

q^{(2)}_k (w) dw^2 = − dw^2 (w^2 − x^2_k)(w^2 − 1/x^2_k) . Pust~ ρ^{(2)}_k (w)|dw| – ffkstremal~naØ metrika problemy modulØ, opredelØ¸weæ M(D^w_k ) : ρ^{(2)}_k (w)|dw| = c^{(2)}_k |q^{(2)}_k (w)|dw|, gde c^{(2)}_k – poloßitel~naØ postoØnnaØ. Pust~ metrika ρ^∗(z)|dz| opredelØetsØ usloviem ρ^{(2)}(z)|dz| = ρ^{(2)}_k (f_k(z))|f^′_k(z)||dz|, z ∈ S_k, k = 1, . . . , n. Ispol~zuØ prostye fakty o strukture traektoriæ kvadratiqnogo differenciala q^{(2)}_k (f_k(z))f^{′2}(z)dz^2, takße kak i pri dokazatel~stve teoremy 1 ubeßdaemsØ, qto metrika ρ^{(2)}(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum M^∗_2 summy (9) v semeæstve D_2. Sledovatel~no, spravedlivo neravenstvo M^∗_2 ≤ 1 2 n∑ j=1 M(D^w_j ). Pri preobrazovanii w → (3 + x^2_k)x_kw + 1 + 3x^2_k (1 − x^2_k)(1 − x_kw) graniqnym kontinuumam oblasti D^w_k sootvetstvu¸t otrezok [−1, 1] i luq [a_k, ∞], gde

a_k =

1 + 6x^2_k + x^4_k

(1 − x^2_k)^2 . PolagaØ 2 a_k + 1 = ( 1 − x2_k 1 + x^2_k

)_2

= ω_k^{′2}, ω^2_k =

4x^2_k (1 + x^2_k)^2 , po teoreme 5.1 v [6] poluqaem

200 G. V. KUZ^MINA

log M (D^w_k ) = πK(ω_k) / K^′(ω_k). Vvedem funkci¸ F(λ_1, . . . , λ_n) = n∑ k=1 K(ω_k)/K^′(ω_k) + C [^n∑ k=1 λ_k − 1 ] , gde C – postoØnnaØ, i rassmotrim sistemu ∂F ∂λ_k = d dω_k [ K(ω_k)/K^′(ω_k) ] ∂ω_k ∂λ_k + C = 0, k = 1, . . ., n. (11) Ispol~zuØ vyraßenie (7) i ravenstvo ∂ω_k ∂λ_k = − 1 λ_k ω_kω^′_k log x_k,

sistemu (11) moßem zapisat~ v vide (log r) [ λ^2_k ω^′_k K^2(ω^′_k)]^{−1} + C = 0, k = 1, . . ., n, C – postoØnnaØ. Poloßim

X(λ) = {λ^2ω^′K^2(ω^′)}^{−1}, ω^′ = 1 − r^{1/λ} 1 + r^{1/λ} . Ispol~zuØ vyraßenie (6) i ravenstvo dω^′ dλ = 1 λ ω^2 log x, x = r^{1/(2λ)}, nahodim X^′(λ) X(λ) = − 2 λω^′ [( E(ω^′) K(ω^′) − ω^{′2} 2 ) log x + ω^′ ] . Poloßim – = ω^′, –^′ = ω i issleduem funkci¸ Y = ( E(–)_{K(}

–)^− –^{′2} ) log x + –.

Ispol~zuØ ravenstva d d–^{E(}–^{) = 1}–^{(E(}–^{) − K(}–^{))}

i (6), poluqaem dY d–^{= − 1}––^{′2} ( E K − –^{′2)2} log x −^{( E}_K − –^{′2}_2^{) x}–_{′2} + 1.

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 201

Sledovatel~no, oboznaqaØ E K − –^{′2} = y,

imeem dY d–^{= −log x}––^{′2} ( y + –x_{2 log x}^{)2}_− –

log^2x

[ –r^2_{4 +} –_{′2}^(_{1 −} x_2^)_{log x}^]_.

PrinimaØ vo vnimanie ravenstva – = (1 − x^2)/(1 + x^2), –^′ = (2x)/(1 + x^), nahodim

–x^2 4 + –^{′2(}1 −^x_2^) log x =^{x2}_{4(1 + x2)2} [ 1 − x^4 + 16 ( 1 − x 2 ) log x ] . (12)

FunkciØ v kvadratnyh skobkah v pravoæ qasti (12) strogo vozrastaet ot −∞ do 0 v intervale 0 < x < 1. Sledovatel~no, Y ØvlØetsØ strogo vozrasta¸weæ funkcieæ ot – pri vseh rassmatrivaemyh znaqeniØh –. Pofftomu Y – strogo vozrasta¸waØ funnkciØ ot λ pri vseh 0 < λ < 1. Tak kak Y = 0 pri λ = 0 i Y = 1 pri λ = 1, to Y > 0 pri 0 < λ < 1. Ots¸da sleduet, qto X(λ) – strogo vozrasta¸waØ funkciØ ot λ pri 0 < λ < 1 i potomu sistema (11) imeet edinstvennoe rexenie λ_1 = · · · = λ_n = 1/n.

Dokazatel~stvo teoremy 2 teper~ zaverxaetsØ analogiqno predyduwemu.

§2. Smexannye zadaqi 2.1. Pust~ n ≥ 1, μ ≤ 1/n. Pust~ aj i bj , j = 1, . . . , n, – qeredu¸-

wiesØ toqki na okrußnosti |z| = 1: 0 = arg a_1 < arg b_1 < · · · < arg a_n < arg b_n < 2π.

Pust~ vypolneny usloviØ arg b_j a_j = 2π~λ_j , arg a_{j+1} b_j = 2πλ_j , λ_j + ~λ_j > μ, n∑ j=1 (λ_j + ~λ_j ) = 1.

Pust~ Γ_j, j = 1, . . ., n, – dugi okrußnosti |z| = 1 s centrami sootvetstvenno v toqkah a_j ravnoæ uglovoæ mery 2πμ:

Γ_j = { z : |z| = 1, arg a_j − πμ ≤ arg z ≤ arg a_j + πμ}, j = 1, . . ., n. Pust~ D_3 – semeæstvo sistem nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_j , j = 1, . . ., n, i odnosvØznyh oblasteæ ~D_j , j = 1, . . ., n,

202 G. V. KUZ^MINA

gde oblast~ D_j associirovana s klassom zamknutyh ßordanovyh krivyh, otdelØ¸wih dugu Γ_j ot dug Γ_k pri k ≠ j i toqek b_j , j = 1, . . ., n, a oblast~ ~D_j , b_j ∈ ~D_j , associirovana s klassom dug, gomotopnyh toqeqnoæ krivoæ v b_j. Rassmotrim zadaqu o maksimume summy n∑ j=1 [M(D_j) + M( ~D_j , b_j)] (13)

v semeæstve D_3.

Teorema 3. Maksimum M^∗_3 summy (13) v semeæstve D3 realizu-

etsØ tol~ko v sluqae λ_j = ~λ_j = 1/(2n), j = 1, . . . , n. Pri n ≥ 2 ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗_j , ~D^∗_j , j = 1, . . . , n, predstavlØet soboæ sistemu kol~cevyh i krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala

Q_3(z)dz^2 = − z^{2n−2}dz^2 (z^2 − 1)^2(z^n + e^{iπμn})(z^n + e^{−iπμn})

. (14)

Pri n = 1 kaßdaØ ffkstremal~naØ para oblasteæ D^∗_1 , ~D^∗_1 predstavlØet soboæ podoblasti krugovoæ oblasti differenciala (14), ime¸wie svoeæ obweæ graniceæ regulØrnu¸ traektori¸ fftogo differenciala (dvusvØznaØ oblast~ D^∗_1 moßet byt~ vyroßdennoæ. DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo

M^∗_3 = n 2π log [ 1 4n tg (πμn/2) ] . Dokazatel~stvo. RassmatrivaemaØ zadaqa, kak i zadaqi, ras-

smotrennye vyxe, predstavlØet soboæ ffkstremal~no-metriqes-ku¸ problemu v semeæstve vseh dopustimyh metrik. Iz rezul~- tatov edinstvennosti metoda ffkstremal~noæ metriki i usloviæ zadaqi sleduet, qto ffkstremal~naØ konfiguraciØ dannoæ zadaqi simmetriqna otnositel~no okrußnosti |z| = 1. DlØ opredeleniØ dopustimoæ metriki analogiqno predyduwim sluqaØm vospol~- zuemsØ sledu¸wim postroeniem.

Pust~ S_k i ~S_k – ugly s verxinami v naqale koordinat, storony kotoryh soderßat sootvetstvenno toqki a_{k+1}, b_k i toqki b_k, a_k. Pri otobraßenii

w = f_k(z) = ( z b_k )_{1/(2λk)}

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 203

uglu S_k ootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im w > 0, a toqke b_k i duge Γ_k ∩ S_k – toqka 1 i duga okrußnosti |w| = 1 s koncami −1 i e^{i(π−βk)}, gde β_k = πμ 2λ_k . Pust~ Δ_k = C^w \ Γ^w_k , gde Γ^w_k = {w : |w| = 1, π − β_k ≤ arg w ≤ π + β_k}. Δ_k – krugovaØ oblast~ dlØ kvadratiqnogo differenciala

q^{(3)}_k (w)dw^2 = − c^{(3)}_k 4π^2 dw^2 (w − 1)^2(w + e^{iβk} )(w + e^{−iβk} )

, c^{(3)}_k = 4 cos^2 β_k 2 . Analogiqno, pri otobraßenii

w = ~f_k(z) = ( z b_k )_{1/(2}e_{λk)}

uglu ~S_k sootvetstvuet nißnØØ poluploskost~ Im w < 0, a toqke b_k i duge Γ_{k−1} ∩ ~S_k – toqka 1 i duga okrußnosti |w| = 1 s koncami −1 i e^{i(π+βk)}, gde ~β_k = πμ 2~λ_k . Pust~ ~Δ_k = C \ Γ^w_k , gde Γ^w_k = {w : |w| = 1, π − ~β_k ≤ arg w ≤ π + ~β_k}. ~Δ_k – krugovaØ oblast~ dlØ kvadratiqnogo differenciala

~q^{(3)}_k (w)dw^2 = −

~c^{(3)}_k 4π^2 dw^2 (w − 1)^2(w + e^ie^{βk} )(w + e^{−i}e^{βk} )

, ~c^{(3)}_k = 4 cos^2 ~β_k 2 . Pust~ metrika ρ^{(3)}(z)|dz| opredelØetsØ usloviem ρ^{(3)}(z)|dz| = { |q^{(3)}_k (f_k(z))|^{1/2}|f^′_k(z)||dz|, z ∈ S_k; |~q^{(3)}_k ( ~f_k(z))|^{1/2}| ~f^′_k(z)|dz|, z ∈ ~S_k. Neznaqitel~no vidoizmenØØ rassußdenie dokazatel~stva teoremy 1, ubeßdaemsØ, qto metrika ρ^{(3)}(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum M^∗_3 summy (13) v semeæstve D_3. Ispol~zuØ fftot fakt, a takße prinimaØ vo vnimanie izmenenie radiusov okrestnosteæ toqek b_k pri otobraßeniØh z → f_k(z) i z → ~f_k(z), prihodim k neravenstvu

M^∗_3 ≤ 1 4π n∑ k=1 {log R(Δ_k, 1) + log R( ~Δ_k, 1) + log(2λ_k) + log(2~λ_k)}. (15)

204 G. V. KUZ^MINA

Veliqiny R(Δ_k, 1) i R( ~Δ_k, 1) netrudno naæti neposredstvenno. Deæstvitel~no, pri otobraßenii

t_k = A(w − 1) w + e^{iβk} , A = i 2 e^{iβk/2} sin β_k 2 oblasti Δ_k i toqke w = 1 sootvetstvu¸t t_k-sfera s razrezom po luqu [1/4, ∞] i toqka t_k = 0. Sledovatel~no,

R(Δ_k, 1) = |t^′_k(1)| = 1 4 tg β_k 2 . Analogiqno, R( ~Δ_k, 1) = 1 4 tg ~β_k 2 . Neravenstvo (15) teper~ moßem zapisat~ v vide

M^∗_3 6 1 4π n∑ k=1 [ log ( 1 4 tg β_k 2 ) +

+ log ( 1 4 tg ~β_k 2 ) + log(2λ_k) + log(2~λ_k) ] . (16)

Poloßim ~λ_j = λ_{n+j}. OboznaqaØ summu v (16) qerez F(λ_1, . . . , λ_{2n}), obrazuem funkci¸ F(λ_1, . . ., λ_{2n}) + C [^n∑ k=1 (λ_k + λ_{n+k}) − 1 ] , gde C – postoØnnaØ. Sistema ∂ ∂λ_k F(λ_1, . . . , λ_{2n}) + C = 0

imeet vid χ(λ_k) + C = 0, k = 1, . . ., 2n, gde χ(λ) = − πμ sin β 1 2λ^2 + 1 λ , β = β(λ) = πμ 2λ < π 2 . Imeem dχ(λ) dλ = − 1 λ^2 sin^2 β

[β^2 cos β − 2β sin β + sin^2 β].

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 205

Oboznaqim vyraßenie v kvadratnyh skobkah poslednego ravenstva qerez χ_1(β). Tak kak χ_1(0) = 0, χ^′_1(β) = − sin β[β^2 + 2(1 − cos β)], to χ_1(β) < 0 pri 0 < β < π. Sledovatel~no, χ(λ) – strogo vozrasta¸waØ funkciØ ot λ pri vseh λ > μ/2. Teper~ dokazatel~stvo teoremy legko zaverxaetsØ.

2.2. Pust~ po-preßnemu a1, b1, . . . , an, bn – posledovatel~no ras-

poloßennye toqki na okrußnosti |z| = 1: 0 = arg a_1 < arg b_1 < · · · < arg a_n < arg b_n < 2π,

i pust~ arg b_k a_k = 2π~λ_k, arg a_{k+1} b_k = 2πλ_k, n∑ k=1 (λ_k + ~λ_k) = 1.

Pust~ L_1, . . . , L_n – radial~nye otrezki s koncami na okrußnostØh |z| = r i |z| = 1/r, soderßawie sootvetstvenno toqki a_1, . . ., a_n: L_k = {z : r < |z| < 1/r, arg z = arg a_k}, k = 1, . . ., n. Pust~ D_4 – semeæstvo sistem nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D_k (k = 1, . . ., n) i odnosvØznyh oblasteæ ~D_j, b_j ∈ D_j (j = 1, . . ., n), gde oblast~ D_k imeet otrezok L_k svoeæ vnutrenneæ graniceæ i associirovana s gomotopiqeskim klassom zamknutyh ßordanovyh krivyh, otdelØ¸wih L_k ot otrezkov L_l, l ≠ k, i toqek b_1, . . . , b_n, a oblast~ ~D_j associirovana s klassom zamknutyh ßordanovyh krivyh, gomotopnyh toqeqnoæ krivoæ v b_j. Rassmotrim zadaqu o maksimume summy n∑ j=1 [M(D_j) + M( ~D_j , b_j)] (17)

v semeæstve D_4.

Teorema 4. Maksimum M^∗_4 summy (17) v semeæstve D4 realizuet-

sØ tol~ko v sluqae simmetriqnogo raspoloßeniØ otrezkov L_k i toqek b_j : λ_k = λ_j = 1/(2n) pri vseh k i j. Pri n ≥ 2 ffkstremal~naØ sistema oblasteæ predstavlØet soboæ sistemu kol~cevyh oblasteæ D^∗_k, k = 1, . . . , n, i krugovyh oblasteæ ~D^∗_j , b_j = e^{i2(j−1)π/n} ∈ ~D^∗_j , j = 1, . . ., n, kvadratiqnogo differenciala

Q_4(z)dz^2 = − 1 4π^2 z^{2n−2}dz^2 (z^n − 1)^2(z^n + r^n)(z^n + 1/r^n)

. (18)

206 G. V. KUZ^MINA

Pri n = 1 ffkstremal~noæ ØvlØetsØ l¸baØ para oblasteæ D^∗_1 , ~D^∗_1, gde ~D^∗_1 – odnosvØznaØ oblast~, −1 ∈ ~D^∗_1 , D^∗_1 – dvusvØznaØ oblast~, zapolnØ¸wih dopolnenie otrezka [r, 1/r] do z-sfery i ime¸wih svoeæ obweæ graniceæ nekotoru¸ regulØrnu¸ traektori¸ differenciala (18) pri n = 1 (pri fftom dvusvØznaØ oblast~ moßet vyroßdat~sØ). DlØ iskomogo maksimuma imeem ravenstvo

M^∗_4 = n 2π [ log 4 n (1 + r^n)/(1 − r^n) ] . Dokazatel~stvo. Pust~ Sk i^~Sk – ugly s verxinami v naqale

koordinat, storony kotoryh soderßat toqku b_k i sootvetstvenno otrezki L_{k+1} i L_k. Pust~ 2πλ_k i 2π~λ_k – uglovye mery uglov S_k i ~S_k:_n ∑ k=1 (λ_k + ~λ_k) = 1.

Pri otobraßenii

w = f_k(z) = ( z b_k )_{1/(2λk)}

uglu S_k sootvetstvuet verhnØØ poluploskost~ Im w > 0, a toqke b_k i otrezku L_{k+1} – toqka 1 i otrezok I_k = [−1/x_k, −x_k], gde x_k = r^{1/(2λk)}. Oblast~ Δ_k = C \ I_k ØvlØetsØ krugovoæ oblast~¸ dlØ kvadratiqnogo differenciala

q^{(4)}_k (w)dw^2 = − c^{(4)}_k 4π^2 dw^2 (w − 1)^2(w + x_k)(w + 1/x_k)

, c^{(4)}_k =

(1 + x_k)^2 x_k . Analogiqno, pri otobraßenii

w = ~f_k(z) = ( z b_k )_{1/(2}e_{λk)}

uglu ~S_k sootvetstvuet nißnØØ poluploskost~ Im w > 0, a toqke b_k i otrezku L_k – toqka 1 i otrezok ~I_k = [−1/~x_k, −~x_k], gde ~x_k = r^{1/(2}e^{λk)}. Oblast~ Δ_k = C \ ~I_k – krugovaØ oblast~ dlØ kvadratiqnogo differenciala

~q^{(4)}_k (w)dw^2 = −

~c^{(4)}_k 4π^2 dw^2 (w − 1)^2(w + ~x_k)(w + 1/~x_k)

, ~c^{(4)}_k =

(1 + ~x_k)^2 ~x_k .

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 207

Pust~ metrika ρ^{(4)}(z)|dz| opredelØetsØ usloviem ρ^{(4)}(z)|dz| = { |q^{(4)}_k (f_k(z))|^{1/2}|f_k(z)||dz|, z ∈ S_k, k = 1, . . . , n; |q^{(4)}_k ( ~f_k(z))|^{1/2}| ~f_k(z)||dz|, z ∈ ~S_k, k = 1, . . . , n. Netrudno ubedit~sØ, qto metrika ρ^{(4)}(z)|dz| ØvlØetsØ dopustimoæ metrikoæ problemy modulØ, opredelØ¸weæ maksimum summy (17) v semeæstve D_4. Ispol~zuØ fftot fakt, a takße prinimaØ vo vnimanie iskaßenie okrestnosteæ toqek b_k pri otobraßeniØh z → f_k(z) i z → ~f_k(z), prihodim k neravenstvu

M^∗_4 ≤ 1 4π n∑ k=1 [ log R(Δ_k, 1)+log R( ~Δ_k, 1)+log(2λ_k)+log(2~λ_k) ] . (19)

Naædem znaqeniØ konformnyh radiusov R(Δ_k, 1) i R( ~Δ_k, 1). Pri otobraßenii

t_k(w) =

(1 − x_k)(w − 1) 4(x_kw + 1)

, t_k(1) = 0, t^′_k(1) = 1 − x_k 4(1 + x_k) , oblasti Δ_k sootvetstvuet t_k-sfera s razrezom po luqu [−∞, −1/4]. Pofftomu

R(Δ_k, 1) = 1/t^′_k(1) =

4(1 + x_k) 1 − x_k , x_k = r^{1/(2λk)}.

Analogiqno,

R( ~Δ_k, 1) =

4(1 + ~x_k) 1 − ~x_k , ~x_k = r^{1/(2} e_λk) . Neravenstvo (19) teper~ moßem zapisat~ v vide

M^∗_4 ≤ 1 4π n∑ k=1 [ log 4(1 + x_k) 1 − x_k + log

4(1 + ~x_k) 1 − ~x_k + log(2λ_k) + log(2~λ_k) ] . Poloßim ~λ_j = λ_{n+j} . Vvedem funkci¸ F(λ_1, . . . , λ_{2n}) = n∑ k=1 [ log 4(1 + x_k) 1 − x_k + log

4(1 + ~x_k) 1 − ~x_k + log(2λ_k) + log 2λ_{n+k}) ]

+ C [_n∑ k=1 (λ_k + λ_{n+k}) − 1 ] ,

208 G. V. KUZ^MINA

gde C – postoØnnaØ. Sistema ∂F ∂λ + C = 0 (20)

imeet vid χ(λ_k) + C = 0, k = 1, . . . , n, gde χ(λ) = ( − 2x log x 1 − x^2 + 1 ) 1 λ , x = r^{1/(2λ)}, k = 1, . . . , n. Nahodim dχ(λ) dλ = 1 λ^2

2(1 + x^2)x (1 − x^2)^2 χ_1(λ)χ_2(λ), gde χ_1(x) = √ x log x +

1 − x^2 1 + x^2 ( √ x − 1 + x √ 2 ) ,

χ_2(x) = √ x log x +

1 − x^2 1 + x^2 ( √ x + 1 + x √ 2 ) . Tak kak log x +^{1−x2}_{1+x2} < 0 pri 0 < x < 1, to χ_1 < 0. RazbivaØ interval 0 < x < 1 na qastiqnye intervaly i ocenivaØ χ_2(x) na fftih intervalah, ubeßdaemsØ, qto χ_2(x) > 0 pri 0 < x < 1. Sledovatel~no, χ(λ) strogo ubyvaet pri 0 < λ < 1 i potomu sistema (20) imeet edinstvennoe rexenie λ_k = 1/(2n), k = 1, . . ., 2n. Ots¸da vyteka¸t ostal~nye utverßdeniØ teoremy

§3. Zadaqi o proizvedenii stepeneæ konformnyh radiusov 3.1. Zadaqam, ukazannym v zaglavii, ili, qto to ße, voprosam o

maksimume vzvexennoæ summy privedennyh moduleæ n∑ k=1 α^2_kM(D_k, a_k) (21)

v semeæstve vseh sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n, posvØwena obxirnaØ literatura. Rezul~- taty v fftoæ zadaqe pri naqal~nyh znaqeniØh n predstavlØ¸t soboæ klassiqeskie teoremy M. A. Lavrent~eva, G. M. Goluzina, L. I. Kolbinoæ i drugih avtorov.

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 209

V poslednie desØtiletiØ zadaqa o maksimume summy (21) rassmatrivalas~ pri uslovii, qto raspoloßenie toqek a_k obladaet vysokoæ stepen~¸ simmetrii. Pervye obwie rezul~taty v fftom napravlenii prinadleßat V. N. Dubininu [3, 4]. Odnim iz nih ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Pust~ n ≥ 3, a_k, k = 1, . . ., n, – l¸bye razliqnye toqki okrußnosti |z| = 1. Pust~ D^{(1)} – semeæstvo vseh sistem nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n.

Teorema A. Pust~ n ¿ 3. V semeæstve D^{(1)} spravedlivo toqnoe

neravenstvo_n ∑ k=1 M(D_k, a_k) ≤ n 2π log 4 n . (22)

Ravenstvo v (22) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda a_k, k = 1, . . . , n, – ravnootstoØwie toqki na okrußnosti |z| = 1, a oblasti D_k, k = 1, . . ., n, – ugly rastvora 2π/n s verxinami v naqale koordinat, soderßawie toqki a_k na svoih bissektrisah.

Izvestny razliqnye obobweniØ teoremy A i drugie obwie rezul~taty v rassmatrivaemom kruge zadaq. �ti rezul~taty byli poluqeny V. N. Dubininym [3, 4] metodom razdelØ¸wego preobrazovaniØ, E. G. Emel~Ønovym i G. V. Kuz~minoæ metodom ffkstremal~noæ metriki na osnovanii ustanovlennoæ v [5] svØzi meßdu razliqnymi zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii (sm., naprimer, raboty [5, 7, 8]). K ukazannym rezul~tatam otnositsØ, v qastnosti, toqnoe neravenstvo dlØ summy n∑ k=1 [α^2M(D_k, a_k) + M( ~D_k, b_k)]

dlØ qeredu¸wihsØ toqek a_k, b_k na okrußnosti |z| = 1 pri l¸byh

n ¿ 2 i 0 < α < 1 v sootvetstvu¸wem semeæstve sistem obla-

steæ [7, teorema 1]. Primenenie predloßennogo ffkstremal~nometriqeskogo podhoda, svØzannogo s ispol~zovaniem teoremy Koxi, privodit k bolee prostym dokazatel~stvam upomØnutyh vyxe rezul~tatov.

3.2. Rezul~tatom neskol~ko inogo haraktera ØvlØetsØ rexenie

zadaqi o maksimume summy (21) pri ravnyh znaqeniØh parametrov α_k v tom sluqae, kogda otmeqennye toqki leßat na koncentriqeskih okrußnostØh. Ukazannyæ maksimum vyraßaetsØ v

210 G. V. KUZ^MINA

terminah funkcii H(α) = cap E(0, e^{iα}, e^{−iα}), gde E(0, e^{iα}, e^{−iα}) – kontinuum naimen~xeæ emkosti, soderßawiæ ukazannu¸ troæku toqek H(0) = 1/4, H(π/2) = 1/2. OstanovimsØ korotko na fftom rezul~tate.

Pust~ 0 < r ≤ 1, a_1, . . . , a_n – toqki okrußnosti |z| = 1/r, b_1, . . . , b_n – toqki okrußnosti |z| = r i pust~ vypolneny usloviØ

0 = arg a_1 < arg b_1 < · · · < arg b_n < 2π.

Poloßim pri 1 ≤ k ≤ n

arg b_k = arg a_k + 2πλ_k = arg a_{k+1} − 2π~λ_k (a_{k+1} = a_n),

gde λ_k i ~λ_k – poloßitel~nye qisla, n∑ k=1 (λ_k + ~λ_k) = 1.

Pust~ D^{(2)} – semeæstvo nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ D_k i ~D_k, gde a_k ∈ D_k, b_k ∈ ~D_k, k = 1, . . ., n.

Teorema V. Pust~ n ≥ 2, 0 < r ≤ 1. V semeæstve D^{(2)} spravedlivo

toqnoe neravenstvo n∑ k=1 [M(D_k, a_k) + M( ~D_k, b_k)]

≤ (1/2π) log [ 1 n^{2n} H^{−2n} ( arctg 2r^n 1 − r^{2n} )] . (23)

Ravenstvo v (23) realizuetsØ tol~ko pri simmetriqnom raspoloßenii toqek a_k, b_k : λ_k = ~λ_k = 1/(2n) pri k = 1, . . ., n. Pri vseh n ¿ 2 i 0 < r ≤ 1 ffkstremal~noæ sistemoæ oblasteæ slußit tol~ko sistema krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − z^{n−2}(z^n + 1/μ^n)(z^n − μ^n) (z^n − 1/r^n)^2(z^n + r^n)^2 dz^2, gde μ, 0 < μ < 1, – rexenie uravneniØ

π^2 r^2(1/r^2 − μ^2)(1/r^2 + 1/μ^2) (1/r^2 + r^2)^2

= 1,

OB ODNOM �KSTREMAL^NO–METRIQESKOM PODHODE 211

v sluqae r = 1 ukazannoæ sistemoæ ØvlØetsØ sistema uglov rastvora π/n, soderßawih sootvetstvenno toqki a_k = e^{i2(k−1)/n}, b_k = e^{i(2k−1)/n}, k = 1, . . . , n, na svoih bissektrisah.

Pri dokazatel~stve fftoæ teoremy v [8] rassmatrivaetsØ razbienii z-sfery na ugly S_k = {z : arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}, k = 1, . . . , n, soderßawie toqki b_k, i pri pomowi ukazannogo vyxe podhoda v kaßdom iz fftih uglov opredelØetsØ dopustimaØ metrika problemy modulØ, ffkvivalentnoæ dannoæ zadaqe. Pri fftom ispol~zuetsØ rezul~tat o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov dlØ qetyreh oblasteæ pri sootvetstvu¸wem znaqenii parametrov, qto pozvolilo ustanovit~ qastiqnu¸ simmetri¸ v raspoloßenii toqek a_k, b_k. Pri pomowi povtornogo primeneniØ togo ße podhoda dokazatel~stvo moßet byt~ uproweno.

Otmetim, qto v sluqae razliqnyh znaqeniæ parametrov α_k povedenie summy v (23) uße ne ØvlØetsØ stol~ predskazuemym.

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, No. 3 (1997), 41–103; 5 (1997), 1–50.

2. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

3. V. N. Dubinin, Metod simmetrizacii i transfinitnyæ diametr, Sib.

mat. ß. 27 (1986), No. 2, 39–46.

4. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. POMI 168 (1988), 48–66.

5. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. POMI 160 (1987), 91–98.

6. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

7. G. V. Kuz~mina, Metod ffkstremal~noæ metriki v zadaqah o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ pri naliqii svobodnyh parametrov, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 52–67.

8. G. V. Kuz~mina, O svØzi razliqnyh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. POMI 254 (1998), 116–131.

Postupilo 15 sentØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: kuzmina@pdmi.ras.ru