Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

V. G. ȷuravlev

SUMMY KVADRATOV NAD ∘–KOL^COM FIBONAQQI

Vvedenie Kvazirexetka Fibonaqqi. OdnomernaØ kvazirexetka Fibo-

naqqi F predstavlØet sobo¸ podmnoßestvo iz R, sostoØwee iz toqek

x = x(N ) = N + [(N + 1)τ ] · τ (0.1)

s parametrami N iz mnoßestva celyh qisel Z, gde [∗] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla i τ = (−1 + √ 5)/2 – zolotoe seqenie. Kvazirexetka F ne ØvlØetsØ periodiqeskoæ, t.e. ravenstvo F + t = F vozmoßno tol~ko pri t = 0, i obladaet svoæstvom Meæera F + F ⊂ F + R, F − F ⊂ F + R, gde mnoßestvo R sostoit iz fflementov 0, ±τ .

Sferiqeskie oboloqki. Rassmotrim nad kvazirexetkoæ F dio-

fantovy uravneniØ vida

x^2_1 + · · · + x^2_k = α, (0.2)

gde x_i – proizvol~nye fflementy iz F, a α – nekotoryæ fiksirovannyæ total~no poloßitel~nyæ fflement iz F, t.e. poloßitel~- ny samo α i ego soprØßennyæ fflement α^′ v kvadratiqnom pole

Q(^√5). Takim obrazom, rassmatriva¸tsØ toqki x = (x1, . . . , xk)

iz k-mernoæ kvazirexetki F^k, leßawie na k-mernoæ sfere (0.2). Poskol~ku F^k obrazuet (r, R)-sistemu Delone, to uravnenie (0.2) imeet koneqnoe qislo rexeniæ r_{F,k}(α). Lifxitc [1] vpervye vvel dvumernye kvazirexetki F^2 i issledoval ih fiziqeskie svoæstva. Statistiqeskie svoæstva kvadratnyh razbieniæ Fibonaqqi, otveqa¸wih kvazirexetke F^2, izuqeny v [2]. V dannoæ stat~e

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 05-01- 00435). 165

166 V. G. ȷURAVLEV rassmotreny diofantovy uravneniØ vida (0.2) nad kvazirexetkoæ F i poluqeny nekotorye sledstviØ iz nih.

Otnositel~no uravneniæ (0.2) osnovnoæ rezul~tat formuliruetsØ sledu¸wim obrazom (teorema 6.1): r_{F,k}(α) ≥ 1 2 r_k(α), (0.3)

gde r_k(α) – koliqestvo predstavleniæ qisla α v vide summy kkvadratov celyh qisel polØ Q( √ 5). Esli vypolnØetsØ dopolnitel~noe uslovie 0 ≤ α^′ < τ^2, to imeet mesto ravenstvo

r_{F,k}(α) = r_k(α). (0.4)

Iz neravenstva (0.3) vytekaet sledstvie:

l¸boe total~no poloßitel~noe qislo α iz kvazirexetki Fibonaqqi F predstavimo v vide summy kvadratov treh fflementov iz F.

∘-kol~co Fibonaqqi. Kvazirexetka Fibonaqqi F obladaet bo-

gatoæ polugruppoæ F_τ podobiæ λF ⊂ F, gde mnoßiteli λ vybira¸tsØ iz mnoßestva F_τ , sostoØwego iz fflementov λ ∈ F, |λ^′| < τ . �to pozvolØet opredelit~ v kol~ce celyh qisel Zoperaci¸ ∘-umnoßeniØ N_1 ∘N_2 s pomow~¸ ravenstva

N_1 ∘ N_2 = pr_1(x(N_1) · x(N_2)), (0.5)

gde dlØ l¸byh a, b ∈ Zpolagaem pr_1(a + bτ ) = a. Iz (0.1) dlØ proizvedeniØ N_1 ∘ N_2 vytekaet ØvnaØ formula

N_1 ∘ N_2 = N_1N_2 + [(N_1 + 1)τ ][(N_2 + 1)τ ]. (0.6)

Na mnoßestve natural~nyh qisel umnoßenie N_1 ∘ N_2 vvel Knut [3]. On opredelil krugovoe umnoßenie v terminah razloßeniæ qisel N_1, N_2 v sisteme sqisleniØ Fibonaqqi (vozmoßnoe obobwenie ego na dvumernyæ sluqaæ sm. [4])

Naxeæ osnovnoæ cel~¸ ØvlØetsØ issledovanie diofantovyh

uravneniæ nad ∘-kol~com Fibonaqqi^∘Z, poluqa¸wimsØ dobavleniem k kol~cu Zneassociativnoæ operacii ∘-umnoßeniØ N_1 ∘ N_2. V p. 4 dokazano suwestvovanie vzaimno odnoznaqnogo sootvetstviØ meßdu klassami ffkvivalentnosti prostyh fflementov ∘- kol~ca^∘Zi kol~ca Fibonaqqi O = Z[1, τ ] – kol~ca celyh qisel polØ Q( √ 5).

SUMMY KVADRATOV 167

Diofantovy uravneniØ nad^∘Z. Diofantovy uravneniØ, o koto-

ryh idet req~, poluqa¸tsØ pr_1-proekcieæ uravneniæ (0.2). DlØ dokazatel~stv my ispol~zuem metod “Cut and Project” (sm., naprimer, [5, s. 145–166]), vybiraØ v kaqestve “okna” (ili vnutrennego prostranstva) tor i rassmatrivaØ na nem obmotku. Privedem neskol~ko rezul~tatov, kotorye udalos~ poluqit~ v fftom napravlenii.

1. Esli 0 ≤ m ≤ n − 1, to uravnenie (sm. sledstvie 7.1)

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 = F_{2m} · F_{2n},

gde F_n – qisla Fibonaqqi, razreximo v celyh qislah X_i ∈ Z.

2. L¸boe neotricatel~noe qislo A ∈ Z, udovletvorØ¸wee nera-

venstvu A ≥ [(A + 1)τ ]~τ , gde ~τ = τ + 1, predstavimo v vide summy (teorema 7.2)

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 + X^2_3 + [(X_3 + 1)τ ]^2 = A,

gde X_i ∈ Z.

3. Pust~ l¸boe neotricatel~noe qislo A ∈ Z udovletvorØet

uslovi¸ A ≥ [(A + 1)τ ]~τ i r_4(A) – koliqestvo rexeniæ uravne- niØ X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 + X^2_3

+[(X_3 + 1)τ ]^2 + X^2_4 + [(X_4 + 1)τ ]^2 = A,

gde X_i ∈ Z. Togda r_4(A) udovletvorØet neravenstvu

r_4(A) ≥ c(A) · |A^2 − A[(A + 1)τ ] − [(A + 1)τ ]^2|,

gde c(A) = 3, esli 2|A i 4 - A, i c(A) = 4 – v ostal~nyh sluqaØh.

SvØzi s drugimi rabotami i kommentarii. RazloßeniØ po

sferiqeskim oboloqkam (0.2) kvazikristallov s zaprewennymi simmetriØmi podrobno issledovany v [6], [7], [8], [9] dlØ kvazikristallov s ikosaffdriqeskoæ gruppoæ simmetriæ, poluqa¸- wihsØ na osnove rexetki korneæ E_8 i ee algebraiqeskogo ffkvivalenta — kol~ca ikosianov nad polem Q( √ 5), i dlØ oktogonal~- nyh kvazikristallov v [10]. V pervom sluqae kvadraty radiusov sfer α (0.2) prinadleßat cepoqke Fibonaqqi F_+ ⊂ F, sostoØweæ iz fflementov x ≥ 0, vo vtorom sluqae — iz analogiqnoæ cepoqki nad polem Q( √ 2).

168 V. G. ȷURAVLEV

Nax podhod proistekaet iz teorii kvadratiqnyh form: minuØ simmetriqnu¸ nadstroæku, rassmatrivat~ kvazirexetki F^k ⊂

R^k na osnove odnomernoæ kvazirexetki Fibonaqqi F vmesto tra-

dicionnogo kol~ca celyh qisel Z. Pri dannom podhode my poluqem neposredstvennu¸ svØz~ sferiqeskih oboloqek nad kvazirexetkoæ F^k i kvadratiqnym polem Q( √ 5). Poluqa¸wiesØ pri fftom formuly (0.4), (5.4), (5.10) dlØ qisla toqek na sfere (0.2) dlØ k = 2 analogiqny formulam iz [10], [11], a dlØ k = 3 iz [9]. Dannoe Øvlenie ukazyvet na fundamental~nu¸ rol~ bazovogo kvadratiqnogo polØ.

SvØz~ meßdu sferiqeskimi oboloqkami (0.2) nad F i Q( √ 5) ØvlØetsØ prØmoæ tol~ko dlØ kvadratov radiusov α s usloviem 0 ≤ α^′ ≤ τ^2. Ostal~nye oboloqki soderßat lix~ qast~ toqek iz oboloqek nad polem Q( √ 5), propuskaemyh oknom I^k = [−1, τ )^k.

To ße samoe proishodit i dlØ kvazikristallov. Qtoby oboæti voznika¸wu¸ trudnost~, Baake i Grimm [11] opredelili srednee znaqenie ^r_{F,k}(α), poluqa¸weesØ usredneniem r_{F,k}(α) po vsem toqkam iz F, vybrannym v kaqestve centrov sfer. SleduØ sheme [11], srednee znaqenie ^r_{F,k}(α) moßno vyqislit~, esli kubiqeskoe okno I^k zamenit~ k-mernym xarom podhodØwego radiusa.

Lifxitc [1] naxel rØd argumentov fiziqeskogo porØdka o celesoobraznosti izuqeniØ F^k — kvazirexetok, ne oblada¸- wih zaprewennymi kristallografiqeskimi simmetriØmi. NastoØwaØ rabota dobavlØet ewe odin argument: vozmoßnost~ postroeniØ teorii kvadratiqnyh form nad kvazirexetkami.

Itak, my vidim, qto zamena klassiqeskih rexetok, naprimer kubiqeskoæ rexetki Z^k, kvazirexetkami privodit k vozniknoveni¸ diofantovyh uravneniæ, soderßawih celye qasti irracional~nyh qisel, i pri fftom dannyæ podhod poroßdaet estestvennyæ metod issledovaniØ takih uravneniæ. Poluqennye v rabote pervonaqal~nye rezul~taty da¸t osnovanie nadeØt~sØ, qto postroenie teorii kvadratiqnyh form nad kvazirexetkami moßet byt~ vpolne real~noæ i perspektivnoæ zadaqeæ.

1. ∘-kol~co Fibonaqqi

1.1. Mnoßestvo parametrov δ(N). Otoßdestvim poluinterval

I_1 = [0, 1) s ediniqnoæ okrußnost~¸ R/Z, i pust~ on razbit I_1 = I^−_1 ∪I^+_1 na dva pouintervala I^−_1 = [0, τ^2), I^+_1 = [τ^2, 1), gde τ =^{−1+√5}_2

SUMMY KVADRATOV 169 — zolotoe seqenie. Opredelim na I_1 sdvig

I_1^{s1}−→ I_1 : x → x + τ mod 1, (1.1)

i oboznaqim r(N ), gde N ∈ N = {0, 1, 2, . . .}, koliqestvo toqek M τ mod 1 s nomerami M = 0, 1, . . . , N , popavxih v poluinterval I^+_1 , t.e. r(N ) — koliqestvo popadaniæ naqal~noæ toqki x_0 = 0 v I^+_1 posle (N + 1)-go povtoreniØ sdviga s_1.

Predloßenie 1.1. Otobraßenie N^δ−→ R : N → δ(N ) = N − r(N )~τ , (1.2) gde ~τ = τ + 1, obladaet svoæstvami

δ(N) ⊂ I, δ(N) = I, (1.3)

gde I = [−1, τ ) i qerta oboznaqaet zamykanie mnoßestv. DlØ funkcii r(N ) imeet mesto ØvnaØ formula

r(N ) = [(N + 1)τ ] (1.4)

dlØ vseh N ∈ N , gde [∗] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim raznostnu¸ funkci¸ Δ(r(N )) =

r(N ) − r(N − 1) dlØ N ≥ 1. Iz opredeleniØ funkcii r(N ) sleduet Δ(r(N )) = 1 ili 0, esli N τ ∈ I^+_1 ili N τ ∈ I^−_1 , sootvetstvenno. S drugoæ storony, dlØ funkcii ϱ(N ) = [(N + 1)τ ] ee raznostnaØ funkciØ Δ(ϱ(N )) obladaet toqno takim ße svoæstvom, t.e. Δ(r(N )) = Δ(ϱ(N )). Tak kak vypolnØetsØ ravenstvo r(0) = ϱ(0), to ots¸da sleduet r(N ) = ϱ(N ) dlØ vseh N ∈ N, qto dokazyvet formulu (1.4). Iz nee neposredstvenno vytekaet vkl¸qenie

δ(N) ⊂ I (1.3).

Teper~ dokaßem ravenstvo iz (1.3). Po opredeleni¸ otobraßeniØ (1.2), imeem δ(N ) = N − r(N )~τ ≡ N mod Z~τ. �to oznaqaet, qto δ(N) ØvlØetsØ orbitoæ naqal~noæ toqki x_0 = 0 otnositel~no sdviga I^s−→ I : x → x + 1 mod ~τ . Poskol~ku veliqina sdviga 1 i dlina ~τ poluintervala I nesoizmerimy, to iz vkl¸qeniØ δ(N) ⊂ I sleduet ravenstvo δ(N) = I (1.3). �

170 V. G. ȷURAVLEV

1.2. Na mnoßestve N × N zadadim funkcii σ(N1 , N2), ϱ(N1, N2) so

znaqeniØmi v Z= {0, ±1, ±2, . . .}, polagaØ

δ(N_1) + δ(N_2) =δ(N_1 + N_2) − σ(N_1, N_2)~τ , δ(N_1) · δ(N_2) =δ(N_1 ∘ N_2) + ϱ(N_1 , N_2)~τ , (1.5)

gde proizvedenie N_1 ∘ N_2 opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Poskol~ku ~τ^2 = ~τ + 1, to v silu (1.2) poluqaem ravenstvo

δ(N_1) · δ(N_2) = (N_1N_2 + r(N_1)r(N_2))

−(N_1r(N_2) + N_2r(N_1) − r(N_1)r(N_2))~τ . (1.6)

Poloßim

N_1 ∘ N_2 = N_1N_2 + r(N_1)r(N_2). (1.7)

Togda iz opredeleniØ (1.2) funkcii δ(N ) i ravenstva (1.5) poluqaem sravneniØ

δ(N_1 ) + δ(N_2 ) ≡δ(N_1 + N_2) mod Z~τ, δ(N_1) · δ(N_2 ) ≡δ(N_1 ∘ N_2) mod Z~τ. (1.8)

Iz dannyh sravneniæ sleduet, qto ravenstva (1.5) odnoznaqno zada¸t funkcii σ(N_1, N_2), ϱ(N_1 , N_2). Esli vospol~zovat~sØ (1.2), (1.3), to dlØ nih poluqaem Øvnoe opisanie

σ(N_1, N_2) =

1, esli δ(n_1) + δ(n_2) ≥ τ, 0, esli δ(n_1) + δ(n_2) ∈ I, −1, esli δ(n_1) + δ(n_2) < −1;

(1.9)

ϱ(N_1 , N_2) = { 1, esli δ(n_1)δ(n_2) ≥ τ, 0, esli δ(n_1)δ(n_2) ∈ I.

(1.10)

SravnivaØ ~τ -qasti, iz (1.5), (1.6) vyvodim

r(N_1 + N_2) = r(N_1) + R(N_2) − σ(N_1, N_2), r(N_1 ∘ N_2) = N_1r(N_2) + N_2r(N_1) − r(N_1)r(N_2) + ϱ(N_1 , N_2)

(1.11) – svoæstva invariantnosti funkcii r(N ) p. 1.2 otnositel~no operaciæ sloßeniØ i ∘-umnoßeniØ.

SUMMY KVADRATOV 171

1.3. Prodolßim otobraßenie δ : N → I na mnoßestvo celyh qi-

sel Ztrebovaniem, qtoby δ(N ) = N − r(N )~τ ∈ I (1.12) dlØ vseh N ∈ Z. Takim obrazom, δ(N ) opredelØetsØ qerez funkci¸ r(N ), kotoraØ prinimaet znaqeniØ iz Z i odnoznaqno zadaetsØ usloviem N − r(N )~τ ∈ I. Iz opredeleniØ (1.12) sleduet sravnenie δ(N ) ≡ N mod Z~τ, iz kotorogo vytekaet sootnoxenie r(−N ) = −r(N ) + { 0, esli δ(N ) ∈ J, 1, esli δ(N ) ∈ I \ J, (1.13)

gde J = (−τ, τ ). DlØ rasxirennoæ funkcii r(N ) sohranØ¸tsØ formula (1.4) i opredeleniØ p. 1.2. V qastnosti, ∘-umnoßenie

N_1 ∘ N_2 dlØ vseh N_1, N_2 ∈ Zsnova opredelØetsØ formuloæ (1.7).

Oboznaqim^∘Z= Z[+, ×, ∘] kol~co celyh qisel Zs dopolnitel~noæ

operacieæ (1.7) i nazovem^∘Z ∘-kol~com Fibonaqqi. Ispol~zuØ (1.7), (1.4), ∘-umnoßenie moßno zapisat~ v Øvnom vide

N_1 ∘ N_2 = N_1N_2 + [(N_1 + 1)τ ][(N_2 + 1)τ ] (1.14)

dlØ vseh N_1, N_2 ∈ Z.

Zameqanie 1.1. V dannoæ rabote my ne stavim pered sobo¸ ab-

straktnoæ zadaqi postroeniØ sistemy aksiom, vkl¸qa¸weæ v sebØ ∘-kol~co^∘Zkak qastnyæ sluqaæ. HotØ sama po sebe takaØ aksiomatizaciØ moßet byt~ interesnoæ, nam predstavlØetsØ, qto na naqal~nom fftape vse ße bolee vaßnym bylo by vyØsnit~, poqemu i kak ∘-kol~co Fibonaqqi^∘Zrabotaet v priloßeniØh k konkretnym diofantovym uravneniØm.

2. Sistema sqisleniØ Fibonaqqi

Qisla Fibonaqqi F_n, n = 1, 2, 3, . . . opredelØ¸tsØ rekurrentnym sootnoxeniem

F_n + F_{n+1} = F_{n+2}. (2.1)

DlØ naxih celeæ udobno v kaqestve naqal~nyh usloviæ vybrat~

F_1 = 1, F_2 = 2. DlØ F_n funkciØ δ (2.2) prinimaet znaqeniØ

δ(F_n) = F_n − F_{n−1} · ~τ = (−τ )^n, (2.2)

172 V. G. ȷURAVLEV poskol~ku

r(F_n) = [(F_n + 1)τ ] = F_{n−1} (2.3)

dlØ n = 1, 2, 3, . . ., gde F_0 = 1. Qisla F_n obrazu¸t sistemu sqisleniØ Fibonaqqi, v kotoroæ l¸boe natural~noe qislo N odnoznaqno razlagaetsØ v koneqnu¸ summu vida

N = ε_1F_1 + ε_2F_2 + · · · + ε_nF_n + · · · = ∑ n≥1 ε_n(N )F_n, (2.4)

gde kofffficienty ε_n = 0, 1 oblada¸t svoæstvom sokraweniØ

ε_nε_{n+1} = 0 dlØ vseh n ≥ 1.

Predloßenie 2.1. DlØ l¸bogo N ∈ N ime¸t mesto razloßeniØ

δ(N ) = ∑ n≥1 ε_n(N )δ(F_n), (2.5)

δ(N ) = ∑ n≥1 ε_n(N )(−τ )^n. (2.6)

Dokazatel~stvo. V silu (2.2) razloßenie (2.6) vytekaet iz

(2.5). Soglasno predloßeni¸ 1.1 moßem zapisat~ δ(N ) ≡ ∑ n≥1 ε_n(N )δ(F_n) mod Z~τ, (2.7)

gde δ(N ) ∈ I = [−1, τ ). Pofftomu dlØ dokazatel~stva (2.5) dostatoqno proverit~ vkl¸qenie

σ(N ) = ∑ n≥1 ε_n(N )(−τ )^n ∈ I. (2.8)

V sluqae ε_1(N ) = 0, soglasno svoæstvu sokraweniØ ε_nε_{n+1} = 0, imeem |σ(N )| ≤ ∑ n≥2 ε_n(N )τ^n < τ^2 + τ^4 + · · · = τ. (2.9)

Esli ße ε_1(N ) = 1, to analogiqno poluqaem neravenstvo | ∑ n≥3 ε_n(N )τ^n| ≤ τ^3 + τ^5 + · · · = τ^2. (2.10)

Iz (2.9), (2.10) vyvodim sledu¸wie neravenstva: −τ < σ(N ) < τ, esli ε_1(N ) = 0, i −1 < σ(N ) < −τ^3, esli ε_1(N ) = 1, iz kotoryh sleduet vkl¸qenie (2.8). �

SUMMY KVADRATOV 173 V sisteme Fibonaqqi qisla N ∈ N s kofffficientom ε_1(N ) = 0 nazyva¸tsØ qetnymi (F -qetnymi). Bolee tonkiæ analiz pokazyvet, qto

δ(N ) ∈ (−τ^2, τ ) dlØ F − qetnyh N, δ(N ) ∈ (−1, −τ^2) dlØ F − neqetnyh N.

(2.11)

Predloßenie 2.2. V sisteme sqisleniØ Fibonaqqi ∘-proizvede-

nie N_1 ∘ N_2 (1.7) vyqislØetsØ po formule

N_1 ∘ N_2 = ∑ n≥1 ∑ m≥1 ε_n(N_1)ε_n(N_2)F_{n+m}, (2.12)

gde N_1, N_2 ∈ N.

Zameqanie 2.1. Formula (2.12) pokazyvaet, qto ∘-umnoßenie

N_1 ∘ N_2 sovpadaet s krugovym umnoßeniem Knuta [3].

Dokazatel~stvo. Soglasno (2.6), imeem

δ(N_1 )δ(N_2) = ∑ n≥1 ∑ m≥1 ε_n(N_1)ε_n(N_2)(−τ )^{n+m}

= ∑ n≥1 ∑ m≥1 ε_n(N_1)ε_n(N_2)δ(F_{n+m}). (2.13)

Pust~ N ravno summe, stoØweæ v pravoæ qasti (2.12). Togda δ(N ) ≡ ∑ n≥1 ∑ m≥1 ε_n(N_1)ε_n(N_2)δ(F_{n+m}) mod Z~τ (2.14)

i, sledovatel~no,

δ(N ) ≡ δ(N_1)δ(N_2) ≡ δ(N_1 ∘ N_2) mod Z~τ. (2.15)

Poskol~ku qisla 1, ~τ nesoizmerimy, otobraßenie δ : Z → R in~ektivno. A tak kak, krome togo, vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ δ(N ),

δ(N_1 ∘ N_2) ∈ I, to iz (2.15) sleduet N = N_1 ∘ N_2. �

174 V. G. ȷURAVLEV

3. Kvazirexetka Fibonaqqi

Kvazirexetka Fibonaqqi F – ffto diskretnoe podmnoßestvo

iz R, opredelØemoe sledu¸wim obrazom

F = δ^′(Z), (3.1)

gde δ^′(N ) = (N − r(N )~τ )^′ = N + r(N )τ dlØ vseh N ∈ Z i^′ – soprØßenie v kvadratiqnom pole F = Q( √ 5). Kvazirexetka F obladaet rØdom interesnyh svoæstv.

Oboznaqim F^+ podmnoßestvo iz F, sostoØwee iz toqek vida

δ^′(N ) = N + r(N )τ s parametrami N ∈ N. Soglasno opredeleni¸

funkcii r(N ) p. 1.1, raznostnaØ funkciØ Δr(N ) = r(N ) − r(N − 1) ravna Δr(N ) = 1, esli N τ ∈ [τ^2, 1), i Δr(N ) = 0, esli N τ ∈ [0, τ^2). Ots¸da zakl¸qaem, qto mnoßestvo F^+ parametrizuetsØ vraweniØmi okrußnosti. Iz [12] sleduet, qto posledovatel~nost~

u = (u_1, u_2, . . . , u_N , . . . ) = (10110101 . . .), (3.2)

gde u_N = Δr(N ) = 0, 1, ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ Xturma. Posledovatel~nost~ u (3.2) polnost~¸ harakterizuet poloßitel~nu¸ qast~ F^+ kvazirexetki F, tak kak Δ(δ^′(N )) = 1+τ , esli

u_N = 1, i Δ(δ^′(N )) = 1, esli u_N = 0. Posledovatel~nost~ u in-

variantna otnositel~no podstanovki, deæstvu¸weæ na simvoly 0, 1 po pravilu π : 1 → 10, 0 → 1, i poluqaetsØ iz 1 mnogokratnym primeneniem podstanovki π:

π^0(1) = 1, π^1(1) = 10, π^2(1) = 101, π^3(1) = 10110, . . .

Dlina posledovatel~nosteæ π^n(1) ravna ♯π^n(1) = F_{n+1}, gde F_{n+1} – qislo Fibonaqqi (2.1), i dlØ nih vypolnØetsØ svoæstvo rekurrentnosti

π^{n+1}(1) + π^n(1) = π^{n+2}(1), (3.3)

gde sleva stoit posledovatel~nost~, poluqa¸waØsØ posledovatel~nym prodolßeniem π^{n+1}(1) fflementami posledovatel~nosti

π^n(1), t.e. – ffto nekommutativnaØ operaciØ prikladyvaniØ odnoæ

posledovatel~nosti k drugoæ. Naprimer, π^2(1) + π^1(1) = (101) + (10) = (10110). Oboznaqim F^+_N = {δ^′(M ) ∈ F^+ : M = 0, 1, . . . , N −1}. Togda iz (3.3) vytekaet

F^+_{Fn+1} ∪ (F^+_{Fn} + δ^′(F_{n+1})) = F^+_{Fn+2} , n = 1, 2, 3, . . . (3.4)

SUMMY KVADRATOV 175 – rekurrentnoe svoæstvo koneqnyh otrezkov podrexetki F^+ ⊂ F. Takim obrazom, F^+ moßno poluqit~ s pomow~¸ operaciæ sloßeniØ i predel~nogo perehoda iz dvuh ee qasteæ F^+_{F1} = {δ^′(0)} = {0} i F^+_{F2} = {δ^′(0), δ^′(1)} = {0, 1 + τ }.

Mnoßestvo δ(Z) \ {δ(−1)} obladaet central~noæ simmetrieæ: ιδ(N ) = −δ(N ) + δ(−2) dlØ l¸bogo N ∈ Z\ {−1}. Ispol~zuØ formulu (1.5), moßem zapisat~ ι na Øzyke parametrov:

ιδ(N ) = δ(−N − 2). (3.5)

Ots¸da poluqaem, qto prokolotaØ kvazirexetka F_h = F \

{δ(−1)} = F \ {−1} central~no simmetriqna: ιF_h = F_h s centrom simmetrii^1_2 δ(−2) =^{−1+τ}_2 , ne ØvlØ¸wimsØ fflementom iz F_h.

Krome simmetrii ι, kvazirexetka F dopuskaet bogatu¸ polugruppu podobiæ δ^′(Z_τ) ⊂ F, gde Z_τ – podmnoßestvo teh N ∈ Z, dlØ kotoryh |δ(N )| < τ . DlØ l¸bogo N ∈ Z_τ vypolnØetsØ vkl¸qenie δ^′(N ) · F ⊂ F. Osobyæ interes predstavlØet sluqaæ N = 1, kogda nabl¸daetsØ podobie λ · F ⊂ F (3.6) s kofffficientom λ = δ^′(1) = ~τ , ØvlØ¸wimsØ osnovnoæ ediniceæ kol~ca Fibonaqqi O = Z[~τ]. V dannom sluqae podobie (3.6) predstavlØet sobo¸ inflØci¸ prokolotoæ kvazirexetki F_h, sootvetstvu¸wu¸ podstanovke π.

Kvazirexetka F ne ØvlØetsØ periodiqeskoæ, t.e. ravenstvo

F + t = F vozmoßno tol~ko pri t = 0. �to vytekaet iz ana-

logiqnogo svoæstva mnoßestva parametrov δ(Z). Odnako, ime¸t mesto sledu¸wie dva svoæstva: F + F ⊂ F + R, F − F ⊂ F + R, (3.7) gde R = {0, ±τ }, oznaqa¸wie, qto kvazirexetka F “poqti” zamknuta otnositel~no operaciæ sloßeniØ i vyqitaniØ (svoæstvo Meæera).

176 V. G. ȷURAVLEV

4. Razloßenie na prostye mnoßiteli v ∘-kol~ce Fibonaqqi 4.1. Razloßenie na prostye mnoßiteli v kol~ce Fibonaqqi O

opredelØetsØ znaqeniem haraktera [13] χ(x) = (_x 5 ) kvadratiqnogo polØ F , gde (_∗ 5 ) – simvol Leßandra. Prostye qisla p ∈ Zne rasweplØ¸tsØ v F pri χ(p) = −1 i razvetvlØ¸tsØ pri χ(p) = 0. Ots¸da poluqaem opisanie vseh prostyh qisel kol~ca O:

p ≡ 2, 3 mod 5, (4.1) ℘, ℘^′, gde ℘ ≠ ℘^′, ℘℘^′ = p ≡ ±1 mod 5, ℘_5 = 2 + ~τ , gde ℘^2_5 = 5.

Zdes~ p – poloßitel~nye prostye qisla iz kol~ca Z.

4.2. Pokaßem, kak razloßenie na prostye mnoßiteli v kol~ce

O transformiruetsØ pri perehode k ∘-kol~cu^∘Z. Nazovem qisla

A, B ∈ Zassociirovannymi A ∼ B v ∘-kol~ce^∘Z, esli associiro-

vany δ(A) ∼ δ(B) v kol~ce O, t.e. δ(A) = εδ(B) dlØ nekotoroæ edinicy ε iz O. Poskol~ku, kak izvestno [13], l¸baØ edinica ε ∈ O^× predstavima v vide ε = (−1)^s(−τ )^t dlØ podhodØwih s = 0, 1, t ∈ Z, to A ∼ B togda i tol~ko togda, kogda s toqnost~¸ do perestanovki mestami A i B vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ:

A = F_n ∘ B, gde n ≥ 0; (4.2) A = (−1) · F_n ∘ B, gde n ≥ 0, δ(A) ∈ J = (−τ, τ ); A = 1, B = −1. Pri fftom v (4.2) polagaem F_0 ∘ B = B dlØ vseh B, t.e. my tem

samym dopolnØem ∘-kol~co Fibonaqqi^∘Zneætral~nym fflementom po ∘-umnoßeni¸ F_0.

DlØ A ≥ 0 uslovie δ(A) ∈ J moßno pereformulirovat~ v ter-

minah ∘-kol~ca^∘Z:

A = ε_1F_1 + ε_2F_2 + · · · + ε_nF_n + · · · , (4.3)

gde vypolnØetsØ odno iz ograniqeniæ: 1) ε_1 = 0 ili 2) ε_1 = 1 i sledu¸wiæ za nim kofffficient ε_k = 1 imeet qetnyæ indeks k. Iz usloviæ (4.2), v qastnosti, sleduet A ∼ 1 ili, qto ravnosil~no

SUMMY KVADRATOV 177

δ(A) ∼ −τ , gde τ – osnovnaØ edinica kvadratiqnogo kol~ca O,

togda i tol~ko togda, kogda

A = (−1)^s · F_n, gde s = 0, 1, n ≥ 1. (4.4)

Nazovem fflement F_0 i qisla A vida (4.4) edinicami ∘-kol~ca^∘Z.

Kak obyqno, budem oboznaqat~ mnoßestvo edinic iz^∘Zqerez^∘Z^×.

Razloßim qislo δ(A) ∈ O, gde A ≠ 0, na prostye mnoßiteli v kol~ce O

δ(A) = 2^{ν2} · ℘^{ν5}_5 ∏ p p^{νp} ∏ ℘ ℘^{ν℘} ∏ ℘^0

℘^{′ν℘0} , (4.5)

gde p ≡ 2, 3 mod 5, N_{F/}Q(℘) = N_{F/}Q(℘^′) = p, ℘℘^′ = p ≡ ±1 mod 5. Pust~ ϱ – prostoæ fflement kol~ca O. Vyberem minimal~noe n =

n_ϱ > 1 s usloviem (−τ )^nϱ ∈ J. Togda

(−τ )^nϱ = δ(R) dlØ nekotorogo R ∈ Z, δ(R) ∈ J. (4.6)

Iz (4.5), (4.6) vytekaet suwestvovanie n_A > 1 s uslovie (−τ )^{nA} δ(A) ∈ J i takogo, qto imeet mesto ravenstvo

(−τ )^{nA} δ(A) = δ(P_2)^{ν2} · δ(P_5)^{ν5} ∏ p δ(P )^{νp} ∏ ℘ δ(P)^{ν℘} ∏ ℘^0

δ(P^′)^{ν℘0} , (4.7)

gde vse δ(∗) ∈ J. Pri fftom vypolneny sledu¸wie otnoxeniØ associativnosti ∼ v kol~ce O:

δ(P_2) ∼ 2, δ(P_5) ∼ ℘_5 δ(P ) ∼ p, δ(P) ∼ ℘, δ(P^′) ∼ ℘^′. (4.8)

Iz vybora n_A sleduet, qto (4.7) moßno perepisat~ v vide

δ(F_{nA} ∘ A) = δ(P^{∘ν2}_2 ∘ P^{∘ν5}_5 ∘ ∏ p P^{∘νp} ∘ ∏ ℘ P^{∘ν℘} ∘ ∏ ℘^0

P^{′∘ν℘0} ), (4.9)

gde ispol~zovano sokrawenie A^{∘ν} = A ∘ · · · ∘ A (– ν raz). �to vozmoßno v silu naloßennogo v (4.7) ograniqeniØ δ(∗) ∈ J, v usloviØh kotorogo operaciØ ∘-umnoßeniØ stanovitsØ associativnoæ.

Tak kak δ : Z→ O – vloßenie, to iz (4.9) vyvodim

F_{nA} ∘ A = P^{∘ν2}_2 ∘ P^{∘ν5}_5 ∘ ∏ p P^{∘νp} ∘ ∏ ℘ P^{∘ν℘} ∘ ∏ ℘^0

P^{′∘ν℘0} (4.10)

– razloßenie qisla F_{nA} ∘ A, associirovannogo s A, na ∘-prostye

mnoßiteli v ∘-kol~ce^∘Z.

178 V. G. ȷURAVLEV

Predloßenie 4.1. L¸boe A ∈ Z, A ≠ 0, ØvlØetsØ ediniceæ (4.4)

∘-kol~ca Fibonaqqi^∘Zili razlagaetsØ v nem na ∘-prostye mnoßiteli

A ∼ P^{∘ν2}_2 ∘ P^{∘ν5}_5 ∘ ∏ p P^{∘νp} ∘ ∏ ℘ P^{∘ν℘} ∘ ∏ ℘^0

P^{′∘ν℘0} (4.11)

– sokrawennaØ zapis~ razloßeniØ vida (4.10). � Po opredeleni¸ qislo R ∈^∘ZØvlØetsØ ∘-prostym, esli δ(R) = ϱ – prostoæ fflement kol~ca O. S toqnost~¸ do associirovannosti, ∘-prostye qisla iz^∘Zime¸t vid:

1) P = p · F_n, gde p ≡ 2, 3 mod 5, n ≥ 1, (−τ )^np ∈ J; 2) P_5 = 4;

3) P, P^′, gde δ(P) ∼ ℘, δ(P^′) ∼ ℘^′, ℘℘^′ = p ≡ ±1 mod 5. Takim obrazom, meßdu mnoßestvom klassov associirovannyh ∘-prostyh qisel iz^∘Zi prostyh qisel kol~ca Fibonaqqi O suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, zadavaemoe otobraßeniem_∘ Z/^∘Z^{× δ−→}∼ O/O^× : N → δ(N ). 4.3. V kaqestve primera pokaßem, kak razloßenie p = ℘℘^′ v kol~-

ce O perenositsØ v ∘-kol~co^∘Z. Pust~ p = 11 ≡ ±1 mod 5. Naædem

A ∈ Zs usloviem δ(A) ∼ 11 v kol~ce O. Ukazannoe A moßno vy-

brat~ v vide A = 11 · F_n, gde (−τ )^n · 11 ∈ J, naprimer, n = 8. Imeem

δ(11 · F_8) = 11 · δ(F_8) = (−τ )^8 · 11 ∼ p,

gde p = 11 = ℘℘^′, ℘ = 3 + ~τ , ℘^′ = 3 + ~τ^′ = 3 − τ – prostye qisla v O, pri fftom ℘, ℘^′ /∈ J. Ots¸da imeem

δ(11 · F_8) = ℘_1℘_2, gde ℘_1 = (−τ )^5℘, ℘_2 = (−τ )^3℘^′, ℘_1, ℘_2 ∈ J.

DlØ vyqisleniØ ℘_1, ℘_2 zametim, qto (a − b~τ )(−τ ) = (a + b) − a~τ , otkuda vytekaet pravilo: (a, b) → (a + b, a) – preobrazovaniØ kofffficientov pri umnoßenii na edinicu −τ ∈ O^×. PrimenØØ ukazannoe pravilo k ℘ i ℘^′, nahodim ℘_1 = 19 − 12~τ = δ(19), ℘_2 = 14 − 9~τ = δ(14). Sledovatel~no, δ(11 · F_8) = δ(19)δ(14) = δ(19 ∘ 14), t.e. poluqaem 11 · F_8 = 19 ∘ 14 = 14 ∘ 19

SUMMY KVADRATOV 179 – razloßenie qisla A = 11 · F_8 = 374 na ∘-prostye mnoßiteli

P = 19, P^′ = 14 v^∘Z.

Iz privedennyh vyqisleniæ vytekaet sledu¸wee obwee utverßdenie. DlØ l¸bogo prostogo p ≡ ±1 mod 5 i n ≥ 1, (−τ )^n ∈ J, imeet mesto razloßenie p · F_n ∼ P ∘ P^′ na ∘-prostye somnoßiteli v^∘Z, udovletvorØ¸wie uslovi¸

δ(P) ∼ ℘, δ(P^′) ∼ ℘^′, gde p = ℘℘^′ – razloßenie v kol~ce Fibo-

naqqi O.

5. Summy kvadratov nad kol~com Z[ √ 5] 5.1. Vewestvennoe kvadratiqnoe pole F = Q(^√5) ØvlØetsØ odno-

klassnym h_F = 1 s kol~com celyh qisel O = Z[τ ] = Z[~τ]. Privedem v udobnom dlØ nas vide formuly dlØ koliqestv predstavleniæ r_k(α) total~no poloßitel~nogo qisla α iz O, t.e. α > 0,

α^′ > 0, gde α^′ – soprØßennoe k qislu α, v vide summy k = 2, 3, 4

kvadratov

x^2_1 + · · · + x^2_k = α, (5.1)

gde x_i ∈ O. Izvestno, qto kvadratiqnye formy x^2_1 + · · · + x^2_k dlØ

k ≤ 4 ØvlØ¸tsØ odnoklassnymi nad kol~com O. Esli peremennye x_i zapisat~ x_i = x_{i1} − x_{i2} ~τ v Z-bazise {1, ~τ} kol~ca O = Z[1,~τ], to

uravnenie (5.1) perepixetsØ v vide ravnosil~noæ emu sistemy kvadratiqnyh uravneniæ

x^2_{11} + x^2_{12} + · · · + x^2_{k1} + x^2_{k2} =a

2x_{11}x_{12} − x^2_{12} + · · · + 2x_{k1}x_{k2} − x^2_{k2} =b, (5.2)

gde x_{ij}, a, b ∈ Zi pri fftom α = a − b~τ . Iz pervogo ravenstva (5.2) sleduet, qto r_k(α) < ∞ dlØ vseh α. Pust~ α ∈ O, α = a − b~τ > 0,

α^′ = a + bτ > 0, N_{F/}Q(α) = a^2 − ab − b^2 – norma α otnositel~no

rasxireniØ F/Q, gde a, b ∈ Z.

5.2. Summy dvuh kvadratov nad Z[^√5]. Pust~ v oboznaqeniØh

(4.5) zadano razloßenie

α = 2^{ν2} · ℘^{ν5}_5 ∏ p p^{νp} ∏ ℘ ℘^{ν℘} ∏ ℘^0

℘^{′ν℘0} (5.3)

180 V. G. ȷURAVLEV total~no poloßitel~nogo qisla α ∈ O v proizvedenie prostyh qisel v kol~ce O. Koliqestvo predstavleniæ r_2(α) ≠ 0 togda i tol~ko togda, kogda pokazateli ν_℘, ν_℘0 qetnye dlØ vseh p ≡ ±1 mod 5, p ≡ 3 mod 4. Pri vypolnenii fftih usloviæ imeet mesto formula [14], [11]

r_2(α) = 4 · (ν_5 + 1) ∏ p≡2,3 mod 5

(ν_p + 1) ∏ p≡±1 mod 5, p≡1 mod 4

(ν_℘ + 1) ∏ p≡±1 mod 5, p≡1 mod 4

(ν_℘0 + 1). (5.4)

5.3. Summy qetyreh kvadratov nad Z[^√5]. Pust~ total~no po-

loßitel~noe qislo α ∈ O imeet razloßenie (5.3) v proizvedenie prostyh qisel v kol~ce O. Togda dlØ koliqestva predstavleniæ

r_4(α) qisla α v vide summy qetyreh kvadratov v kol~ce O vy-

polnØetsØ formula [15]

r_4(α) = 8 · c_2 · c_5 ∏ p|α p≡2,3 mod 5 c_p ∏ ℘|α N_{F/}Q(℘)=p p≡±1 mod 5 c_℘ ∏ ℘^0|α N_{F/}Q(℘^0)=p p≡±1 mod 5

c_℘0 . (5.5)

Lokal~nye mnoßiteli c_∗ v (5.5) opredelØ¸tsØ sledu¸wimi ravenstvami:

c_2 = 1, esli ν_2 = 0; c_2 = 2^{2ν2+1} − 5, esli ν_2 ≥ 1; (5.6)

c_5 = (5^{ν5+1} − 1)/4; (5.7)

c_p = (p^{2(νp+1)} − 1)/(p^2 − 1) dlØ prostyh p ≡ ±1 mod 5, p ≠ 2;

(5.8)

c_℘ = (p^{ν℘+1} − 1)/(p − 1), c_℘0 = (p^{ν℘0 +1} − 1)/(p − 1) (5.9)

dlØ prostyh ℘, ℘^′ s normoæ N_{F/}Q(℘) = N_{F/}Q(℘^′) = p, gde p ≡ ±1 mod 5.

5.4. Summy treh kvadratov nad Z[^√5]. DlØ k = 2, 4 funkcii

r_k(α), s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ, ØvlØ¸tsØ mul~ti-

plikativnymi. Inu¸ prirodu imeet funkciØ r_3(α). V [16] dokazana formula

r_3(α) = (5.10) 12h(−α) ω_α ∑ G_f (1 + { G_f 2 } )N_{F/}Q(f) ∏ ℘|f (1 − ( K_α ℘ ) )N_{F/}Q(℘)^{−1} ,

SUMMY KVADRATOV 181 gde h(−α) – qislo klassov polØ K_α = F ( √ −α); ω_α – indeks gruppy edinic O^× v gruppe edinic O^×_α polØ K_α. Summirovanie v (5.10) vedetsØ po vsem porØdkam G_f polØ K_α s usloviem √ −α ∈ G_f (5.11)

i proizvedenie beretsØ po vsem prostym delitelØm ℘ konduktora f porØdka G_f . Simvol (_{Kα} ℘ ) ØvlØetsØ rasxirennym simvolom

Artina i opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: (_{Kα} ℘ ) = 1, 0 ili −1 sootvetstvenno dlØ ℘ rasweplØ¸wegosØ, razvetvlennogo ili osta¸wegosØ prostym v pole K_α, { G_f 2 } = 1, esli 2|f, { G_f 2 } = ( K_α ℘ ) , esli 2 - f. (5.12)

Iz formuly (5.10) sleduet, qto v vewestvennom kvadratiqnom kol~ce O = Z[τ ] l¸boe total~no poloßitel~noe qislo α predstavimo v vide summy treh kvadratov celyh qisel [17].

Rassmotrim podrobnee sluqaæ polnogo kvadrata α = β^2, gde

β ≠ 0 – l¸boe qislo iz O.

Predloßenie 5.1. Pust~ β ∈ O, β ≠ 0, razloßeno v proizvedenie

β = β_1 · β_{−1}, gde β_1, β_{−1} ime¸t sledu¸wie razloßeniØ na prostye mnoßiteli v kol~ce Fibonaqqi O:

β_1 = ℘^{ν5}_5 ∏ p≡2,3 (mod 5) p^{νp} ∏ ℘ p≡±1 (mod 5) p≡1 (mod 4) ℘^{ν℘} ∏ ℘^0 p≡±1 (mod 5) p≡1 (mod 4)

℘^{′ν℘0} , (5.13)

β_{−1} = 2^{ν2} ∏ ℘ p≡±1 (mod 5) p≡3 (mod 4) ℘^{ν℘} ∏ ℘^0 p≡±1 (mod 5) p≡3 (mod 4)

℘^{′ν℘0} , (5.14)

pri fftom v (5.13), (5.14) N_{F/}Q(℘) = N_{F/}Q(℘^′) = p. Togda dlØ r_3(β^2 ) (5.10) vypolnØetsØ formula

r_3(β^2) = 6 · |N_{F/}Q(β_1)| · c(β_{−1}), (5.15) gde c(β_{−1}) = c(2^{ν2} ) ∏ ℘ p≡±1 (mod 5) p≡3 (mod 4) c(℘^{ν℘} ) ∏ ℘^0 p≡±1 (mod 5) p≡3 (mod 4)

c(℘^{′ν℘0} ) (5.16)

182 V. G. ȷURAVLEV i lokal~nye mnoßiteli c(∗) v (5.16) vyqislØ¸tsØ po formulam

c(2^{ν2} ) = 2 3 (4^{ν2+1} − 1) − 1,

c(℘^{ν℘} ) = (p^{ν℘} (p + 1) − 2)/(p − 1), c(℘^{′ν℘0} ) = (p^{ν℘0} (p + 1) − 2)/(p − 1) dlØ ℘℘^′ = p ≡ ±1 mod 5, p ≡ 3 mod 4.

Dokazatel~stvo. Po formule (5.10) imeem h(−β^2 ) = h(−1) = 1,

ω_β2 = ω_1 = 2. DlØ dokazatel~stva ravenstva h(−1) = 1 dostatoqno

v formule (5.10) poloßit~ α = 1. Oboznaqim c(β) =^1_6 r_3(β^2 ). Soglasno (5.10) funkciØ c(β) mul~tiplikativnaØ

c(β_1 · β_2) = c(β_1)c(β_2), esli g.c.d.(β_1, β_2) = 1. (5.17)

Pofftomu dlØ vyqiseniØ funkcii c(β) dostatoqno znat~ ee znaqeniØ na stepenØh prostyh qisel kol~ca O.

Sluqaæ β = 2^{ν2}. Iz opredeleniØ (5.12) vytekaet 1 + { G_f 2 } = { 2, esli 2|f, 1, esli 2 - f.

(5.18)

Iz vkl¸qeniØ √ −α = 2^{ν2} √ −1 ∈ O (5.11) sleduet, qto konduktor

imeet vid f = 2^0, 2^1, . . . , 2^{ν2}. Togda iz formuly (5.10) sleduet

c(2^{ν2} ) = 1 · 2^{2·0} + 2 · 2^{2·1} + · · · + 2 · 2^{2·ν2} = 2 3 (4^{ν2+1} − 1) − 1

– formula dlØ c(2^{ν2}) (5.16).

Sluqaæ β = p^{νp} , p ≡ 2, 3 mod 5. V dannyh usloviØh konduktor imeet vid f = p^0, p^1, . . . , p^{νp} . Iz formuly (5.10) poluqim

c(p^{νp} ) = 1 + (p^2 − p^0) + (p^4 − p^2) + · · · + (p^{2νp} − p^{2νp−2}) = p^{2νp} ,

t.e. poluqaem lokal~nyæ mnoßitel~ c(p^{νp} ) = N_{F/}Q(p^{νp} ). Imenno takoæ mnoßitel~ vhodit v |N_{F/}Q(β_1)| v formule (5.15).

OstavxiesØ lokal~nye mnoßiteli takße sqita¸tsØ po privedennoæ vyxe sheme. �

6. Summy kvadratov nad kvazirexetkoæ Fibonaqqi Teorema 6.1. 1. Pust~ F ⊂ R – kvazirexetka Fibonaqqi (3.1), α

– total~no poloßitel~noe qislo iz F. Togda koliqestvo rexeniæ r_{F,k}(α) uravneniØ x^2_1 + · · · + x^2_k = α, (6.1)

SUMMY KVADRATOV 183

gde k = 2, 3, 4 i x_i ∈ F, udovletvorØet neravenstvu r_{F,k}(α) ≥ 1 2 r_k(α), (6.2)

gde r_k(α) – koliqestvo predstavleniæ (5.4), (5.5), (5.10) qisla α v vide summy k-kvadratov celyh qisel polØ F = Q( √ 5). 2. Esli vypolnØetsØ dopolnitel~noe uslovie 0 ≤ α^′ < τ^2, gde α^′ – soprØßennoe k qislu α ,to imeet mesto ravenstvo

r_{F,k}(α) = r_k(α). (6.3)

Soglasno formule (5.10), vypolnØetsØ neravenstvo r_3(α) > 0 dlØ l¸bogo celogo total~no poloßitel~noe qisla α iz polØ F . Ots¸da i neravenstva (6.2) vytekaet

Sledstvie 6.1. L¸boe total~no poloßitel~noe qislo α iz kva-

zirexetki Fibonaqqi F predstavimo v vide summy treh kvadratov fflementov iz F.

Dokazatel~stvo teoremy 6.1. S pomow~¸ soprØßeniØ^′ v pole

F preobrazuem (6.1) v uravnenie

x^{′2}_1 + · · · + x^{′2}_k = α^′, (6.4)

gde v silu (3.1) x^′_i = δ(X_i) = X_i − r(X_i)~τ i α^′ = δ(A) = A − r(A)~τ dlØ nekotoryh celyh qisel X_i, A ∈ Z. Uravnenie (6.4) imeet

r_k(α^′) rexeniæ nad kol~com O, tak kak α^′ – total~no poloßi-

tel~noe qislo iz O. Dannoe uravnenie dopuskaet nad kol~com O simmetrii x^′_i → −x^′_i. PravaØ qast~ v (6.4) udovletvorØet neravenstvam 0 ≤ α^′ < τ , pofftomu k-mernaØ sfera (6.4) imeet radius, men~xiæ qem τ^{1/2} < √ 2τ . Ots¸da s uqetom simmetriæ zakl¸qaem, qto ne men~xe poloviny toqek x^′ = (x^′_1, . . . , x^′_k) ∈ (6.4) leßit v oblasti [−1, τ )^k. Pereseqenie [−1, τ ) ∩ O sovpadaet s mnoßestvom δ(Z). Pofftomu kaßdoe x^′_i iz [−1, τ ) ∩ O imeet vid

x^′_i = δ(X_i) dlØ nekotorogo X_i ∈ Z. L¸boe x^′_i ∈ O prinadleßit

poluintervalu [−1, τ ), a znaqit x_i = δ^′(X_i) ∈ F. Ots¸da, prinimaØ vo vnimanie ravenstvo r_k(α) = r_k(α^′) dlØ l¸bogo total~no poloßitel~nogo α ∈ O, poluqaem utverßdenie 1.

Esli vypolneno uslovie 0 ≤ α^′ < τ^2, to radius sfery (6.4) ne prevoshodit τ . V fftom sluqae vse toqki x^′ ∈ (6.4) soderßatsØ v oblasti [−1, τ )^k, i pofftomu neravenstvo (6.2) moßno zamenit~ na ravenstvo (6.2). �

184 V. G. ȷURAVLEV

Zameqanie 6.1. Iz dokazatel~stva teoremy 6.1 vytekaet raz-

bienie vseh kvadratov radiusov k-mernoæ sfery (6.1) na dva poluintervala [0, τ^2) i [τ^2, τ ), soderßawih α^′. V poslednem sluqae na sferu (6.1) popadaet tol~ko qast~ toqek s koordinatami iz kol~ca O, propuskaemyh oknom I^k = [−1, τ )^k. V fftom meste proØvlØetsØ suwestvennoe razliqie meßdu raspredeleniØmi toqek na sferah nad kvazirexetkoæ F i kvadratiqnym kol~com O. Moßno popytat~sØ zamenit~ (6.2) na ravenstvo vida

r_{F,k}(α) = c_{F,k}(α) · r_k(α) (6.5)

s kofffficientom 1/2 ≤ c_{F,k}(α) ≤ 1. Na uspeh moßno rasqityvat~ tol~ko dlØ razmernosteæ k, kogda imeet mesto ravnomernoe raspredelenie toqek na sferah (6.1) nad kol~com O. Vozmoßen i drugoæ pohod [11]: qerez vvedenie srednego znaqeniØ ^r_{F,k}(α), poluqa¸wegosØ usredneniem r_{F,k}(α) po vsem toqkam iz F, vybrannym v kaqestve centrov sfer. Esli emu sledovat~, to v naxem sluqae pridetsØ kubiqeskoe okno I^k zamenit~ k-mernym xarom i, znaqit, zamenit~ F kvazirexetkoæ sferiqeskogo tipa.

7. Summy kvadratov nad ∘-kol~com^∘Z 7.1. Perepixem uravnenie (6.4) v vide

δ(X_1)^2 + · · · + δ(X_k)^2 = δ(A). (7.1)

Vospol~zuemsØ formulami sloßeniØ i ∘-umnoßeniØ (1.11) v^∘Z. PrimenØØ ih k ravenstvu (7.1), poluqaem

δ(X_1 ∘ X_1 + · · · + X_k ∘ X_k) = δ(A) + M ~τ, (7.2)

gde M – nekotoroe qislo iz Z, zavisØwee ot X_i, A. Ispol~zuØ opredelenie funkcii δ (1.2), poluqaem ravenstvo

X_1 ∘ X_1 + · · · + X_k ∘ X_k = A, (7.3)

gde X_i, A prinadleßat kol~cu Z i A udovletvorØet uslovi¸

δ(A) = A − r(A)~τ – total~no poloßitel~noe qislo, t.e. v silu

ravenstva (1.4)

A − [(A + 1)τ ]~τ > 0, A + [(A + 1)τ ]τ > 0,

qto ravnosil~no

A > 0, A > [(A + 1)τ ]~τ . (7.4)

SUMMY KVADRATOV 185 Privedennye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto rexeniØ uravneniØ (7.1) vkladyva¸tsØ v mnoßestvo rexeniæ uravneniØ (7.3). Ots¸da i iz teoremy 6.1 poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 7.1. 1. Pust~ A ∈ Z– poloßitel~noe qislo, udovle-

tvorØ¸wee neravenstvu A > [(A + 1)τ ]~τ, gde τ =^{−1+√5}_2 – zolotoe seqenie i ~τ = τ + 1. Togda dlØ k = 2, 3, 4 uravnenie

X_1 ∘ X_1 + · · · + X_k ∘ X_k = A, (7.5)

gde X_i ∈ Zi X_i ∘ X_i = X^2_i + [(X_i + 1)τ ]^2, (7.6)

imeet qislo rexeniæ r_k(A), udovletvorØ¸wee neravenstvu r_k(A) ≥ 1 2 r_k(α), (7.7)

gde r_k(α) – koliqestvo predstavleniæ algebraiqeskogo qisla α = A − [(A + 1)τ ]~τ v vide summy k-kvadratov celyh qisel kol~ca Fibonaqqi O = Z[τ ], vyqislØemoe po formulam (5.4), (5.5) i (5.10).

2. Esli dopolnitel~no potrebovat~ vypolnenie usloviØ δ(A) <

τ^2, t.e. A < [(A + 1)τ ]~τ + τ^2, to poluqim usilenie neravenstva

(7.7):

r_k(A) ≥ r_k(α). (7.8) � 7.2. Summy dvuh kvadratov nad^∘Z. Pust~ A, n ∈ N, A ≠ 0, n

udovletvorØet neravenstvu 2n − 1 > log_τ^1_A i I = [−1, τ ). Togda, soglasno formuly (1.5), poluqaem α = δ(AF_{2n}) = Aδ(F_{2n}) ∈ I. Bolee togo, imeem 0 < α < τ i α — total~no poloßitel~noe qislo, ravnoe α = Aτ^{2n}, gde τ ØvlØetsØ osnovnoæ ediniceæ kol~ca Fibonaqqi O. Pust~ v sootvetstvii s (4.5) A imeet razloßenie

A = 2^{ν2} · 5^{ν5} · ∏ p≡2,3 mod 5 p^{νp} · ∏ p≡±1 mod 5

p^{νp} (7.9)

186 V. G. ȷURAVLEV na prostye qisla nad kol~com Z. Pust~ pokazateli ν_p v (7.9) budut qetnymi dlØ vseh p ≡ ±1 mod 5, p ≡ 3 mod 4. Togda v silu (5.4) uravnenie

x^2_1 + x^2 = α

nad kol~com O imeet qislo rexeniæ

r_2(α) = 4 · (2ν_5 + 1) ∏ p≡2,3 mod 5

(ν_p + 1) ∏ p≡±1 mod 5, p≡1 mod 4

(ν_p + 1)^2. (7.10)

Iz teoremy 6.1 vytekaet

Predloßenie 7.1. Pust~ A ∈ N, A ≠ 0, imeet razloßenie (7.9)

na prostye mnoßiteli nad kol~com Z, gde pokazateli ν_p qetnye dlØ vseh p ≡ ±1 mod 5, p ≡ 3 mod 4, i pust~ n – natural~noe qislo. Togda uravnenie

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 = A · F_{2n}, (7.11)

gde X_i ∈ Zi F_{2n} – qisla Fibonaqqi (2.1), imeet koliqestvo rexeniæ r_2(A · F_{2n}), udovletvorØ¸wee neravenstvu

r_2(A · F_{2n}) ≥

c(n) · (2ν_5 + 1) ∏ p≡2,3 mod 5

(ν_p + 1) ∏ p≡±1 mod 5, p≡1 mod 4

(ν_p + 1)^2, (7.12)

pri fftom c(n) = 2, esli n ≥ n_A, i c(n) = 4, esli n ≥ n_A + 1, gde

n_A = 1 2 ( log_τ 1 A + 1 ) . � Vyberem A = 1. Togda α = δ(F_{2n}) = τ^{2n} – edinica kol~ca O i, sledovatel~no, po formule (7.12) imeem r_2(F_{2n}) ≥ 2 dlØ vseh

n ≥ 1, t.e. uravnenie

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 = F_{2n} (7.13)

imeet celye rexeniØ X_i ∈ Z. V kaqestve odnogo iz rexeniæ moßno vybrat~ X_1 = F_n, X_2 = 0. Poskol~ku

[(F_n + 1)τ ] = F_{n−1},

SUMMY KVADRATOV 187 to prihodim k izvestnomu sootnoxeni¸ [18] dlØ qisel Fibonaq- qi F^2_n + F^2_{n−1} = F_{2n} dlØ vseh n ≥ 1. (7.14)

Sootnoxenie (7.14) stanovitsØ oqevidnym, esli, vospol~zovavxis~ formuloæ ∘-umnoßeniØ, ego perepisat~ v vide F_n ∘F_n = F_{2n}. Takim obrazom, qisla Fibonaqqi F_{2n} predstavimy summoæ kvadratov dvuh celyh qisel. A poskol~ku sosednie qisla Fibonaqqi F_{n−1}, F_n vzaimno prostye, to ots¸da vytekaet takße izvestnyæ fakt:

l¸bye prostye qisla p iz kol~ca Z, delØwie qislo Fibonaqqi F_{2n}, gde n ≥ 1, ime¸t vid p = 2 ili p ≡ 1 mod 4.

Sledstvie 7.1. Esli 0 ≤ m ≤ n − 1, to uravnenie

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 = F_{2m} · F_{2n} (7.15)

razreximo v celyh qislah X_i ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Vyberem v predloßenii 7.1 A = F2m s indek-

som 0 ≤ m ≤ n − 1 i vospol~zuemsØ formuloæ

F_k = τ^{−(k+1)} − (−τ )^{(k+1)} √ 5 dlØ k ≥ 0.

Poluqaem Aτ^{2n} = F_{2m}τ^{2n} ≤ F_{2n−2}τ^{2n} =^2√_5 τ < τ , otkuda sleduet vypolnenie neravenstva n ≥ n_{F2m} . UqityvaØ svoæstvo prostyh mnoßiteleæ qisel Fibonaqqi F_{2m}, iz predloßeniØ 1 poluqaem utverßdenie sledstviØ. �

Zameqanie 7.1. Moßet pokazat~sØ, qto rexeniØ uravneniØ

(7.15) poluqa¸tsØ kompozicieæ rexeniæ dvuh uravneniæ vida (7.11), u kotoryh sprava stoØt qisla Fibonaqqi F_{2m}, F_{2n}. V deæstvitel~nosti ffto ne tak: kompoziciØ rexeniæ privodit k ∘- proizvedeni¸ F_{2m} ∘F_{2n} v ∘-kol~ce Fibonaqqi^∘Z, a ne k obyqnomu proizvedeni¸ F_{2m} · F_{2n} v kol~ce celyh racional~nyh qisel Z.

Zameqanie 7.2. Takim obrazom, pri razloßenii qisel v summu

kvadratov nad ∘-kol~com^∘Zigra¸t rol~ oba umnoßeniØ ×, ∘. V predloßenii 7.1 vyØvlena rol~ razloßeniØ na prostye mnoßiteli v kol~ce Z. Esli v pravoæ qasti ravenstva (7.11) postavit~ proizvol~noe qislo N ∈ N, to analogiqnyæ rezul~tat budet formulirovat~sØ v terminah ∘-razloßeniæ iz p. 4.2.

188 V. G. ȷURAVLEV

7.3. Summy treh kvadratov nad^∘Z.

Teorema 7.2. L¸boe neotricatel~noe qislo A ∈ Z, udovletvorØ-

¸wee neravenstvu A ≥ [(A + 1)τ ]~τ, predstavimo v vide summy

X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 + X^2_3 + [(X_3 + 1)τ ]^2 = A, (7.16)

gde X_i ∈ Z.

Dokazatel~stvo vytekaet iz teoremy 7.1 i p. 5.4. � Predloßenie 7.2. Pust~ proizvol~noe fiksirovannoe qislo A ∈

ZudovletvorØet uslovi¸ A > [(A + 1)τ ]~τ − τ^{1/2} i r3(A ∘ A) – koli-

qestvo rexeniæ uravneniØ

X^2_1 +[(X_1 +1)τ ]^2 +X^2_2 +[(X_2 +1)τ ]^2 +X^2_3 +[(X_3 +1)τ ]^2 = A∘A, (7.17)

gde X_i ∈ Z. Togda dlØ r_3(A ∘ A) vypolnØetsØ sledu¸wee neravenstvo:

r_3(A ∘ A) ≥ 3 · |A^2 − A[(A + 1)τ ] − [(A + 1)τ ]^2|. (7.18)

Dokazatel~stvo. Po formule (1.5) zapisyvaem ravenstvo δ(A ∘

A) = δ(A)^2 − ϱ(A, A)~τ , gde ϱ(A, A) = 1 ili 0 sootvetstvenno dlØ δ(A)^2 ≥ τ ili δ(A)^2 < τ . Po uslovi¸ predloßeniØ δ(A)^2 < τ ,

pofftomu v naxem sluqae vypolnØetsØ ravenstvo δ(A ∘ A) = δ(A)^2 i, sledovatel~no, radius sfery (7.1) |δ(A)| < τ^{1/2} < √ 2τ . �to oznaqaet, qto my moßem primenit~ teoremu 7.1 k qislu A ∘ A.

Teper~ ocenim koliqestvo rexeniæ r_3(α) dlØ total~no poloßitel~nogo qisla α = δ(A ∘ A) = δ(A)^2, ØvlØ¸wegosØ polnym kvadratom v pole F = Q(τ ). Po formule (5.16) mnoßitel~

c(β_{−1}) ≥ |N_{F/}Q(β_{−1})|. Pofftomu, ispol~zuØ formulu (5.15), priho-

dim k neravenstvu

r_3(δ(A ∘ A)) ≥ 6 · |N_{F/}Q(δ(A))|, esli δ(A)^2 < τ, (7.19)

gde, soglasno (1.4), norma vyqislØetsØ po formule

N_{F/}Q(δ(A)) = A^2 − A[(A + 1)τ ] − [(A + 1)τ ]^2.

Ots¸da po teoreme 7.1 poluqaem neravenstvo (7.18). �

SUMMY KVADRATOV 189

7.4. Summy qetyreh kvadratov nad^∘Z.

Teorema 7.3. Pust~ l¸boe neotricatel~noe qislo A ∈ Zudovle-

tvorØet uslovi¸ A ≥ [(A + 1)τ ]~τ i r_4(A) – koliqestvo rexeniæ uravneniØ X^2_1 + [(X_1 + 1)τ ]^2 + X^2_2 + [(X_2 + 1)τ ]^2 + X^2_3 +[(X_3 + 1)τ ]^2 + X^2_4 + [(X_4 + 1)τ ]^2 = A, (7.20) gde X_i ∈ Z. Togda r_4(A) udovletvorØet neravenstvu

r_4(A) ≥ c(A) · |A^2 − A[(A + 1)τ ] − [(A + 1)τ ]^2|, (7.21) gde c(A) = 3, esli 2|A i 4 - A, i c(A) = 4 – v ostal~nyh sluqaØh.

Dokazatel~stvo. Iz formul (5.6)–(5.9) sleduet

c_2 = 3, esli ν_2 = 1, c_2 ≥ |N_{F/}Q(2^{ν2} )|, esli ν_2 = 0 ili ν_2 ≥ 2, c_5 ≥ |N_{F/}Q(℘^{ν5}_5 )|, c_p ≥ |N_{F/}Q(p^{νp} )|, c_℘ ≥ |N_{F/}Q(℘^{ν℘} )|, c_℘0 ≥ |N_{F/}Q(℘^{′ν℘0} )|. Ots¸da i formuly (5.5) poluqaem neravenstvo

r_4(α) ≥ c(α)|N_{F/}Q(α)|, (7.22)

gde c(α) = 6, esli ν_2 = 1, i c(α) = 8 – v ostal~nyh sluqaØh. Teper~ neravenstvo (7.21) sleduet iz teoremy 7.1 i neravenstva (7.22). � Literatura

1. R. Lifshitz, The square Fibonacci tiling, J. Alloys and Compaunds 342 (2002),

186-190.

2. G. Urban, J. Wolny, Average unit cell of a square Fibonacci tiling, J. Non-Cryst.

Solids (2004), 334-335, 105-109.

3. D. E. Knuth, Fibonacci multiplication, Appl. Math. Lett. 1 (1988), 57–60. 4. A. Messaoudi, Tribonacci multiplication, Appl. Math. Lett. 15 (2002), 981–985. 5. R. V. Moody, Model sets: a survey, from Quasicrystals to more complex systems.

Eds. F. Alex, F. Dénoyer and J. P. Gazeau, EPD Science, Les Ulis, and Springer- Verlag, Berlin, 2000.

6. J. F. Sadoc, R. Mosseri, The E8 lattice and quasicrystals: geometry, number theory

and quasicrystals, J. Phys. A 26 (1993), 1789–1809.

190 V. G. ȷURAVLEV 7. R. V. Moody, J. Patera, Quasicrystals and icosians, J. Phys. A 26 (1993), 2829–

2853.

8. R. V. Moody, A. Weiss, On shelling E8 quasicrystals, J. Number Theory 47 (1994),

405–412.

9. A. Weiss, On shelling icosahedral quasicrystals, Directions in mathematical qua-

sicrystals, 161–176 GRM Monogr. Ser. 13, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2000.

10. J. Morita, K. Sakamoto, Octagonal quasicrystals and a formula for shelling, J.

Phys. A 31 (1998), 9321–9325.

11. M. Baake, U. Grimm, A note on shelling, Discrete Comput. Geom. 30 (2003),

573–589.

12. N. P. Fogg, Substitutions in dynamics, arithmetics, and combinatorics, Lect. Notes

Math. 1794 (2002).

13. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. M., 1985. 14. J. Hardy, Sums of two squares in a quadratic ring, Acta Arithm. 14 (1968), 357–

369.

15. H. Cohn, G. Pall, Sums of four squares in a quadratic ring, Amer. J. Math. 83

(1962), 536–556.

16. E. N. Donkar, On sums of three integral squares in algebraic number fields, Amer.

J. Math. 99 (1977), 1297–1328.

17. H. Maass, Über die Darstellung total positiver Zahlen des Körpers R(p5) als

Summe von drei Quadraten, Abh. Math. Sem. Hamb. 14 (1941), 185–191.

18. P. Ribenboim, The book of prime number records. Springer-Verlag, Berlin, 1989.

Postupilo 26 i¸nØ 2006 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet

E-mail: vzhuravlev@mail.ru