Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

A. S. ȷuk, V. V. ȷuk

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` LINE`NYMI METODAMI APPROKSIMACII

Rabota sostoit iz treh paragrafov.

V §1 poluqeno obobwenie izvestnoæ teoremy Hardi–ınga (sm., naprimer, [1, s. 141, 142; 2, s. 258]), igra¸weæ vaßnu¸ rol~ v teorii priblißeniØ. Dalee, ustanovleno, qto dlØ l¸boæ 2π-periodiqeskoæ funkcii, summiruemoæ na periode, spravedliva formula π∫ −π f(t)dt = 2^r((r − 1)!) ∞∫ −∞ f(t) ( sin^t_2 t )_r 1 A_r (t) dt, (1) gde A_r (t) – nekotorye poloßitel~nye trigonometriqeskie polinomy porØdka ne vyxe [r/2], kotorye legko vypisyva¸tsØ v Øvnoæ forme. Formula (1), v qastnosti, pozvolØet poluqat~ dlØ agregatov priblißeniØ (v tom qisle i klassiqeskih, takih kak summy Fur~e) novye formy zapisi, kotorye estestvennym obrazom rasprostranØ¸t ih na bolee xirokie klassy funkciæ, qem periodiqeskie. UpomØnutye vyxe rezul~taty primenØ¸tsØ k rØdu voprosov teorii priblißeniØ.

V §2 poluqeny novye approksimativnye harakteristiki dlØ funkciæ, vhodØwih v klassy nasyweniØ moduleæ nepreryvnosti razliqnyh porØdkov dlØ prostranstv L_p periodiqeskih funkciæ.

Primerom ustanovlennyh zdes~ utverßdeniæ moßet slußit~ sledu¸wee predloßenie.

Pust~ C – prostranstvo nepreryvnyh 2π-periodiqeskih funkciæ s ravnomernoæ normoæ,

Φ_n(t) = 1 2πn ( sin^{nt}_2

sin^t_2

)_2

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 05-01- 00742. 134

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 135 – Ødro Feæera. Togda dlØ f ∈ C sootnoxeniØ lim n→∞ πn ln n ‖ ‖ π∫ 0 {f(x + t) − f(x)}Φ_n(t)dt ‖ ‖ 6 K, f ∈ Lip_K 1

ffkvivalentny.

V §3 rassmatriva¸tsØ nepreryvnye, periodiqeskie i qetnye po kaßdoæ peremennoæ funkcii neskol~kih peremennyh s neotricatel~nymi kofffficientami Fur~e.

Odnomernye rezul~taty V. V. ȷuka [3; 4], posvØwennye fftim voprosam, v ves~ma original~noæ traktovke byli rasprostraneny v deponirovannoæ rabote [5] N. S. ȷuk na sluqaæ funkciæ neskol~kih peremennyh. Poluqennye v [5] rezul~taty polnost~¸ sohranili svoe znaqenie, odnako, do sih por ne opublikovany. Oni i sostavili soderßanie §3.

§1. Nekotorye predstavleniØ agregatov priblißeniØ

1. V dal~neæxem C , R, R+, Z, Z+, N sut~ sootvetstvenno mnoße-

stva kompleksnyh, vewestvennyh, neotricatel~nyh vewestvennyh, celyh, neotricatel~nyh celyh, natural~nyh qisel, Q =

[−π, π]. Funkcii, ime¸wie v nekotoroæ toqke ustranimyæ raz-

ryv, doopredelØ¸tsØ v fftoæ toqke po nepreryvnosti; v drugih sluqaØh simvol^0 ponimaetsØ kak 0. Zapis~ k = a, b, gde a,

b ∈ R∪ {−∞, +∞}, a 6 b, oznaqaet, qto k probegaet vse celye qi-

sla meßdu a i b, vkl¸qaØ a i b, esli oni celye. Po opredeleni¸ ∞∑ h=−∞ d_k = ∑ k∈Z^{dk = d0 + ∞∑}k=1^{(dk + d−k).} Pust~ E promeßutok v R. Pri 1 6 p < ∞ qerez L_p(E) oboznaqaem prostranstvo izmerimyh funkciæ f : E → C , u kotoryh ‖f‖_{p,E} = ( ∫ E |f|^p )_{1/p} < ∞. Qerez L_∞(E) oboznaqaem prostranstvo izmerimyh funkciæ f :

E → C , u kotoryh ‖f‖_{∞,E} = vraisup_{x∈E} |f(x)| < ∞.

136 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Esli E = Q, to vmesto L_p(Q) i ‖f‖_{p,Q} pixem prosto L_p i ‖f‖_p; pri fftom funkcii, vhodØwie v L_p, sqita¸tsØ 2π-periodiqeskimi; C – prostranstvo nepreryvnyh 2π-periodiqeskih funkciæ f : R → C s normoæ ‖f‖ = max_{x∈}R|f(x)|. Pust~ f ∈ L_1. Togda

a_k(f) = 1 π ∫ Q f(t) cos ktdt, b_k(f) = 1 π ∫ Q f(t) sin ktdt,

c_k(f) = 1 2π ∫ Q f(t)e^{−ikt}dt – kofffficienty Fur~e funkcii f; s_n(f, x) = n∑ k=−n c_k(f)e^{ikx},

σ_n(f, x) = 1 n + 1 n∑ k=0 s_k(f, x) = n∑ k=−n ( 1 − |k| n + 1 ) c_k(f)e^{ikx} sut~ sootvetstvenno summy Fur~e i Feæera funkcii f;

Φ_n(t) = 1 2πn ( sin^{nt}_2 sin^t_2

)_2

– Ødro Feæera. Pust~ f ∈ L_1(R). Togda a(f, z) = ∫ R^{f(t) cos ztdt, b(f, z) =} ∫ R^{f(t) sin ztdt,} c(f, z) = ∫ R^{f(t)e−iztdt} – preobrazovaniØ Fur~e funkcii f.

2. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie izvestnye fakty. Teorema A (sm., naprimer, [6, s. 56, 68]). Pust~ 1 6 p 6 ∞,

f ∈ L_p pri 1 6 p < ∞ i f ∈ C pri p = ∞. Togda lim n→∞ ‖f − σ_n(f)‖_p = 0.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 137

Teorema V (sm., naprimer, [7, s. 28, formula (11)]). Pust~

r − 1 ∈ N. Togda ∫ R+^{( sin xx )r cos xtdx =} = rπ 2 ∑ 06l<(|t|+r)/2 (−1)^l(|t|+r−2l)^r�1 l!(r−l)! , esli 0 6 |t| 6 r, 0, esli |t| ¿ r. 3. Sledu¸wee vaßnoe predloßenie prinØto v literature nazy-

vat~ teoremoæ Hardi–ınga (sm., naprimer, [1, s. 141, 142; 2, s. 258], v svØzi s istorieæ voprosa sm. takße [8, s. 506-508]).

Teorema S. Pust~ f ∈ L1, funkciØ g ∈ L1(R) imeet ograniqennu¸

variaci¸ na R. Togda fg ∈ L_1(R) i spravedlivo ravenstvo ∫ R^{f(t)g(t)dt =} ∑ k∈Z^{ck(f)} ∫ R^{g(t)eiktdt.} �ta teorema vposledstvii razvivalas~ v rØde napravleniæ v [9].

My seæqas ustanovim ewe odno usilenie teoremy S. V svØzi s fftim snaqala dokaßem sledu¸wee prostoe utverßdenie.

Lemma 1. Pust~ X – normirovannoe prostranstvo, xk ∈ X (k =

0, ∞), s_n = n∑ k=0 x_k, σ_n = (1/n)^{n−1} ∑ k=0 s_k, τ_n = (1/n)^{2n−1} ∑ k=n s_k. Togda, esli lim n→∞ σ_n = s, lim_{n→∞}^{2n−1} ∑ k=n+1 ‖x_k‖_X = 0, to lim_{n→∞} s_n = s.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto

τ_n = 2σ_{2n} − σ_n, (1)

τ_n = s_n + 2n∑ k=n+1 ( 2 − k n ) x_k. V silu (1) i usloviØ limσ_n = s imeem limτ_n = s. Dalee, ‖τ_n − s_n‖_X = ‖ 2n∑ k=n+1 ( 2 − k n ) x_k‖_X 6 2n−1∑

k=n+1 ‖x_k‖_X →_{n→∞} 0.

138 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Iz privedennyh sootnoxeniæ i oqevidnogo neravenstva ‖s_n − s‖_X 6 ‖s_n − τ_n‖_X + ‖τ_n − s‖_X srazu sleduet, qto lims_n = s.

Teorema 1. Pust~ f ∈ L1, Pk = [2πk, 2π(k + 1)], funkciØ Φ ∈ L1(R)

takova, qto rØd ∑ k∈Z^{supx∈P}k^{|Φ(x)|} shoditsØ, x ∈ R. Togda, esli lim n→∞ 2n∑ k=n (|a_k(f)| + |b_k(f)|)(|a(Φ, k)| + |b(Φ, k)|) = 0, (2) to f(· + x)Φ ∈ L_1(R) i ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt =} ∑ k∈Z^{ck(f)} ( ∫ R^{Φ(t)eiktdt} ) e^{ikx}, (3)

priqem rØd v pravoæ qasti ravenstva (3) shoditsØ ravnomerno na R. Dokazatel~stvo. Preßde vsego ustanovim, qto funkiØ f(· + x)Φ

prinadleßit L_1(R). Imeem ∫ R^{|f(x + t)Φ(t)|dt = ∑}k∈Z ∫ P_k |f(x + t)Φ(t)|dt 6^∑_{k∈}Zmk^∫_P k |f(x + t)|dt = ‖f‖_1 ∑ k∈Z^{mk < ∞.} Teper~ pokaßem, qto v usloviØh teoremy

α_n = sup_{x∈}R | | ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt −} n∑ k=−n ( 1 − |k| n ) c_k(f)

× ( ∫ R^{Φ(t)eiktdt} ) e^{ikx} | | →_{n→∞} 0,

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 139 t.e., inymi slovami, rØd ∑ k∈Z^{ck(f)} ( ∫ R^{Φ(t)eiktdt} ) e^{ikx} summiruetsØ v prostranstve C metodom srednih arifmetiqeskih k integralu ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt.} Imeem

α_n = sup_{x∈}R | | ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt −} ∫ R^{σn−1(f, x + t)Φ(t)dt} | | 6 sup_{x∈}R^∫ R^{|f(x + t) − σn−1(f, x + t)||Φ(t)|dt 6 supx∈}R ∑ k∈Z^{mk} × ∫ P_k |f(x + t) − σ_{n−1}(f, x + t)|dt = ‖f − σ_{n−1}(f)‖_1 ∑ k∈Z^{mk. (4)} Tak kak lim_{n→∞} ‖f − σ_{n−1}(f)‖_1 = 0 (teorema A, p = 1), to iz (4) vytekaet, qto limα_n = 0.

Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto ∞∑ k=−∞ c_k(f) ( ∫ R^{Φ(t)eiktdt} ) e^{ikx} = a_0(f) 2 a(Φ, 0)

+ ∞∑ k=1 {(a_k(f)a(Φ, k) + b_k(f)b(Φ, k)) cos kx + (b_k(f)a(Φ, k) −a_k(f)b(Φ, k)) sin kx}. (5) Dalee,

β_n = 2n−1∑

k=n+1 ‖(a_k(f)a(Φ, k) + b_k(f)b(Φ, k)) cos kx + (b_k(f)a(Φ, k)

−a_k(f)b(Φ, k)) sin kx‖ 6 2n−1∑

k=n+1 (|a_k(f)| + |b_k(f)|)(|a(Φ, k)| + |b(Φ, k)|).

140 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Sledovatel~no, v silu (2), limβ_n = 0. Iz sootnoxeniæ lim α_n =

lim β_n = 0 i lemmy 1 (v kotoroæ nado poloßit~ X = C) vytekaet,

qto rØd ∑ k∈Z^{ck(f)} ( ∫ R^{Φ(t)eiktdt} ) e^{ikx} shoditsØ v prostranstve C k integralu ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt.} Zameqanie 1. OsnovyvaØs~ na rezul~tatah, izloßennyh v rabo-

te [9], netrudno ustanovit~, qto teorema C ØvlØetsØ sledstviem teoremy 1.

Poloßim pri r − 1 ∈ N

λ_r (t) = ∑ 06l<(|t|+r/2)^{(−1)} lC^l_r(|t| +^r_2 − l)^{r−1}, esli |t| 6^r_2 ,

0, esli |t| ¿^r_2 .

OpiraØs~ na teoremy 1 i B, posle prostyh preobrazovaniæ prihodim k sledstvi¸ 1.

Sledstvie 1. Pust~ r − 1 ∈ N, a > 0, f ∈ L1. Togda

(r − 1)!

πa^{r−1}λ_r (0) ∫ R^{f(x + t)} ( sin at t )_r dt

= [ar]∑

k=−[ar] c_k(f) λ_r (_k 2a ) λ_r (0) e^{ikx}, (6) gde [b], kak obyqno, est~ celaØ qast~ qisla b.

Iz (6) v qastnosti sleduet, qto pri n ∈ N 2 πn ∫ R^{f(x + t)} ( sin^{nt}_2 t )_2 dt = n∑ k=−n ( 1 − |k| n ) c_k(f)e^{ikx}, (7)

12 πn^3 ∫ R^{f(x + t)} ( sin^{nt}_2 t )_4 dt = 2n∑ k=−2n g( k n )c_k(f)e^{ikx}, (8) gde g(t) = { 1 −^3_2 t^2 +^3_4 |t|^3, esli |t| 6 1, 2 − 3|t| +^3_2 t^2 −^1_4 |t|^3, esli 1 6 |t| 6 2.

Formuly (7) i (8) privedeny v knige [1, s. 144, 375]. Sootnoxenie (6) takße moßet byt~ otneseno k ranee izvestnym.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 141

Sledstvie 2. Pust~ r − 1 ∈ N, a > 0, f ∈ L1. Togda

(r − 1)! πa^{r−1}λ_r(0) ∫ R^{f(t)} ( sin at t )_r dt

= 1 2π ∫ Q f(t){1 + 2 [ra]∑

k=1 λ_r(^k_{2a} ) λ_r(0) cos kt}dt. (9) Sledstvie 3. Pust~ r − 1 ∈ N, f ∈ L1. Togda

(r − 1)!2^{r−1} πλ_r (0) ∫ R^{f(t)} ( sin^t_2 t )_r dt

= 1 2π ∫ Q f(t){1 + 2 [r/2]∑

k=1 λ_r(k) λ_r(0) cos kt}dt. (10) DlØ dokazatel~stva (10) dostatoqno poloßit~ v (9) a = 1/2.

4. Privedem nebol~xie tablicy Øvnyh vyraßeniæ funkiæ λr (t)

i qisel λ_r(k). �ti veliqiny polezny v rØde voprosov teorii priblißeniØ, v qastnosti oni tesno svØzany s Ødrami V. A. Steklova.

142 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Tablica 1. ˚vnye vyraßeniØ funkciæ λr(t) dlØ r = 2, 8 pri jtj 6 r/2

r = 2

r = 3

r = 4

r = 5

r = 6

r = 7

r = 8

jtj 6 1 λ2(t) = �jtj + 1 jtj 6 1/2 λ3(t) = �2t^2 + 3/2 1/2 6 jtj 6 3/2 λ3(t) = t^2 � 3jtj + 9/4 jtj 6 1 λ4(t) = 3jtj^3 � 6t^2 + 4 1 6 jtj 6 2 λ4(t) = �jtj^3 + 6t^2 � 12jtj + 8 jtj 6 1/2 λ5(t) = 6t^4 � 15t^2 +^{115}_8 1/2 6 jtj 6 3/2 λ5(t) = �4t^4 + 20jtj^3 � 30t^2 + 5jtj +^{55}_4 3/2 6 jtj 6 5/2 λ5(t) = t^4 � 10jtj^3 +^{75}_2 t^2 �^{125}_2 jtj +^{625}_{16} jtj 6 1 λ6(t) = �10jtj^5 + 30t^4 � 60t^2 + 66 1 6 jtj 6 2 λ6(t) = 5jtj^5 � 45t^4 + 150jtj^3 � 210t^2 + 75jtj + 51 2 6 jtj 6 3 λ6(t) = �jtj^5 + 15t^4 � 90jtj^3 + 270t^2 � 405jtj + 243 jtj 6 1/2 λ7(t) = �20t^6 + 105t^4 �^{1155}_4 t^2 +^{5887}_{16}

1/2 6 jtj 6 3/2^{λ7(t) = 15t6}

� 105jtj^5 +^{945}_4 t^4 �^{175}_2 jtj^3 �^{4095}_{16} t^2 �^{105}_{16} jtj +^{23583}_{64}

3/2 6 jtj 6 5/2^{λ7(t) =}

�6t^6 + 84jtj^5 �^{945}_2 t^4 + 1330jtj^3 �^{14805}_8 t^2 +^{3801}_4 jtj +^{4137}_{32}

5/2 6 jtj 6 7/2^{λ7(t) =} jtj^6 � 21jtj^5 +^{735}_4 t^4 �^{1715}_2 jtj^3 + 36015 16 t2 �^{50421}_{16} jtj +^{117649}_{64} jtj 6 1 λ8(t) = 35jtj^7 � 140t^6 + 560t^4 � 1680t^2 + 2416 1 6 jtj 6 2^{λ8(t) =} �^{21}j^tj^{7 + 252t6} �^{1176}j^tj^{5 + 2520t4} �1960jtj^3 � 504t^2 � 392jtj + 2472 2 6 jtj 6 3^{λ8(t) = 7}j^tj^7 �^{140t6 + 1176}j^tj^5 �^{5320t4}

+13720jtj3 � 19320t2 + 12152jtj� 1112

3 6 jtj 6 4^{λ8(t) =} �j^tj^{7 + 28t6} �^{336}j^tj^{5 + 2240t4} �^{8960}j^tj^3

+21504t2 � 28672jtj + 16384

5. Poloßim pri r − 1 ∈ N

A_r (t) = λ_r (0) + 2 [r/2]∑

k=1 λ_r (k) cos kt. Togda sootnoxenie (10) moßno perepisat~ v vide

(r − 1)!2^{r−1} π ∫ R^{f(t)} ( sin^t_2 t )_r dt = 1 2π ∫ Q f(t)A_r (t)dt. (11)

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 143

Tablica 2. Qisla λr(k) pri r = 2, 10.

λ2(0) = 1; λ3(0) = 3/2, λ3(1) = 1/4; λ4(0) = 4, λ4(1) = 1; λ5(0) = 115/8, λ5(1) = 19/4,λ5(2) = 1/16; λ6(0) = 66, λ6(1) = 26, λ6(2) = 1; λ7(0) = 5887/16, λ7(1) = 10543/64,λ7(2) = 361/32,λ7(3) = 1/64; λ8(0) = 2416,λ8(1) = 1191, λ8(2) = 120, λ8(3) = 1; λ9(0) = 2337507/128,λ9(1) = 310661/32, λ9(2) = 82903/64,λ9(3) = 819/32,λ9(4) = 1/256; λ10(0) = 156190, λ10(1) = 88234,λ10(2) = 14608,λ10(3) = 502, λ10(4) = 1.

Lemma 2. Pust~ r − 1 ∈ N. Togda min_{t∈}RAr (t) > 0.

Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ rassmotreniem sluqaØ, kogda r−1 2 ∈ N, t.e. sluqaem neqetnogo r. Sluqaæ qetnogo r rassma-

trivaetsØ analogiqno, no prowe. Imeem ∫ R^{f(x + t)} ( sin^t_2 t )_r dt = ∞∑ k=−∞

2π(k+1) ∫ 2πk f(x + t) ( sin^t_2 t )_r dt

= ∞∑ k=−∞ 2π∫ 0 f(x + t)(−1)^{kr} ( sin^t_2 t + 2πk )_r dt

= 2π∫ 0 f(x + t) ∞∑ k=−∞ (−1)^{kr} ( sin^t_2 t + 2πk )_r dt.

Poloßim

B_r (t) = ( sin^t_2 t )_r + ∞∑ k=1 (−1)^{kr} {( sin^t_2 t + 2πk )_r + ( sin^t_2 t − 2rk )_r} .

144 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Pri t ∈ (0, 2π) summa rØda ∞∑ k=1 (−1)^{kr} {( 1 t + 2πk )_r + ( 1 t − 2πk )_r}

= ∞∑ k=1 (−1)^k

(t − 2πk)^r + (t + 2πk)^r (t^2 − 4π^2k^2)^r = ∞∑ k=1 (−1)^{k+1}

(t + 2πk)^r + (t − 2πk)^r (4π^2k^2 − t^2)^r = ∞∑ k=1 (−1)^{k+1}β_k(t)

neotricatel~na, ibo

β_k(t) = 1 (4π^2k^2)^r r∑ l=0 C^l_rt^{r−l}(2πk)^l +^r ∑ l=0 C^l_rt^{r−l}(2πk)^l(−1)^l ( 1 −^{t2}_{4π2k2} )_r

= 2 [r/2]∑ l=0 C^{2l}_r t^{r−2l (2πk)2l}_{(2πk)r} ( 1 −^{t2}_{4π2k2} )_r 1 (2πk)^r ubyvaet s rostom r. Ots¸da vytekaet, qto B_r (t) > 0 pri t ∈

(0, 2π). Neposredstvenno vyqisleniØ da¸t: B_r (0) = B_r (2π) = 2^{−r}.

FunkciØ B_r (t) nepreryvna na [0, 2π]. Pofftomu iz skazannogo vyxe sleduet, qto min_{[0,2π]} B_r(t) > 0. Dalee, v silu (11), dlØ l¸boæ f ∈ L_1 spravedlivo ravenstvo

(r − 1)!2^r 2π∫ 0 f(t)B_r (t)dt = 2π∫ 0 f(t)A_r (t)dt. Znaqit, pri l¸bom k ∈ Z

c_k((r − 1)!2^rB_r ) = c_k(A_r )

i potomu

A_r (t) = (r − 1)!2^rB_r (t) ¿ (r − 1)!2^r min_{[0,2π]} B_r (t) > 0.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 145

Sledstvie 4. Pust~ r − 1 ∈ N. Togda

A_r(0) = λ_r (0) + 2 [r/2]∑

k=1 λ_r (k) = (r − 1)!

Dokazatel~stvo. Imeem

A_r(0) = (r − 1)!2^rB_r (0) = (r − 1)!

Teorema 2. Pust~ r − 1 ∈ N, f ∈ L1. Togda ∫ Q f(t)dt = (r − 1)!2^r ∫ R^{f(t)} ( sin^t_2 t )_r 1 A_r (t) dt. (12) DlØ dokazatel~stva sootnoxeniØ (12) dostatoqno primenit~ formulu (11) k funkcii g ∈ L_1 i, prinØv vo vnimanie lemmu 2, poloßit~ f(t) = g(t)A_r (t).

6. Formula (12) ves~ma polezna v voprosah teorii approksi-

macii. Ona daet vozmoßnost~ legko perehodit~ ot formy zapisi agregata priblißeniØ v vide integrala po koneqnomu promeßutku k forme zapisi v vide integrala, rasprostranennogo na vs¸ os~. Poslednee pozvolØet rassmatrivat~ sootvetstvu¸wiæ operator na bolee xirokih klassah funkciæ, qem periodiqeskie.

Privedem dva primera priloßeniæ formuly (12).

Primer 1. Pust~ f ∈ L1, k, n + 1 ∈ N. Veliqina σ_{n,k}(f) = 1 k n+k−1 ∑ l=n s_l(f) nazyvaetsØ summoæ Valle Pussena funkcii f.

Summy σ_{n,k}(f) mogut byt~ zapisany (sm., naprimer, [10, s. 57]) v vide σ_{n,k}(f, x) = ∫ Q f(x + t)V_{n,k}(t)dt, gde V_{n,k}(t) = sin^2((n + k)/2)t − sin^2(n/2)t

2πk sin^2(t/2) .

146 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK ˚sno, qto

σ_{n,1}(f) = s_n(f), σ_{0,k+1}(f) = σ_k(f).

Na osnovanii formuly (12) imeem dlØ f ∈ L_1 pri r − 1 ∈ N σ_{n,k}(f, x) = (r − 1)!2^{r−1} πk ∫ R^{f(x + t) (sin}

2((n + k)/2)t − sin^2(n/2)t) t^r

× sin^{r−2}(t/2) A_r(t) dt (13)

ili, qto toße samoe, σ_{n,k}(f, x) = (r − 1)!2^{r−1} πk ∫ R^{f(x + t) sin(n +} k 2 )t sin^{kt}_2 A_r (t) sin^{r−2 t}_2 t^r dt. Ots¸da (pri r = 2) sleduet, qto σ_{n,k}(f, x) = 2 πk ∫ R^{f(x + t) sin} kt 2 sin(n +^k_2 )t

t^2 dt. PoslednØØ formula izvestna (sm., naprimer, [10, s. 178]). Iz (13), v qastnosti, sleduet, qto s_n(f, x) = (r − 1)!2^{r−1} π ∫ R^{f(x + t) sin(n +} 1 2 )t sin^t_2 A_r(t) sin^{r−2 t}_2 t^r dt, (14)

σ_n(f, x) = (r − 1)!2^{r−1} π(n + 1) ∫ R^{f(x + t) sin}

2 (n+1)t 2 A_r (t) sin^{r−2 t}_2 t^r dt. Zdes~ r − 1 ∈ N. Formula (14) (pri r = 2) byla uspexno ispol~- zovana pri izuqenii voprosov sil~noæ approksimacii funkciæ v rabote [11].

Primer 2. Pust~ r, n ∈ N, f ∈ L1. Poloßim D_{2r,n}(f, x) = (2r − 1)!2^{2r−1} πn^{2r−1}λ_{2r}(0) ∫ R^{f(x + t)} ( sin^{nt}_2 t )_{2r} dt.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 147 Integral D_{2r,n}(f) nazyvaetsØ obobwennym integralom Dßeksona – Valle Pussena. S pomow~¸ formuly (12) zapixem ego v vide integrala po otrezku Q. OpiraØs~ na (12), imeem ∫ R^{f(x + t)} ( sin^{nt}_2 sin^t_2 )_{2r}( sin^t_2 t )_{2r} dt

= 1 (2r − 1)!2^{2r} ∫ Q f(x + t) ( sin^{nt}_2 sin^t_2 )_{2r} {λ_{2r}(0) + 2 r∑ k=1 λ_{2k}(k) cos kt}dt. Ots¸da sleduet, qto D_{2r,n}(f, x) = 1 2πn^{2r−1}λ_{2r}(0) ∫ Q f(x + t) ( sin^{nt}_2 sin^t_2 )_{2r} {λ_{2r}(0)

+2 r∑ k=1 λ_{2r}(k) cos kt}dt. (15) V qastnosti, D_{2,n}(f, x) = 1 2πn ∫ Q f(x + t) ( sin^{nt}_2 sin^t_2

)_2 dt, (16)

D_{4,n}(f, x) = 1 2πn^3 ∫ Q f(x + t) ( sin^{nt}_2 sin^t_2

)_4

(1 + 1 2 cos t)dt. (17)

Formula (16) ustanovlena Valle Pussenom (sm., naprimer, [1, s. 143-145]), sootnoxenie (17) imeetsØ v knigah [12, s. 129-132, 136; 1, s. 375].

7. Pust~ Hm – mnoßestvo trigonometriqeskih polinomov porØd-

ka ne vyxe m, H =^∞ ⋃ m=0 H_m, P – polunorma zadannaØ na H, takaØ,

qto P (T ) = P (T (· + h)) dlØ T ∈ H, h ∈ R; P (T ) 6 M ‖T ‖ dlØ T ∈ H.

Teorema 3. Pust~ r, n, m ∈ N, m ¿ rn, T ∈ Hm. Togda

P (T − D_{2r,n}(T )) 6 P (T )2 ( 1 − (2r − 1)!n 2mλ_{2r}(0) ) . (18)

148 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. V silu (6) D_{2r,n}(f, x) = nr∑ k=−nr c_k(f) λ_{2r} (k/n) λ_{2r}(0) e^{ikx} dlØ l¸boæ f ∈ L_1. RassußdaØ analogiqno dokazatel~stvu formuly (6) na str. 203 knigi [13] i prinimaØ vo vnimanie (15), prihodim k neravenstvu

P (T − D_{2r,n}(T )) 6 P (T )2 ( 1 − n 2m ( 1 + 2 r∑ k=1 λ_{2r} (k) λ_{2r} (0) )) . Ostalos~ vospol~zovat~sØ sledstviem 4.

Zameqanie 2. Pri r = 1, m = n sootnoxenie (18) perehodit v

izvestnoe neravenstvo G. Segœ

P (T̃^′) 6 nP (T ),

esli T ∈ H_n.

§2. Approksimativnye harakteristiki funkciæ, vhodØwih v klassy nasyweniØ moduleæ nepreryvnosti

1. Pust~ f : R→ C , r ∈ N, h ∈ R. Veliqina

Δ^r_h(f, x) = r∑ k=0 (−1)^{r−k}C^k_r f(x + kh) nazyvaetsØ raznost~¸ r-go porØdka funkcii f v toqke x s xagom h, veliqina δ^r_h(f, x) = r∑ k=0 (−1)^kC^k_r f ( x + (r − 2k)h 2 ) – central~noæ raznost~¸ r-go porØdka funkcii f v toqke x s xagom h.

Pust~ f ∈ L_p, r ∈ N. Polagaem ω_{r,p}(f, h) = sup_{|t|} 6h^{‖Δ} r t (f)‖_p = sup |t|6h^{‖δ} r t (f)‖_p. Veliqina ω_{r,p}(f, h) nazyvaetsØ modulem nepreryvnosti funkcii f v prostranstve L_p porØdka r.

V dal~neæxem nam ponadobitsØ sledu¸waØ izvestnaØ teorema.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 149

Teorema A (sm., naprimer, [6, s. 111]). Pust~ 1 6 p 6 ∞, r ∈ N,

f ∈ L_p pri 1 6 p < ∞, f ∈ C pri p = ∞. Togda sootnoxeniØ

sup_{n∈}N‖σ^{(r)}_n (f)‖_p 6 K, (1)

lim n→∞ ‖σ^{(r)}_n (f)‖_p 6 K, (2)

sup h∈(0,∞) h^{−r}ω_{r,p}(f, h) 6 K, (3)

lim h→0+ h^{−r}ω_{r,p}(f, h) 6 K (4) ffkvivalentny, t.e. vypolnenie odnogo iz sootnoxeniæ (1)–(4) vleqet vypolnenie treh drugih.

2. Teorema 1. Pust~ 1 6 p 6 ∞, E = [a, b], f ∈ Lp, Ψn : E → R+

(n = 1, ∞) – posledovatel~nost~ funkciæ iz L_∞(E),

Δ_{n,k} = | | ∫ E t^kΨ_n(t)dt | |, δ_{n,k} = ∫ E |t|^kΨ_n(t)dt.

Togda, esli pri nekotorom r ∈ N ime¸t mesto sootnoxeniØ:

Δ_{n,r} ≠ 0 pri l¸bom n ∈ N i

lim n→∞ δ_{n,r+1} Δ_{n,r} = 0,

to neravenstvo lim n→∞ (Δ_{n,r})^{−1}‖ ∫ E Δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt‖_p 6 K (5)

vleqet sootnoxenie

sup_{n∈}N‖σ^{(r)}_n (f)‖_p 6 K.

150 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. Pri l¸byh natural~nyh n i m ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (σ_m(f))Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p = ‖ ‖ ∫ E σ_m(Δ^r_t (f))Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p = ‖ ‖ ∫ E ( ∫ Q Δ^r_t (f, x + u)Φ_{m+1}(u)du ) Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p = ‖ ‖ ∫ Q ( ∫ E Δ^r_t (f, x + u)Ψ_n(t)dt ) Φ_{m+1}(u)du ‖ ‖ p 6^∫_Q^‖^∫_E Δ^r_t (f, · + u)Ψn(t)dt^‖_pΦm+1(u)du = ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p , tak kak ∫ Q Φ_{m+1}(u)du = 1, a ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (f, · + u)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p ne zavisit ot u. Dalee,

Δ^r_t (σ_m(f), x) = t∫ 0 · · · t∫ 0 σ^{(r)}_m (f, x + t_1 + · · · + t_r)dt_1 . . . dt_r

= σ^{(r)}_m (f, x)t^r + t∫ 0 · · · t∫ 0 { t1+···+t_r ∫ 0 σ^{(r+1)} m (f, x + z)dz}dt_1 . . . dt_r. Sledovatel~no, ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (σ_m(f))Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p ¿ ‖σ^{(r)}_m (f)‖p^|^∫_E t^rΨn(t)dt^| −r‖σ^{(r+1)}_m (f)‖_p ∫ E |t|^{r+1}Ψ_n(t)dt.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 151 Iz skazannogo vytekaet, qto pri l¸bom m ∈ N K ¿ lim_{n→∞}(Δn,r)^{−1‖}^∫_E Δ^r_t (f)Ψn(t)dt^‖_p ¿ lim_{n→∞}(Δn,r)^{−1‖}^∫_E Δ^r_t (σm(f))Ψn(t)dt^‖_p ¿ ‖σ^{(r)}_m (f)‖p −r‖σ^{(r+1)}_m (f)‖_p lim_{n→∞} δ_{n,r+1} Δ_{n,r} = ‖σ^{(r)}_m (f)‖_p.

Znaqit,

sup_{m∈}N‖σ^{(r)}_m (f)‖_p 6 K.

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 neravenstvo (5) moßno zame-

nit~ na sootnoxenie lim n→∞ (Δ_{n,r})^{−1} ‖ ‖ ∫ E δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K. (6)

Dokazatel~stvo teoremy 2 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.

Teorema 3. Pust~ 1 6 p 6 ∞, E = [a, b], a ¿ 0, f ∈ Lp pri 1 6 p <

∞, f ∈ C pri p = ∞, Ψ_n : E → R_+ (n = 1, ∞) – posledovatel~nost~ funkciæ iz L_∞(E),

Δ_{n,k} = ∫ E t^kΨ_n(t)dt. Togda, esli pri nekotorom r ∈ N pri vseh n ∈ N spravedlivo neravenstvo Δ_{n,r} > 0 i vypolneno ravenstvo lim n→∞ Δ_{n,r+1} Δ_{n,r} = 0,

to sootnoxeniØ lim n→∞ (Δ_{n,r})^{−1} ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K, (7) lim n→∞ (Δ_{n,r})^{−1} ‖ ‖ ∫ E δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K, (8)

152 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK sup h∈(0,∞) h^{−r} ω_{r,p}(f, h) 6 K (9) ffkvivalentny, t.e. vypolnenie odnogo iz sootnoxeniæ (7)–(9) vleqet vypolnenie dvuh drugih.

Dokazatel~stvo. Pust~ vypolneno (9). Togda ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p 6^∫_E ‖Δ^r_t (f)‖pΨn(t)dt 6^∫_E ωr,p(f, t)Ψn(t)dt 6 K^∫_E t^rΨn(t)dt = KΔn,r. Znaqit, lim n→∞ (Δ_{n,r})^{−1} ‖ ‖ ∫ E Δ^r_t (f)Ψ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto (9) vleqet (8).

S drugoæ storony, iz sootnoxeniØ (7) v silu teoremy 1 sleduet, qto sup_{n∈}N‖σ^{(r)}n (f)‖_p 6 K, a potomu, na osnovanii teoremy A, vypolneno i neravenstvo (9). Analogiqno dokazyvaetsØ, qto neravenstvo (8) (zdes~ vmesto teoremy 1 primenØetsØ teorema 2) vleqet (9).

3. Privedem primery priloßeniæ rezul~tatov, ustanovlennyh

v punkte 2.

Primer 1. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp pri 1 6 p < ∞, f ∈ C pri p = ∞, Π_α(t) = 1 2π sh α ch α − cos t

– Ødro Puassona. Togda sootnoxeniØ lim n→∞ πn ln n ‖ ‖ π∫ 0 {f(· + t) − f}Φ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K, lim n→∞ πn ln n ‖ ‖ π∫ 0 { f ( · + t 2 ) − f ( · − t 2 )} Φ_n(t)dt ‖ ‖ p 6 K,

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 153 lim α→0+ π α| ln α| ‖ ‖ π∫ 0 {f(· + t) − f}Π_α(t)dt ‖ ‖ p 6 K, lim α→0+ π α| ln α| ‖ ‖ π∫ 0 { f ( · + t 2 ) − f ( · − t 2 )} Π_α(t)dt ‖ ‖ p 6 K, sup t∈(0,∞) t^{−1}ω_{1,p}(f, t) 6 K ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo poluqaetsØ iz sopostavleniØ teoremy 3 s izvestnymi (sm., naprimer, [6, s. 305, 306]) sootnoxeniØmi lim n→∞ πn ln n π∫ 0 tΦ_n(t)dt = 1,

lim n→∞ πn ln n π∫ 0 t^2Φ_n(t)dt = 0,

lim α→0+ π α| ln α| π∫ 0 tΠ_α(t)dt = 1,

lim_{α→0} π α| ln α| π∫ 0 t^2Π_α(t)dt = 0.

Primer 2. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp pri 1 6 p < ∞, f ∈ C

pri p = ∞, funkciØ Ψ : [0, π] → R_+, prinadleßit L_∞([a, π]) pri l¸bom a ∈ (0, π),

Δ_{h,k} = π∫ h t^kΨ(t)dt. Togda, esli pri nekotorom r ∈ N pri vseh h ∈ (0, π) spravedlivo neravenstvo Δ_{h,r} > 0 i vypolneno ravenstvo lim h→0+ Δ_{h,r+1} Δ_{h,r} = 0,

154 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK to sootnoxeniØ lim h→0+ (Δ_{h,r} )^{−1} ‖ ‖ π∫ h Δ^r_t (f)Ψ(t)dt ‖ ‖ p 6 K, lim h→0+ (Δ_{h,r})^{−1} ‖ ‖ π∫ h δ^r_t (f)Ψ(t)dt ‖ ‖ p 6 K, sup h∈(0,∞) h^{−r}ω_{r,p}(f, h)_p 6 K ffkvivalentny.

Primer 2 legko ustanavlivaetsØ s pomow~¸ teoremy 3.

Sledstvie 1. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp pri 1 6 p < ∞, f ∈ C pri

p = ∞, r ∈ N. Togda sootnoxeniØ lim h→0+ (ln π h )^{−1} ‖ ‖ π∫ h Δ^r_t (f) t^{r+1} dt ‖ ‖ p 6 K, lim h→0+ (ln π h )^{−1} ‖ ‖ π∫ h δ^r_t (f) t^{r+1} dt ‖ ‖ p 6 K, sup h∈(0,∞) h^{−r}ω_{r,p}(f, h)_p 6 K ffkvivalentny.

§3. Kofffficienty Fur~e i nailuqxie priblißeniØ funkciæ neskol~kih peremennyh s neotricatel~nymi kofffficientami Fur~e �tot paragraf napisan na osnovanii deponirovannoæ raboty [5] N. S. ȷuk.

V nem ustanavlivaetsØ rØd sootnoxeniæ meßdu ravnomernymi nailuqximi priblißeniØmi trigonometriqeskimi polinomami i kofffficientami Fur~e nepreryvnyh, periodiqeskih i qetnyh po kaßdoæ peremennoæ funkciæ s neotricatel~nymi kofffficientami Fur~e.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 155

1. V dal~neæxem, esli A – nekotoroe mnoßestvo, to A^m = A ×

· · · × A (m raz), Q_m = [−π, π]^m, O^m = (0, . . ., 0) – nulevoæ ffle-

ment R^m, 1I^m = (1, . . . , 1) (m edinic). Esli A ⊂ R^m, to zapis~ ∑ k∈A oznaqaet ∑ k∈A∩Z^m . Pust~ A ⊂ R^m, y_k ∈ C . RØd ∑ k∈A y_k nazyvaetsØ

shodØwimsØ, esli shoditsØ posledovatel~nost~ s_n = ∑ k∈A∩[−n,n]^m , gde n ∈ Z_+. Summoæ rØda nazyvaetsØ predel s fftoæ posledovatel~nosti: s = lim_{n→∞} s_n. Esli rassmatrivaetsØ nekotoraØ ve-

liqina x ∈ C^m , to x_k(k = 1, m) oboznaqaet ee k-¸ koordinatu, t.e. x = (x_1, . . ., x_m). Esli a, b ∈ R^m, to zapis~ a 6 b oznaqaet, qto a_k 6 b_k pri kaßdom k = 1, m, [a, b] = {x ∈ R^m; a 6 x 6 b}. Qerez B_j (α_1, . . . , α_n) oboznaqaem neotricatel~nye vewestvennye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot vypisannyh argumentov. Esli

n ∈ Z+, to Z^m_n = Z^m_+ \{[O^m, 1I^mn]∩Z^m}. Pri k ∈ Z^m, x ∈ R^m po opre-

deleni¸ polagaem cos kx =^m ∏ i=1 cos k_ix_i. FunkciØ f : R^m → C nazy-

vaetsØ periodiqeskoæ, esli dlØ vseh x ∈ R^m pri kaßdom k = 1, m vypolnØetsØ toßdestvo f(x_1, . . . , x_{k−1}, x_k+2π, x_{k+1}, . . . , x_m) = f(x). Qerez C(Q_m) oboznaqaem prostranstvo nepreryvnyh periodiqeskih funkciæ f : R^m → R s normoæ ‖f‖ = ‖f‖_{C(Qm )} = max_{x∈Qm} |f(x)|. Esli k ∈ Z^m, f ∈ C(Q_m), to

a_k(f) = 1 (2π)^lπ^{m−l} ∫ Q_m f(x) cos kxdx, gde l – qislo k_i, ravnyh nul¸, – kosinus-kofffficient Fur~e funkcii f. Polagaem C_A(Q_m) = {f ∈ C(Q_m); f – qetnaØ funkciØ po kaßdoæ peremennoæ x_i(i = 1, m), a_k(f) ¿ 0 pri k ∈ Z^m_+ }. Esli

x, y ∈ R^m, to (x · y) =^m ∑ k=1 x_ky_k. Pust~ f ∈ C(Q_m). Togda

c_k(f) = (2π)^{−m} ∫ Q_m f(x)e^{−i(x·k)}dx (k ∈ Z^m) – kofffficienty Fur~e funkcii f, s_n(f, x) = ∑ k∈[−n,n] c_k(f)e^{i(x·k)} (x ∈ R^m, n ∈ Z^m_+ )

156 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK – qastnaØ summa porØdka n rØda Fur~e funkcii f. ˚sno, qto dlØ

f ∈ C_A(Q_m) imeet mesto ravenstvo s_n(f, x) = ∑ k∈[Om,n]^{ak(f) cos kx.} DlØ f ∈ C(Q_m), n ∈ Z_+ polagaem s_n(m, f, x) = s_{1I}m_n(f, x). Pust~ f ∈ C(Q_m), n ∈ N, x ∈ R. Togda σ_n(m, f, x) = 1 n n−1∑ k=0 s_k(m, f, x),

τ_n(m, f, x) = 1 n 2n−1∑

k=n s_k(m, f, x) sut~ sootvetstvenno summy Feæera–Marcinkeviqa i summy Valle Pussena–Marcinkeviqa funkcii f. Pust~ n ∈ Z^m_+ , x ∈ R^m. Summa T (x) = ∑ k∈[−n,n] c_ke^{i(x·k)}, gde c_k ∈ C , nazyvaetsØ trigonome-

triqeskim polinomom porØdka n. Mnoßestvo vseh trigonometriqeskih polinomov porØdka n oboznaqaetsØ H_n. DlØ f ∈ C(Q_m),

n ∈ Z^m_+ polagaem_{En(f) = inf} T ∈H_n ‖f − T ‖. Esli n ∈ Z_+, f ∈ C(Q_m), to E_n(m, f) = E_{n1I}m (f); A_n(m, f) = ‖s_n(m, f) − s_{n−1}(m, f)‖ pri n ∈ N, A_0(m, f) = ‖s_0(m, f)‖.

2. Privedem rØd rezul~tatov vspomogatel~nogo haraktera. Teorema A. Pust~ m ∈ N. Togda B_1(m) = sup_{n∈}N sup_{f∈C(Qm )}{‖σ_n(m, f)‖ / ‖f‖} < ∞, (1) B_2(m) = sup_{n∈}N sup_{f∈C(Qm )}{‖τ_n(m, f)‖ / ‖f‖} < ∞. (2) Neravenstvo (2) – oqevidnoe sledstvie neravenstva (1), ibo

τ_n(m, f) = 2σ_{2n}(m, f) − σ_n(m, f). Sootnoxenie (1) pri m = 1 (v

fftom sluqae B_1(1) = 1) horoxo izvestno, pri m = 2 ono ustanovleno I. Marcinkeviqem (sm. [14, s. 527–538]), obwiæ sluqaæ rassmotren A. N. Podkorytovym [15].

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 157

Teorema V. Pust~ m, n ∈ N, f ∈ C(Qm). Togda ‖f − τ_n(m, f)‖ 6 B_3(m) E_n(m, f), (3) gde B_3(m) = B_2(m) + 1.

V osnove neravenstva (3) leßit sootnoxenie (2). Neravenstvo (3) pri m = 1 vpervye bylo poluqeno Valle Pussenom (sm., naprimer, 16, s. 212]).

Lemma 1. Esli f ∈ CA(Qm), to^∑_{k∈}Z_{m+} ak(f) < ∞.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto

α_n = ∑ k∈[Om,1Imn]^{ak(f) 6 2σ2n(m, f, 0).} Ots¸da i iz neravenstva (1) vytekaet, qto α_n 6 2B_1(m)‖f‖. Takim obrazom, α_n – vozrasta¸waØ ograniqennaØ posledovatel~- nost~. Sledovatel~no, ona shoditsØ.

Zameqanie 1. V svØzi s lemmoæ 1 pri m = 1 sm. [17, s. 277]. Lemma 2. Pust~ m ∈ N, p, q ∈ Z+, p 6 q, αk(k = p, q) – neotrica-

tel~nye vewestvennye qisla, f ∈ C_A(Q_m). Togda ‖f‖ = ∞∑ k=0 A_k(m, f), (4)

q∑ k=p α_k‖f − s_k(m, f)‖ = q+1∑ l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k + ( q∑ k=p α_k )_∞∑ l=q+2 A_l(m, f). (5) Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie lemmu 1, imeem

‖f‖ = f(O^m) = ∑ k∈Zm+^{ak(f) = s0(m, f, Om) +} ∞∑ k=1 {s_k(m, f, O^m)

−s_{k−1}(m, f, O^m)} = ∞∑ k=0 A_k(m, f).

158 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK Tem samym sootnoxenie (4) ustanovleno. V silu (4) pri l¸bom n ∈ Z+ ‖f − s_n(m, f)‖ = ∞∑ k=n+1 A_k(m, f). Sledovatel~no, q∑ k=p α_k‖f − s_k(m, f)‖ = q∑ k=p α_k ∞∑ l=k A_{l+1}(m, f)

= q+1∑ l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k + ( q∑ k=p α_k )_∞∑ l=q+2 A_l(m, f). Lemma 3. Pust~ m, p, q ∈ N, αk(k = p, 2^qp − 1) neotricatel~nye

vewestvennye qisla, α_k = α_2q_{p−1} pri k > 2^qp − 1, f ∈ C_A(Q_m). Togda

1. Esli posledovatel~nost~ α_k (k = p, ∞) ubyva¸waØ, to 2^qp−1∑

k=p α_k‖f − s_k(m, f)‖ 6 B_3(m){pα_pE_p(m, f)

+2 2^q�1p∑

k=p+1 α_kE_k(m, f)}. (6) 2. Esli posledovatel~nost~ α_k(k = p, ∞) vozrasta¸waØ, to 2^qp−1∑

k=p α_k‖f − s_k(m, f)‖ 6 B_3(m){pα_{2p−1}E_p(m, f)

+2 2^q�1p∑

k=p+1 α_{4k}E_k(m, f)}. (7)

Zdes~ i dalee summa^b ∑ a pri b < a sqitaetsØ ravnoæ nul¸.

Dokazatel~stvo. UslovimsØ vmesto sk(m, f), Ek(m, f), τk(m, f)

pisat~ sootvetstvenno s_k, E_k, τ_k. Poloßim t_γ = max_k α_k, gde

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 159 k = 2^{γ−1}p, 2^γp − 1. PrinimaØ vo vnimanie, qto f ∈ C_A(Q_m) i lem-

mu 1, netrudno ponØt~, qto A = 2^qp−1∑

k=p α_k‖f − s_k‖ = q∑ γ=1

2^γ p−1∑

k=2^γ�1p α_k‖f − s_k‖ 6^{q∑}_{γ=1} tγ^2 γp−1∑

k=2^γ�1p ‖f − s_k‖ = q∑ γ=1 t_γ ‖ ‖ 2^γp−1∑

k=2^γ�1p (f − s_k) ‖ ‖

= q∑ γ−1 t_γ 2^{γ−1}p‖f − τ_2γ�1_p‖. Ots¸da, primenØØ neravenstvo (3), nahodim, qto A 6 B3(m)^{q∑}_{γ=1} tγ 2^{γ−1}pE_2γ�1_p 6 B3(m){t1pEp +2 q∑ γ=2 t_γ 2^γ�1p∑

k=2^γ�2p+1 E_k}. (8) Esli α_k(k = p, ∞) – ubyva¸waØ posledovatel~nost~, to, opira- Øs~ na (8), imeem

A 6 B3(m)^{t1pEp + 2^{q∑}_{γ=2}^2 γ�1_p ∑ k=2^γ�2p+1 α_kE_k }

= B_3(m) { α_ppE_p + 2

2^q�1p∑

k=p+1 α_kE_k } . Pust~ teper~ α_k (k = p, ∞) – vozrasta¸waØ posledovatel~nost~. UqityvaØ, qto 2^γ p − 1 6 4(2^{γ−2}p + 1) i ispol~zuØ (8), imeem

A 6 B3(m)^{t1pEp + 2^{q∑}_{γ=2}^2 γ�1_p ∑ k=2^γ�2p+1 α_{4k}E_k }

= B_3(m) { α_{2p−1}pE_p + 2

2^q�1p∑

k=p+1 α_{4k}E_k } .

160 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK

3. Pereædem k izloßeni¸ osnovnyh rezul~tatov paragrafa. Teorema 1. Pust~ m, p, q ∈ N, αk(k = p, 2^qp − 1) – neotricatel~-

nye vewestvennye qisla, α_k = α_2q_{p−1} pri k > 2^qp − 1, f ∈ C_A(Q_m), L(f, p, q) = 2^qp∑

l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k + ( 2^qp−1∑ k=p α_k )_∞∑ l=2^q p+1 A_l(m, f). Togda

1. Esli posledovatel~nost~ α_k(k = p, ∞) ubyva¸waØ, to 2^qp−1∑

k=p α_kE_k(m, f) 6 L(f, p, q) 6 B_3(m){pα_pE_p(m, f)

+2 2^q�1p∑

k=p+1 α_kE_k(m, f)}. (9) 2. Esli posledovatel~nost~ α_k (k = p, ∞) vozrasta¸waØ, to 2^qp−1∑

k=p α_kE_k(m, f) 6 L(f, p, q) 6 B_3(m){pα_{2p−1}E_p(m, f)

+2 2^q�1p∑

k=p+1 α_{4k}E_k(m, f)}. (10) Dokazatel~stvo teoremy 1 poluqaetsØ sopostavleniem lemm 2 i 3.

Sledstvie 1. Pust~ m, p ∈ N, f ∈ CA(Qm), posledovatel~nost~

A_l(m, f) (l = p + 1, 2p) ubyva¸waØ. Togda A_{2p}(m, f) 6 2B_3(m) p + 1 E_p(m, f), (11) A_{2p−1}(m, f) 6 2B_3(m) p − 1 E_p(m, f) (p ¿ 2). (12)

Dokazatel~stvo. PolagaØ v teoreme 1 αk = 1 (k = p, ∞), q = 1 i

primenØØ vtoroe iz neravenstv (9), imeem 2p∑ l=p+1 A_l(m, f)(l − p) 6 B_3(m)pE_p(m, f).

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 161 UqityvaØ monotonnost~ posledovatel~nosti A_l(m, f), legko videt~, qto

A_{2p}(m, f)p(p + 1) 6 2 2p∑ l=p+1 A_l(m, f)(l − p),

A_{2p−1}(m, f)p(p − 1) 6 2 2p−1∑

l=p+1 A_l(m, f)(l − p). SopostavlØØ privedennye neravenstva, poluqaem trebuemoe.

Sledstvie 2. Pust~ m ∈ N, f ∈ CA(Qm), posledovatel~nost~

A_l(m, f) (l = 1, ∞) ubyva¸waØ, φ : N → R poloßitel~naØ ubyva¸- waØ funkciØ, takaØ, qto lim p→∞ φ(p) φ(2p) < ∞, lim_{p→∞}(φ(p))^{−1} ∞∑ k=p+1 φ(k) k < ∞. Togda sootnoxeniØ lim p→∞ E_p(m, f) φ(p) < ∞, (13)

lim p→∞ pA_p(m, f) φ(p) < ∞ (14)

ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. To, qto sootnoxenie (13) vleqet sootnoxenie

(14), sleduet iz (11) i (12). S drugoæ storony, esli vypolneno sootnoxenie (14), to

lim p→∞ E_p(m, f) φ(p) 6 lim p→∞ ∞∑ k=p+1 A_k(m, f) φ(p) 6 B4 lim_{p→∞}(φ(p))^{−1 ∞∑}_{k=p+1}^{φ(k)}_k < ∞.

Zameqanie 2. V svØzi so sledstviem 2 sm. [17, s. 678, 679].

162 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK

Sledstvie 3. Pust~ m, p ∈ N, f ∈ CA(Qm), αk(k = p, ∞) – neo-

tricatel~nye vewestvennye qisla. Togda

1. Spravedlivo neravenstvo ∞∑ k=p α_kE_k(m, f) 6 ∞∑ l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k. (15)

2. Esli posledovatel~nost~ α_k (k = p, ∞) ubyva¸waØ, to ∞∑ l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k 6 B_3(m){pα_pE_p(m, f)

+2 ∞∑ k=p+1 α_kE_k(m, f)}. (16) 3. Esli posledovatel~nost~ α_k (k = p, ∞) vozrasta¸waØ, to ∞∑ l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k 6 B_3(m){pα_{2p−1}E_p(m, f)

+2 ∞∑ k=p+1 α_{4k}E_k(m, f)}. (17) Dokazatel~stvo. Neravenstvo (15) oqevidnym obrazom sleduet

iz ravenstva (5). Esli posledovatel~nost~ α_k ubyvaet, to v silu (9) pri l¸bom q ∈ N 2^q p∑

l=p+1 A_l(m, f) l−1∑ k=p α_k 6 B_3(m){pα_pE_p(m, f)

+2 ∞∑ k=p+1 α_kE_k(m, f)} i, sledovatel~no, sootnoxenie (16) vypolnØetsØ. Neravenstvo (17) ustanavlivaetsØ analogiqno, no zdes~ vmesto neravenstva (9) ispol~zuetsØ neravenstvo (10).

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 163

Sledstvie 4. Pust~ m ∈ N, α ∈ R, α ≠ −1, f ∈ CA(Qm). Togda

rØdy_∞ ∑ k=1 k^αE_k(m, f) (18)

i_∞ ∑ k=2 k^{α+1}A_k(m, f) (19)

shodØtsØ ili rashodØtsØ odnovremenno.

Dokazatel~stvo. To, qto shodimost~ rØda (19) vleqet shodi-

most~ rØda (18) sleduet iz neravenstva (15). Obratnoe utverßdenie legko vyvoditsØ iz neravenstv (16) (pri α 6 0) i (17) (pri α > 0).

Sledstvie 5. Pust~ m ∈ N, f ∈ CA(Qm). Togda rØdy^{∞∑}_{k=1}^{Ek (m,f)}_k i ∞∑ k=2 A_k(m, f) ln k shodØtsØ ili rashodØtsØ odnovremenno.

Zameqanie 3. V svØzi so sledstviØmi 4 i 5 sm. [3, s. 84-87] i

[4, s. 110-114].

Literatura

1. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii. M., 1965. 2. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy, T. 1, M., 1965. 3. V. V. ȷuk, Ob odnom metode summirovaniØ rØdov Fur~e. RØdy Fur~e s poloßitel~nymi kofffficientami, IssledovaniØ po nekotorym problemam konstruktivnoæ teorii funkciæ, Sb. nauqn. trudov Leningr. meh. in-ta 50 (1965), 73–92.

4. V. V. ȷuk, O priblißenii 2π-periodiqeskoæ funkcii lineænym operatorom, IssledovaniØ po nekotorym problemam konstruktivnoæ teorii funkciæ, Sb. nauqn. trudov Leningr. meh.in-ta, 50 (1965), 93–115.

5. N. S. ȷuk, Kofffficienty Fur~e i nailuqxie priblißeniØ periodiqeskih funkciæ neskol~kih peremennyh s neotricatel~nymi kofffficientami Fur~e. L., 1991, 10 s. Dep. v VINITI 26.03.91, No. 1318–V91.

6. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 7. G. Beætmen, A. �rdeæi, Tablicy integral~nyh preobrazovaniæ, T. 1, M., 1969.

8. Collected papers of G. H. Hardy. Oxford, Vol. 3, 1969.

9. V. V. ȷuk, DopolneniØ k formule summirovaniØ Puassona i k teoreme Hardi–ınga, Vestn. S.-Peterburg. un-ta. Ser. mat., meh., astronom. 1992, vyp.2 (No.8), 8–15.

164 A. S. ȷUK, V. V. ȷUK

10. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, Trigonometriqeskie rØdy Fur~e i fflementy teorii approksimacii. L., 1983.

11. T. P. Dubova, G. I. Natanson, Ob odnom neravenstve v teorii sil~noæ approksimacii, Vestn. S.-Peterburg. un-ta, Ser. mat., meh., astronom. 1992, vyp. 3 (No. 15), 86–89.

12. N. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii, Har~kov, 1940. 13. V. V. ȷuk, Sil~naØ approksimaciØ periodiqeskih funkciæ, L., 1989. 14. J. Marcinkiewicz, Collected papers, Warsawa 1964.

15. A. N. Podkorytov, Teorema Feæera–Marcinkeviqa v mnogomernom sluqae, L., 1976, 11 s. Dep. v VINITI 1.02.77, No. 368-77.

16. I. P. Natanson, KonstruktivnaØ teoriØ funkciæ. M.–L., 1949. 17. N.K. Bari, Trigonometriqeskie rØdy. M., 1961.

Postupilo 2 maØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: zhuk@math.spbu.ru