Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

E. G. Emel~Ønov

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH V MNOGOSV˚ZNYH OBLAST˚H, ˚VL˚ıWIHS˚ POLNYMI KVADRATAMI

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

§0 Vvedenie

Rol~ kvadratiqnyh differencialov na rimanovoæ sfere ili v ediniqnom kruge, ØvlØ¸wihsØ polnymi kvadratami, horoxo izvestna. Takie differencialy estestvenno poØvlØ¸tsØ pri izuqenii, naprimer, ffkstremal~nyh problem, svØzannyh s funkcionalami Goluzina ili Grunskogo (sm. [1, 2]). DlØ mnogosvØznoæ oblasti G ⊂ C poloßitel~nyæ kvadratiqnyæ differencial, ØvlØ¸wiæsØ polnym kvadratom i regulØrnyæ v G, stroitsØ posredstvom garmoniqeskih mer graniqnyh komponent oblasti, a v sluqae naliqiØ v nekotoryh toqkah G dvoænyh pol¸sov takße s uqastiem funkciæ Grina s pol¸sami v fftih toqkah. DannaØ rabota posvØwena izuqeni¸ roli takih differencialov v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii mnogosvØznoæ oblasti G. Pokazano, qto esli associirovannyæ kvadratiqnyæ differencialpolnyæ kvadrat, to znaqenie funkcionala dlØ fftogo razbieniØ ØvlØetsØ naimen~xim v nekotorom klasse razbieniæ. V §1 privedeny neobhodimye fakty iz teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, v §2 rassmatriva¸tsØ differencialy, regulØrnye v oblasti G, v §3 rezul~taty iz §2 rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ naliqiØ pol¸sov vtorogo porØdka, v §4 daetsØ rexenie odnoæ zadaqi o maksimume vnutrennego radiusa dvusvØznoæ oblasti.

§1. Neobhodimye opredeleniØ i fakty

Pust~ G ⊂ C − (n + 1)-svØznaØ oblast~ s graniqnymi kontinuumami γ_j , 0 ≤ j ≤ n. V dal~neæxem γ_0 – vnexnØØ granica 113

114 E. G. EMEL^˚NOV oblasti G i vse γ_j – kusoqno-gladkie krivye. Nam ponadobØtsØ nekotorye fakty, otnosØwiesØ k zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, kotorye my sformuliruem v vide treh teorem. Vezde dalee Qdz^2 – poloßitel~nyæ kvadratiqnyæ differencial v oblasti G (sokrawenno – p.k.d.), t.e. Qdz^2 ≥ 0 na kaßdom graniqnom kontinuume γ_j . DlØ zamknutoæ ßordanovoæ krivoæ Γ v G (prostoæ petli) dvusvØznu¸ oblast~ D ⊂ G budem nazyvat~ associirovannoæ s Γ, esli zamknutye ßordanovy krivye v oblasti G, razdelØ¸wie granicy D, svobodno gomotopny na G petle Γ. Esli zadan nabor Γ = (Γ_1, . . . , Γ_r) prostyh petel~ na G, v kotorom kaßdaØ petlØ ne gomotopna nul¸ i l¸bye dve ne gomotopny drug drugu na G, to sistema poparno nenalega¸wih dvusvØznyh oblasteæ D = (D_1, . . ., D_r ) v G nazyvaetsØ dopustimoæ (otnositel~no Γ ), esli oblast~ D_k associirovana s Γ_k, 1 ≤ k ≤ r Esli, dopolnitel~no, v G zadano mnoßestvo otmeqennyh toqek

Z = (ζ_1, . . ., ζ_m), G^′ = G \ Z, to v dannyh vyxe opredeleniØh gomo-

topiØ v G zamenØetsØ na gomotopi¸ v G^′. Dopustimoæ (otnositel~no Γ ) sistemoæ oblasteæ nazyvaetsØ v fftom sluqae sistema D = (D_1, . . . , D_{r+m}) poparno nenalega¸wih oblasteæ v G, v kotoroæ oblasti D_k, 1 ≤ k ≤ r – dvusvØznye, D_k associirovana s Γ_k, a oblasti D_{r+s}, 1 ≤ s ≤ m, – odnosvØznye, ζ_s ∈ D_{r+s}. DlØ kol~cevoæ oblasti D p.k.d. Qdz^2 v G qerez l = l(D) oboznaqim Q-dlinu zamknutoæ traektorii, razdelØ¸weæ granicy D, qerez h = h(D) Q-dlinu otrezka ortogonal~noæ traektorii, soedinØ¸wego granicy D. Tem samym,

M (D) = h l . V dal~neæxem my budem l i h nazyvat~ “dlinoæ” i “vysotoæ” oblasti D. Qerez M (D, z) budem oboznaqat~ privedennyæ modul~ oblasti D otnositel~no toqki z ∈ D.

Teorema A. Pust~ G =^{r+m⋃}_{k=1} Dk, gde Dk, 1 ≤ k ≤ r i Dr+s,

1 ≤ s ≤ m, – sootvetstvenno kol~cevye i krugovye oblasti poloßitel~nogo kvadratiqnogo differenciala Qdz^2 v G, ζ_s ∈ D_{r+s} – dvoænye pol¸sy fftogo differenciala. Pust~ Γ = (Γ_1, . . . , Γ_r) – nabor petel~ v G, v kotorom Γ_k razdelØet granicy D_k, 1 ≤ k ≤ r. Togda dlØ l¸boæ dopustimoæ sistemy oblasteæ ^D = ( ^D_1, . . . , ^D_{r+s}),

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 115 vypolnØ¸tsØ neravenstva:

lim_{ϵ→0} ∫ G\∪^{s=m}_{s=1} Δ_{ϵ(ζs)} |Q|dσ + m∑ s=1 α_s^2 2π log ϵ = r∑ k=1 l_k^2M (D_k)

+ m∑ s=1 α^2_sM (D_{r+s}, ζ_s) ≥ r∑ k=1 l_k^2M ( ^D_k) + m∑ s=1 α_s^2M ( ^D_{r+s}, z_s), (1)

r∑ k=1 h_k^2 M (D_k) − m∑ s=1 α_s^2M (D_{r+s}, ζ_s)

≤ r∑ k=1 h_k^2 M ( ^D_k) − m∑ s=1 α_s^2M ( ^D_{r+s}, z_s), (1^′)

gde α_s – “dlina” oblasti D_{r+s}.

Teorema V. Pust~ Z = (ζ1, . . . , ζm) – mnoßestvo otmeqennyh to-

qek v G, G^′ = G \ Z, Γ = (Γ_1, . . . , Γ_r) – nabor prostyh petel~ v G, v kotorom kaßdaØ petlØ ne gomotopna na G^′ nul¸ ili prokolu v toqke ζ_s, 1 ≤ s ≤ m, i l¸bye dve ne gomotopny drug drugu. Pust~ L = (l_1, . . . , l_r ), h = (h_1, . . . , h_r), i ff = (α_1, . . ., α_m) – zadannye proizvol~nye nabory poloßitel~nyh qisel. Togda suwestvu¸t edinstvennye poloßitel~nye differencialy Q_{L,}ffdz^2 i Qh_,ffdz^2 v G, sistemy kol~cevyh i krugovyh oblasteæ kotoryh dostavlØ¸t sootvetstvenno maksimum M = M(L, ff, Z) funkcionalu ∑ ( ^D) = r∑ k=1 l_k^2M ( ^D_k) + m∑ s=1 α_s^2M ( ^D_{r+s}, ζ_s) (2)

i minimum m = m(h, ff, Z) funkcionalu ∑_′ ( ^D) = r∑ k=1 h_k^2 M ( ^D_k) − m∑ s=1 α_s^2M ( ^D_{r+s}, ζ_s). (3)

Maksimum v (2) i minimum v (3) beretsØ po mnoßestvu vseh dopustimyh sistem oblasteæ ^D.

116 E. G. EMEL^˚NOV

Teorema S. Funkcii M(L, α, Z) i m(h, α, Z) differenciruemy po

svoim argumentam. Pri fftom ∂ ∂l_k M(L, ff, Z) = 2h(D_k), ∂ ∂h_k m(h, ff, Z) = 2l(D_k), (4)

gde h(D_k) i l(D_k) – sootvetstvenno – “vysota” i “dlina” ffkstremal~noæ oblasti D_k. ∂ ∂z_s M(L, ff, Z) = πλ_s, (5) gde dlØ kvadratiqnogo differenciala Qdz^2 v okrestnosti toqki z = ζ_s imeet mesto razloßenie Q(z) = − α^2_s 4π^2(z − ζ_s)^2 + λ_s (z − ζ_s) + · · · Neravenstvo (1) v teoreme A voshodit k Dß. Dßenkinsu [4, 5], kotoryæ rassmatrival sluqaæ otsutstviØ dvoænyh pol¸sov, no ukazal na vozmoßnost~ rasprostraneniØ ego rezul~tatov na obwiæ sluqaæ. Neravenstvo (1^′) sleduet iz (1) Po povodu utverßdeniØ o maksimume v teoreme B sm. takße raboty [4, 5], knigu G. V. Kuz~minoæ [6] ili K. XtrebelØ [7]. Utverßdenie o minimume dlØ sluqaØ Z = ? dokazano Xtrebelem variacionnym metodom. V privedennom zdes~ vide ono moßet byt~ poluqeno iz teoremy Dß. Dßenkinsa [5] ili iz lemmy A. ı. Solynina [8]. Formuly differencirovaniØ v teoreme C poluqeny A. ı. Solyninym i avtorom [8, 9]. NastoØwaØ rabota posvØwena izuqeni¸ sluqaØ, kogda differencial, dostavlØ¸wiæ rexenie zadaqi o maksimume ∑ ili o minimume ∑_′ , ØvlØetsØ polnym kvadratom, t.e. Qdz^2 = (qdz)^2, gde q – regulØrna ili meromorfna na G. V fftom sluqae funkciØ

f(z) = Im z∫ p √ Q du, p ∈ γ_0. garmoniqeskaØ v G. Naxa cel~ – pokazat~, qto ots¸da po principu Dirihle sleduet nekotoroe ffkstremal~noe svoæstvo dlØ funkciæ M(L) i m(h). Snaqala budet rassmotren sluqaæ Z = ?. V §3 my vernemsØ k obwemu sluqa¸.

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 117

§2. RegulØrnye kvadratiqnye differencialy v oblasti G

2.1. Pust~ q(z) =^√Q(z) – regulØrnaØ v G funkciØ, i

q(z) = iG^′(z) (6)

gde G(z) = g(z) + iη(z) – analitiqeskaØ v G. DlØ dugi traektorii z = z(t) differenciala Qdz^2iz usloviØ Qdz^2 ≥ 0 sleduet, qto i(G(z))^′_t – vewestvenno, otkuda g(z(t)) = const. Sledovatel~- no, g(z) – garmoniqeskaØ v G funkciØ, prinima¸waØ postoØnnye znaqeniØ x_k na graniqnyh kontinuumah γ_k. Moßem sqitat~, qto

x_0 = 0,tak kak g opredelena s toqnost~¸ do konstanty. Togda

neobhodimo g(z) = n∑ j=1 x_j H_j(z), q(z) = 2ig^′_z. (7)

gde H_j – garmoniqeskaØ mera komponenty γ_j otnositel~no oblasti G. Iz (7) sleduet ∫ G |Q|dσ_z = ∫ G |∇g|^2dσ_z = ∑ j a_{jj}x_j^2 − ∑ i,j,i≠j a_{ij}x_ix_j, (8) gde a_{ii} – emkostnye kofffficienty oblasti G, a_{ij} ¿ 0, a_{ij} = a_{ji}, a_{jj} = − ∫ γ_j ∂ ∂n H_jds, a_{ij} = a_{ij} = ∫ γ_j ∂ ∂n H_ids, a_{jj} = ∑ k:k≠j a_{jk}, n – vnutrennØØ normal~ (sm. [3]).

2.2. Rassmotrim na G k.d. (qdz)^2, gde q(z) imeet vid (7). Budem

snaqala dlØ udobstva sqitat~, qto x_i ≠ x_j, esli i ≠ j. Dokazatel~stvo v obwem sluqae poluqaetsØ ots¸da predel~nym perehodom. KaßdaØ ortogonal~naØ traektoriØ (o.t.) fftogo k.d., ne ime¸waØ koncevoæ toqki v nule differenciala, imeet koncevye toqki na dvuh graniqnyh komponentah γ_i, γ_j oblasti G. Vyberem nabor ∑ takih o.t., udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1^0. Esli dlØ komponent γ_i, γ_j , 0 ≤ i 6 j ≤ n suwestvuet so-

edinØ¸waØ ih o.t., to nabor ∑ dolßen vkl¸qat~ kaku¸-nibud~ o.t., gomotopnu¸ dannoæ (zdes~ imeetsØ v vidu gomotopiØ dvuh krivyh s koncami, prinadleßawimi ukazannym mnoßestvam).

2^0. L¸bye dve o.t., vhodØwie v ∑ , ne gomotopny.

118 E. G. EMEL^˚NOV

Ris. 1.

Vdol~ l¸boæ dugi o.t., soedinØ¸weæ graniqnye komponenty

γ_i, γ_j , funkciØ g menØetsØ monotonno. Esli duga σ soedinØet γ_i, γ_j , to my budem sqitat~ σ napravlennoæ v storonu vozrastaniØ

funkcii g (sm. ris. 1).

Pust~ Γ_1, . . . , Γ_r – nabor prostyh petel~ v G, v kotorom Γ_k ⊂ D_k razdelØ¸t granicy D_k. DlØ σ ∈ ∑ oboznaqim qerez N (σ) ⊂

(1, 2, . . ., r) mnoßestvo indeksov j, dlØ kotoryh σ peresekaet l¸-

bu¸ prostu¸ petl¸, svobodno gomotopnu¸ na G petle Γ_j.

˚sno, qto esli k ∈ N (σ), to σ peresekaet oblast~ D_k, pofftomu vse dugi σ ∈ ∑ , pereseka¸wie Γ_k, orientirovany po otnoxeni¸ k Γ_k odinakovo (ih napravlenie opredelØetsØ napravleniem vozrastaniØ funkcii g vnutri oblasti D_k).

Poloßim Θ(Γ_j ) = +1 esli naædetsØ duga σ ∈ ∑ , vhodØwaØ vnutr~ Γ_j , i Θ(Γ_j ) = −1 v protivnom sluqae. DlØ dugi σ ∈ ∑ , soedinØ¸weæ γ_i, γ_j , imeem ∑ k∈(σ) h_k = (x_t − x_s)Θ(s, t), (9)

gde Θ(s, t) = 1, esli x_t > x_s i Θ(s, t) = −1 v protivnom sluqae.

Mnoßestvo vseh γ_j , 0 ≤ j ≤ n, rassmatrivaemyh kak verxiny i mnoßestvo vseh σ ∈ ∑ , rassmatrivaemyh kak rebra, obrazu-

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 119 ¸t svØznyæ napravlennyæ graf. Vyberem proizvol~noe derevo v fftom grafe, i pust~ ∑ 0 ⊂ ∑ – mnoßestvo reber, vhodØwih v ffto derevo (ih vsego n). Sistemu usloviæ (9) dlØ σ ∈ ∑ 0 udobnee preobrazovat~ k vidu

Sh = X, (10)

gde S –nekotoraØ postoØnnaØ matrica, kotoru¸ my budem nazyvat~ matriceæ usloviæ, a h = (h_1, . . . , h_r), X = (x_1, . . ., x_n) – sootvetstvenno vektory-stolbcy. DlØ oboznaqeniØ vektorov-stroqek budem ispol~zovat~ simvol transponirovaniØ T : h^T , X^T i t.d. UsloviØ (10) pozvolØ¸t sformulirovat~ pervoe utverßdenie ob ffkstremal~nyh svoæstvah k.d. (qdz)^2.

Teorema 1. Pust~ g(z) =^{∑n}_{j=1} xjHj(z), q(z) = 2ig^′_z, D =

(D_1, . . . , D_r) – sistema kol~cevyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala (qdz)^2 v G, Γ = (Γ_1, . . . , Γ_r) – nabor petel~ v oblasti G, v kotorom Γ_k razdelØet granicy D_k. Pust~ L = (l_1, . . . , l_r) i h = (h_1, . . ., h_r) – vektory “dlin” i “vysot” oblasteæ D_1, . . . , D_r, sootvetstvenno, S – matrica usloviæ dlØ (qdz)^2. Pust~ ^h = (^h_1, . . ., ^h_r), ^h_k > 0 dlØ 1 ≤ k ≤ r i vypolneno uslovie

S^h = X. (10^′)

Togda

m(^h) ≥ m(h) = r∑ k=1 a_{kk}x_k^2 − ∑ ij,i≠j a_{ij}x_ix_j, (11)

gde m(^h), m(h) opredeleny v (3), emkostnye kofffficienty a_{ij} oblasti G vvedeny v (8).

Dokazatel~stvo. Pust~^^Qdz^2 – p.k.d. na G sistema^^D =(^^D1, . . . ,

^D_r ) kol~cevyh oblasteæ kotorogo dostavlØet znaqenie m(^h).

Takoæ differencial suwestvuet i edinstvenen po teoreme B. My postroim funkci¸ f(z) na G, udovletvorØ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm:

1^0. f nepreryvna na G, 2^0. |∇f|^2 = | ^Q| v ^D_k, 1 ≤ k ≤ r, 3^0 f | |_{γj} = x_j, 0 ≤ j ≤ n.

Togda po principu Dirihle poluqim:

m(^h) = ∫ G | ^Q|dσ = ∫ G |∇f|^2dσ ≥ ∫ G |∇g|^2dσ = m(h).

120 E. G. EMEL^˚NOV

V dal~neæxem vnexn¸¸ i vnutrenn¸¸ graniqnye komponenty dvusvØznoæ oblasti D ⊂ C my budem oboznaqat~ ∂_+(D), ∂_−(D), sootvetstvenno. Budem pisat~ Γ_i < Γ_j , esli petlØ Γ_i leßit vnutri petli Γ_j (sootvetstvenno, γ_i < Γ_j ), sqitaØ, qto Γ_i < Γ_i – verno, Γ_i ≤ Γ_j, esli Γ_i vnutri Γ_j i net Γ_k takoæ, qto Γ_i < Γ_k < Γ_j ,

Γ_i⊥Γ_j, esli ffti petli – vnexnie po otnoxeni¸ drug k drugu (so-

otvetstvenno, γ_i⊥Γ_j). Qerez Γ_{j1} , . . . , Γ_{jq} oboznaqim petli, maksimal~nye po otnoxeni¸ k vvedennomu qastiqnomu uporØdoqeni¸. Togda Γ_{js} ⊥Γ_{jt} pri s ≠ t, i dlØ Ω_t = ∪_{Γk<Γjt} ^D_k imeem:

∪^q_{t=1}Ω_t = G, Int Ω_p ∩ Int Ω_q = ?

pri p ≠ q.

My opredelim funkci¸ f otdel~no na kaßdom mnoßestve Ω_t. Pri fftom budut vypolnØt~sØ usloviØ:

(a) f|_{∂+} b_{DJt} = 0,

(b) funkciØ f – nepreryvna na Ω_t, (c) DlØ kaßdoæ oblasti ^D_k ⊂ Ω_t, f postoØnna na granicah ^D_k.

Opixem postroenie funkcii f dlØ Ω_1. Pust~ γ_s < Γ_{j1} . Togda libo naædetsØ petlØ σ ∈ ∑ 0, soedinØ¸waØ γ_s, γ_t, γ_t⊥Γ_{j1} , libo net.

Dopustim pervoe (mnoßestvo takih γ_s ne pusto v silu svØznosti ∑ 0). DlØ z ∈ ^D_{j1} poloßim

f(z) = Θ(t, s) Im z∫ p √ ^Q du, (12)

gde p ∈ ∂_+( ^D_{j1} ) i vybrana poloßitel~naØ vetv~ kornØ.

Zametim, qto Θ(t, s) = Θ(Γ_{j1} ) Imeem: f | |_{∂−(} b_{Dj1 )} = Θ(Γ_{j1} )^h_{j1} .

Dalee, esli Γ_i ≤ Γ_j < Γ_{j1} , i, j ∈ N (σ) i f uße opredelena v

D_j , f | |_{∂− (} b_{Dj )} = C, to dlØ z ∈ ^D_i poloßim

f(z) = C + Θ(Γ_{j1} ) Im z∫ p_i √ ^Q du, (13)

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 121 gde p_i ∈ ∂_+( ^D_i). Takim obrazom, funkciØ f budet po indukcii opredelena na zamykaniØh vseh oblasteæ ^D_k, k ∈ N (σ), Γ_k < Γ_{j1} . DlØ ^x_s = f | |_{γs} poluqim:

^x_s = Θ(Γ_{j1} ) ∑ k∈ N(σ),Γ_k<Γ_{j1} ^h_k. (14)

Esli duga σ^′ ∈ ∑ 0 soedinØet γ_s i γ_t′ , γ_t′ ⊥Γ_{j1} , to, oqevidno,

N_1 = N (σ) ∩ (k : Γ_k < Γ_{j1} ) = N (σ^′) ∩ (k : Γ_k < Γ_{j1} ),

i legko videt~, qto postroenie funkcii f posredstvom σ^′ daet tu ße funkci¸ f na oblastØh ^D_k, k ∈ N_1. Esli γ_s′ < Γ_{j1} , γ_t′ ⊥Γ_{j1} , σ^′ soedinØet γ_s′ , γ_t′ , priqem γ_s′ < Γ_i ≤ Γ_p < Γ_{j1} , γ_t′ < Γ_j ≤ Γ_p < Γ_{j1} , to opØt~ oqevidno, qto

N = N (σ) ∩ (k : Γ_p < Γ_k < Γ_{j1} ) = N (σ^′) ∩ (k : Γ_p < Γ_k < Γ_{j1} ),

i na zamykaniØh oblasteæ ^D_k, k ∈ N , prodolßeniØ funkcii f posredstvom σ, σ^′ sovpada¸t. Esli γ_s′ ne soedinØetsØ dugami iz ∑ 0 ni s odnoæ graniqnoæ komponentoæ γ_t, γ_t⊥Γ_{j1} , to naædetsØ

γ_s < Γ_{j1} takaØ, qto σ soedinØet γ_s i γ_t, γ_t⊥Γ_{j1} , σ^′ soedinØet γ_s, γ_s′ . Pust~ γ_s′ < Γ_i ≤ Γ_p < Γ_{j1} , γ_s < Γ_j ≤ Γ_p < Γ_{j1} , Γ_i⊥Γ_j.

Togda na zamykaniØh oblasteæ ^D_k, k ∈ N (σ), Γ_k < Γ_{j1} , funkciØ f opredelena posredstvom σ. Pust~

C = f|_{∂− (} b_{Dp )} = f|_{∂+(} b_{Dj )}.

DlØ z ∈ ^D_i poloßim

f(z) = C + Θ(s, s^′) Im z∫ p_i √ ^Q du,

gde p_i ∈ ∂_+( ^D_i).

DlØ oblasteæ ^D_k pri k ∈ N (σ^′) takih, qto Γ_k < Γ_i prodolßenie f stroitsØ po pravilu (13). Togda dlØ ^x_s′ = f|_{γs′} imeem: ^x_s′ = C + Θ(s, s^′) ∑ k∈ N(s^′),Γ_k<Γ_i ^h_k. (15)

Kak i vyxe, legko ubedit~sØ v tom, qto prodolßeniØ funkcii f dlØ teh ße oblasteæ pri pomowi drugih dug iz ∑ 0, esli oni

122 E. G. EMEL^˚NOV vozmoßny, privodØt k toæ ße funkcii. Iz sposoba postroeniØ sleduet nepreryvnost~ f na Ω_1. Poskol~ku narØdu s (15) my imeem takße

^x_s = C + Θ(Γ_{j1} ) ∑ k∈N(σ),Γ_k<Γ_j ^h_k, (16)

Θ(s, s^′) = −Θ(Γ_{j1} ), N (σ) ∩ (k : Γ_k < Γ_j ) = N (σ^′) ∩ (k : Γ_k < Γ_j), to iz

(15) i (16) poluqaem: ^x_s′ = ^x_s + Θ(s, s^′) ∑ k∈ N(σ) ^h_k. (17)

Takim obrazom, funkciØ f postroena na Ω_1. Analogiqno f opredelØetsØ na vseh Ω_t, 1 ≤ t ≤ q. PostroennaØ takim obrazom funkciØ budet nepreryvnoæ v G v silu (12) i usloviØ (a). Svoæstvo 2^0 sleduet iz opredeleniØ f. Dokaßem vypolnenie 3^0. Pust~ σ ∈ ∑ 0 soedinØet γ_s i γ_t, γ_s < Γ_{jp} , γ_t < Γ_{jq} . Togda neobhodimo

∂_+( ^D_{Jp} ) ∩ ∂_+( ^D_{jq} ) ≠ ?,

Θ(Γ_{jp} ) = −Θ(Γ_{jq} ) = Θ(t, s), i N (σ) = N (σ) ∩ (k : Γ_k < Γ_{jp} ) ∪ N (σ) ∩ (k; Γ_k < Γ_{jq} ).

Imeem po analogii s (13):

^x_s = Θ(Γ_{jp} ) ∑ k∈N(σ), Γ_k<Γ_{jp} ^h_k, ^x_t = Θ(Γ_{jq} ) ∑ k∈N(σ), Γ_k<Γ_{jq} ^h_k,

otkuda ^x_s = ^x_t + Θ(s, t) ∑ k∈N(σ) ^h_k. (18)

Teper~ iz (17) i (18) sleduet, qto dlØ l¸boæ dugi σ ∈ ∑ 0 ∑ k∈ N(σ) ^h_k = Θ(s, t)(^x_t − ^x_s). Ots¸da po uslovi¸ (10) poluqim, qto ^x_t − ^x_s = x_t − x_s, esli

γ_s, γ_t soedineny dugoæ σ ∈ ∑ 0. Poskol~ku ^x_0 = x_0 = 0 i v silu svØznosti dereva ∑ 0 ots¸da sleduet ^x_j = x_j dlØ 0 ≤ j ≤ n. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 123

2.3. Udobnee budet sformulirovat~ ffkstremal~noe svoæstvo

kol~cevyh oblasteæ k.d. (qdz)^2 ne v vide ograniqeniØ na “vysoty” oblasteæ, a v vide ograniqeniØ na ih “dliny”. Qtoby poluqit~ takoe uslovie, dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma. Pust~ Γ1, . . . , Γr – nabor prostyh petel~ v oblasti G, ne

soderßawiæ petel~, gomotopnyh nul¸ ili drug drugu, pust~ A – ρ × r matrica, ρ < r i b = (b_1, . . . , b_ρ) – postoØnyæ vektor. Pust~ mnoßestvo rexeniæ sistemy Ah = b, h = (h_1, . . . , h_r), h_k > 0, 1 ≤ k ≤ r nepusto, m(h) opredeleno v (3).

Togda zadaqa na uslovnyæ minimum m(h) → min, Ah = b imeet ne bolee odnogo rexeniØ h^∗. Pri fftom, esli rexenie suwestvuet, to dlØ vektora “dlin” L^∗ = (l_1^∗, . . ., l_r^∗) oblasteæ ffkstremal~nogo rabieniØ, sootvetstvu¸wih vektoru h^∗, vypolnØetsØ uslovie L^{∗T} = C^T A, (19)

gde C = (C_1, . . . , C_ρ) – nekotoryæ postoØnnyæ vektor, znak T oznaqaet transponirovanie.

Dokazatel~stvo. Po teoreme C,

∇m(h) = 2L, L = (l_1, . . . , l_r)

– vektor “dlin” oblasteæ ffkstremal~nogo razbieniØ. Pofftomu (19) est~ neobhodimoe differencial~noe uslovie ffkstremuma. Naoborot, esli (19) vypolneno dlØ h^∗, to dlØ l¸bogo h > 0, udovletvorØ¸wego uslovi¸ Ah = b, imeem:

m(h) = r∑ k=1 h_kl_k = r∑ k=1 h_kl^∗_k ( l_k l ∗ k + l^∗_k l_k ) − r∑ k=1 l^{∗2}_k M (D_k) ≥ 2 r∑ k=1 h_kl^∗_k −M(L^∗) = 2L^{∗T} h − m(h^∗) = 2C^T Ah − m(h^∗) = m(h^∗).

Sledstvie. Pust~ Qdz^2 – poloßitel~nyæ kvadratiqnyæ diffe-

rencial na G takoæ, qto Q = q^2, gde q imeet vid (7). Pust~ S, h, L – sootvetstvenno, matrica usloviæ, vektor “vysot”, i vektor “dlin” oblasteæ fftogo differenciala, i vypolneno Sh = X.

124 E. G. EMEL^˚NOV

Togda L^T = C^T S, gde C = (C_1, . . . , C_n) – nekotoryæ vektor. Pri fftom m(h) = C^T X.

Zameqanie. Uslovie L^T = C^T S imeet prostoæ geometriqeskiæ

smysl. Pust~

A = a_{11} −a_{12} . . . −a_{1n}

−a_{21} a_{22} . . . −a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −a_{n1} −a_{n2} . . . a_{nn} , A = A^T

– matrica emkostnyh kofffficientov oblasti G. Togda ∫ γ_k ∂ ∂n g = n∑ j=1 x_j ∫ γ_k ∂ ∂n H_j = X^T A^k,

gde n – vnexnØØ normal~ k oblasti G, A^k – k-yæ stolbec matricy A. Teper~, esli Γ – zamknutaØ traektoriØ k.d. (qdz)^2, Γ ⊂ D_k, to dlØ “dliny” oblasti D_k imeem:

l_k = ∫ Γ |qdz| = ∫ Γ | | | ∂ ∂n g | | | = Θ(Γ) ∫ Γ ∂ ∂n g, gde, kak preßde, Θ(Γ) = +1, esli dugi σ ∈ ∑ 0 vhodØt v oblast~

D_k, i = −1 v protivnom sluqae. Po toßdestvu Grina imeem:

l_k = Θ(Γ) ∑ γ_j <Γ ∫ γ_j ∂ ∂n g = Θ(Γ) ∑ γ_j <Γ X^T A^j . Pofftomu dlØ vektora “dlin” poluqaem: L^T = X^T AR, gde R – nekotoraØ postoØnnaØ n × r matrica. Togda dolßno byt~ L^T h = X^T ARh. Poskol~ku L^T h = X^T AX, to Rh = X, otkuda R = S. Okonqatel~no imeem dva usloviØ, svØzyva¸wie vektory

“dlin”, “vysot”, i matricu usloviæ: Sh = X, L^T = X^T AS.

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 125 Uslovie na dliny oznaqaet, qto algebraiqeskaØ summa “dlin” vseh vnexnih po otnoxeni¸ drug k drugu oblasteæ D_j , soderßawihsØ vnutri oblasti D_k, ravna “dline” oblasti D_k. Znaki v fftoæ summe opredelØ¸tsØ pri pomowi matricy S.

Teorema 2. Pust~ v usloviØh predyduweæ lemmy^^L = (^^l1, . . . ,^^ln), ^l_k > 0 i ^LT ¿ CT . Togda M(^L) ≥ M(L), priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ pri

^L = L.

Dokazatel~stvo. Imeem

M(^L) = r∑ k=1 ^l_k^2M ( ^D_k) ≥^r ∑ k=1 ^l_k^2M (D_k) =^r ∑ k=1 ^l_kh_k (^l_k l_k + l_k ^l_k )

− r∑ k=1 l_kh_k ¿ 2 r∑ k=1 ^l_kh_k −^r ∑ k=1 l_kh_k = 2 ^C^T X − C^T X ≥ M(L).

§3. Kvadratiqnye differencialy v oblasti G s pol¸sami vtorogo porØdka

3.1. Pust~ Qdz^2 – p.k.d. na G, priqem Q = (q)^2, q(z) = i m∑ s=1 α_s (z − z_s) + v(z), (20)

gde vybrana poloßitel~naØ vetv~ kornØ, α_s vewestvenny i funkciØ v(z) regulØrna v G. Poloßim

g_0(z) = m∑ s=1 α_sg(z.z_s), gde g(z, ζ) = 1 2π log 1 |z − ζ| + ω(z, ζ) (21)

– funkciØ Grina oblasti G s pol¸som v ζ, ω(z, ζ) – garmoniqeskaØ v G funkciØ,

q_0 = 2i(g_0)^′_z = i m∑ s=1 α_s z − ζ_s + v_0(z),

126 E. G. EMEL^˚NOV v_0 – regulØrna na G.

Togda k.d. (q − q_0)^2dz^2 poloßitel~nyæ na G, znaqit,

q − q_0 = q_1 = 2i(g_1)^′_z, g_1 = n∑ j=1 x_jH_j. Takim obrazom, q = 2ig^′_z, g = m∑ s=1 α_sg(z, ζ_s) + n∑ j=1 x_jH_j(z) ← (22)

Zamykanie mnoßestva kritiqeskih traektoriæ p.k.d. (qdz)^2 razbivaet G na kol~cevye oblasti D_k, 1 ≤ k ≤ r, i krugovye oblasti

D_{r+s}, 1 ≤ s ≤ m, ζ_s ∈ D_{r+s}. PrØmoe vyqislenie daet

M = lim_{ϵ→0} ∫ G\∪_s Δ_ϵ(ζ_s) |Q|dσ − 1 2π ∑ s α_s^2 log 1 ϵ

= m∑ s=1 α_s^2M (D_{r+s}, ζ_s) + r∑ k=1 l_k^2M (D_k) = ∑ s α_s^2ω(ζ_s, ζ_s)

− ∑ s,t,s≠t α_sα_tg(ζ_s, ζ_t) + n∑ j=1 a_{jj}x_j^2 − ∑ i,j,i≠j a_{ij}x_ix_j , gde l_k Q – “dlina” kol~cevoæ oblasti D_k, a_{ij} – emkostnye kofffficienty oblasti G, vvedennye v (8). Rezul~taty predyduwego paragrafa estestvenno rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ naliqiØ u k.d. dvoænyh pol¸sov.

3.2. Fiksiruem ϵ > 0 i pust~ γn+s(ϵ) – kakaØ-nibud~ zamknutaØ

traektoriØ p.k.d. (qdz)^2, pereseka¸waØ okrußnost~ |z − ζ_s| = ϵ. Pust~ d_s(ϵ) – vnutrennØØ oblast~, ograniqennaØ krivoæ γ_{n+s}(ϵ),

G_ϵ = G \ ∪_sd_s(ϵ) i D_{r+s}(ϵ) = D_{r+s} \ d_s(ϵ).

Pust~ x_{n+s}(ϵ) = g | |_{γn+s (ϵ)}, gde g opredelena v (22),

x_{n+s}(ϵ) = α_s 2π log 1 ϵ + α_sω(ζ_s, ζ_s) + ∑ t,t≠s α_tg(ζ_s, ζ_t)

+ n∑ j=1 x_jH_j(ζ_s) + O(ϵ). (23)

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 127 DlØ funkcii g(z) iz (22) pri z ∈ G_ϵ imeem: g(z) = n∑ j=1 x_j H_j(z) + m∑ s=1 x_{n+s}(ϵ)H_s(ϵ, z), (24) gde H_s(ϵ, .) – garmoniqeskaØ mera γ_{n+s}(ϵ) otnositel~no oblasti

G_ϵ. K k.d. (qdz)^2, rassmatrivaemomu v oblasti G_ϵ, primenimy

vse utverßdeniØ iz §2.

Pust~ ∑ 0(ϵ) – nabor dug ortogonal~nyh traektoriæ k.d. (qdz)^2

v G_ϵ, soedinØ¸wih poparno n+m+1 graniqnye komponenty fftoæ oblasti i obrazu¸wiæ derevo v sootvetstvu¸wem grafe. Esli duga σ ∈ ∑ 0(ϵ) soedinØet γ_i, γ_j , 0 ≤ i < j ≤ n, to ona ne zavisit

ot ϵ. Esli duga σ(ϵ) ∈ ∑ 0(ϵ) soedinØet γ_k s γ_{n+s}(ϵ), to ona ØvlØ-

etsØ qast~¸ o.t. differenciala σ v G, ime¸weæ koncevu¸ toqku v ζ_s. Primenitel~no k k.d. (qdz)^2 v G, my budem govorit~, qto σ soedinØet γ_k s ζ_s. Analogiqno, duga σ(ϵ), soedinØ¸waØ γ_{n+s}(ϵ) s γ_{n+t}(ϵ), – qast~ σ, soedinØ¸weæ ζ_s i ζ_t. Poslednee, kak legko videt~, vozmoßno lix~ pri α_sα_t < 0. Pust~ S – matrica usloviæ dlØ k.d. (qdz)^2 v G_ϵ, sootvetstvu¸waØ ∑ 0(ϵ). Ona, oqevidno,

ne zavisit ot ϵ, pofftomu my budem nazyvat~ S takße matriceæ usloviæ dlØ (qdz)^2 v G. DlØ σ(ϵ), soedinØ¸weæ γ_k s γ_{n+s}(ϵ), uravneniee (9) imeet vid:

h_{r+s}(ϵ) + ∑ k∈N(σ(ϵ)),k≤r h_k = sign α_s(x_{r+s}(ϵ) − x_k),

gde h_{r+s}(ϵ) – “vysota” oblasti D_{r+s}(ϵ), h_{r+s}(ϵ) = |α_s|(M (D_{r+s}, ζ_s) + 1 2pi log 1 ϵ + O(ϵ), x_{n+s}(ϵ) opredeleno v (23). V predele pri ϵ → 0 iz (9) poluqaem

dlØ dugi σ, soedinØ¸weæ γ_k s ζ_s: |α_s|M (D_{r+s}, ζ_s) + ∑ k∈N(σ),k≤r = sign α_s(x_{r+s} − x_k), (9^′) gde x_{r+s} = α_sω(ζ_s, ζ_s) + ∑ t,t≠s α_tg(ζ_s, ζ_t) + m∑ j=1 x_jH_j(ζ_s).

128 E. G. EMEL^˚NOV

DlØ dugi σ(ϵ), soedinØ¸weæ γ_{n+s}(ϵ) s γ_{n+t}(ϵ), uravnenie (9) imeet vid

h_{r+s}(ϵ) + h_{r+t}(ϵ) + ∑ k∈N(σ),k≤r h_k = sign α_s(x_{r+s}(ϵ) − x_{r+t}(ϵ)),

qto v predele pri ϵ → 0 daet: |α_s|M (D_{r+s}, ζ_s) + |α_t|M (D_{r+t}, ζ_t) + ∑ k∈N(σ),k≤r h_k = sign α_s(x_{r+s} − x_{r+t}). (9^{′′})

PolagaØ h_{r+s} = |α_s|M (D_{r+s}, ζ_s), 1 ≤ s ≤ m, my imeem dlØ vektora vysot h = (h_1, . . ., h_{r+k})

Sh = X, (10^′)

Poloßim dlØ 1 ≤ s ≤ m, l_{r+s} = |α_s|, L = (l_1, . . . , l_{r+s}) – vektor “dlin”. Po sledstvi¸ §2.3 imeem ravenstvo L^T = C^T S,

C = (c_1, . . . , c_{n+m}). Pri fftom M = r∑ k=1 l_k^2M (D_k) + m∑ s=1 α_s^2M (D_S , ζ_s) = r+m∑ i=1 l_ih_i = C^T X. Teper~ my moßem sformulirovat~ dlØ k.d. (qdz)^2 s pol¸sami vtorogo porØdka teoremu, analogiqnu¸ teoreme 2.

3.3. Teorema 3. Pust~ Qdz^2 – poloßitel~nyæ kvadratiqnyæ dif-

ferencial v oblasti G, priqem Q = q^2, q = 2ig^′_z, g imeet vid (22). Pust~ (D_1, . . . , D_{r+s}) – sistema kol~cevyh i krugovyh oblasteæ differenciala Qdz^2, h, L, i S – sootvetstvenno, vektory “vysot” i “dlin” fftih oblasteæ i matrica usloviæ, L^T = C^T S, M = C^T X. Pust~ ^L = (^l_1, . . ., ^l_{r+s}), ^l_{r+s} = l_{r+s} = |α_s|, 1 ≤ s ≤ m, i ^L^T = ^C^T S, ^C^T = ( ^C_1, . . . , ^C_{n+m}), priqem ^C^T X ≥ C^T X. Togda

M(^L) ≥ M(L), (27)

gde veliqina

M(^L) = r∑ k=1 ^l_k^2M ( ^D_k) +^m ∑ s=1 α_s^2M ( ^D_s, ζ_s)

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 129

opredelena v (2).

Dokazatel~stvo. Poloßim^^Dr+s(ϵ) =^^Dr+s \ ds(ϵ), gde ds(ϵ) opre-

deleno v 3.1. Togda dlØ ϵ > 0 imeem po teoreme 2: r∑ k=1 ^l_k^2M ( ^D_k) +^m ∑ s=1 α_s^2M ( ^D_s(ϵ))

≥ r∑ k=1 l_k^2M (D_k) + m∑ s=1 α_s^2M (D_s(ϵ)),

qto v predele pri ϵ → 0 daet (27).

§4. Odna zadaqa o maksimume vnutrennego radiusa dlØ dvusvØznyh oblasteæ

V fftom paragrafe my dadim rexenie odoæ zadaqi, postavlennoæ V. O. Kuznecovym v svØzi s ego issledovaniØmi svoæstv vnutrennego radiusa (sm. [10]): sredi vseh dvusvØznyh oblasteæ

G ⊂ C , 0 ∈ G, zadannogo konformnogo modulØ i takih, qto toq-

ki z = 1 i z = −1 prinadleßat raznym komponentam dopolneniØ G, naæti oblast~ s naibol~xim vnutrennim radiusom v toqke

z = 0. Napomnim, qto esli g_G(z, ζ) – funkciØ Grina oblasti G s

pol¸som v toqke ζ, g_G(z, ζ) = 1 2π log 1 |z − ζ| + ω_G(z, ζ), to R = exp(2πω_G(ζ, ζ)) – vnutrenniæ radius oblasti G v toqke ζ. V silu (22), zadaqa svoditsØ k sledu¸wemu: pust~ (g_G(z, 0))^{′2}_z dz^2 – k.d. v G,

M = lim_{ϵ→0} ∫ G\Δ_ϵ(0) |Q|dσ − 1 2π log 1 ϵ . Sredi ukazannogo vyxe klassa dvusvØznyh oblasteæ trebuetsØ naæti oblast~, dostavlØ¸wu¸ naibol~xee znaqenie funkcionalu M.

Pust~ funkciØ f konformno otobraßaet oblast~ G na kol~co K = {w : r < |w| < R}, f(0) = u, r < u < R, |f^′(0)| = 1. P.k.d. (g_K(w, u))^{′2}dw^2 imeet odin dvoænoæ nul~ v kol~ce K. Legko videt~, qto razbienie, poroßdennoe fftim k.d., imeet vid, izobraßennyæ na ris. 2, t.e.

M^w = l_0^2M_0 + l_1^2M_1 + M (D_u, u).

130 E. G. EMEL^˚NOV

Ris. 2.

V kaqestve ∑ 0 moßem vzØt~ dugu o.t., soedinØ¸wu¸ okrußnost~ |w| = R i w = u, i dugu o.t., soedinØ¸wu¸ okrußnost~ |w| = r s w = u. Sistema usloviæ togda primet vid: h_0 + h = x, h_1 + h = x, ⇒ h_0 = h_1, (28)

gde x = M (D_u, u) – privedennyæ modul~ krugovoæ oblasti D_u otnositel~no toqki u. Uslovie dlØ “dlin” traektoriæ imeet vid

(l_0, l_1, 1) = c_1(1, 0, 1) + c_2(0, 1, 0), (29)

otkuda l_0 + l_2 = 1. Pust~ φ : K → G_{a,b}, gde G_{a,b} = C \ ([−b, −1] ∪ [1, a]), φ(u) = 0, F = φ ∘ f. Togda |F^′(0)| ≥ 1. Deæstvitel~no, pust~ D = C^w \ (w : |w| ≥

1, Im w = 0), M (D, 0) = −^1_{2π} log 2, i pust~ D = F^{−1}(D) ⊂ C^z – odno-

svØznaØ oblast~, poluqa¸waØsØ pri razrezanii G po nekotoroæ krivoæ, soedinØ¸weæ graniqnye komponenty. Imeem: M (D, 0) = M (D, 0) − 1 2π log |F^′(0)|,

M (D, 0) ≤ M (C^z \ (z : |z| ≥ 1, Im z = 0)) = M (D, 0).

Pofftomu M^w = M^z + 1 2π log |F^′(0)| ≥ M^z

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 131 My pokaßem, qto sredi oblasteæ G_{a,b} s odinakovym konformnym modulem maksimal~noe znaqenie M dostigaetsØ v sluqae

a = b. Pust~ a = chv, b = chu, u, v > 0. Otobraßenie ζ = w − t 1 − tw , t = sh u − v 2 / sh u + v 2 , perevodit G_{a,b} v G_{k,k}, k = ch u + v 2 / ch u − v 2 , ζ(0) = −t, ζ^′(0) = 1 − t^2.

Takim obrazom,

M^w = M^ζ (t) − 1 2π log(1 − t^2).

My pokaßem, qto M^ζ (t) − 1 2π log(1 − t^2) ≤ M^ζ (0).

DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto

(M^ζ )^′_t < − 1 2π 2t 1 − t^2 . Ocenim proizvodnu¸ (M^ζ (t))^′_t.

Moßem napisat~, ukazyvaØ bolee podrobno na harakter zavisimosti ot t: M^ζ (t) = M^ζ (L(t), t). BlagodarØ (28) i (29), imeem: ⟨∇_lM^ζ , L^′_t⟩ = 0, tak qto d dt M^ζ(L(t), t) = ∂ ∂t M^ζ (L(t), t), a qtoby naæti posledn¸¸ proizvodnu¸, nußno, soglasno teoreme C, imet~ vyraßenie dlØ k.d. Q_tdζ^2. My imeem:

Q_t(ζ) = − 1 4π^2

(1 − t^2)(t^2 − k^2)(ζ − C)^2 (1 − C)^2(ζ^2 − 1)(ζ^2 − k^2)(ζ − t)^2 = − 1 4π^2 1 (ζ − t)^2 + λ ζ − t + · · · , (30) gde λ = 1 2π^2 ( 1 C − t − t k^2 − t^2 − t 1 − t^2 ) , (31)

132 E. G. EMEL^˚NOV

Pri t = 0 budet C = ∞, pri t ↘ 1 netrudno videt~, qto C ↘ k. Pofftomu dlØ 0 < t < 1 imeem: k < C < ∞. Ispol~zuem uslovie (28): h_0 = h_1, gde

h_1 = C∫ k |Q_t|^{12} dx = |A|^{12} C∫ k 1 √ (x^2 − 1)(x^2 − k^2) C − x x − t dx,

h_2 = ∞∫ C |Q_t|^{12} dx + −k∫ −∞ |Q_t|^{12} dx

= |A|^{12} ∞∫ C +|A|^{12} ∞∫ k 1 √ (x^2 − 1)(x^2 − k^2) C + x x + t dx,

A = − 1 4π^2

(1 − t^2)(t^2 − k^2) (1 − C)^2 . Imeem: C + x x + t ≥ C − x x − t ⇐⇒ C ≤ k^2 t . Pofftomu dlØ C ≤^{k2}_t , i tem samym dlØ C ≤^{x2}_t , imeem h_2 > h_1. Znaqit, dolßno byt~ C >^{k2}_t . Togda

(M_t)^′_t = 2 Re(λπ) = 1 2π ( − 2t 1 − t^2 + Ct − k^2 (C − t)(t^2 − k^2) ) < − 1 2π 2t 1 − t^2 , qto i trebovalos~. Takim obrazom, dokazana

Teorema 4. Pust~ G ⊂ C – dvusvØznaØ oblast~, 0 ∈ G, γ1, γ2 –

graniqnye kontinuumy oblasti G, priqem −1 ∈ γ_1, 1 ∈ γ_2. Togda znaqenie R_G(0) vnutrennego radiusa oblasti G v naqale koordinat udovletvorØet neravenstvu

R_G(0) ≤ R_G∗ (0), gde G^∗ = C \ ([−k, −1] ∪ [1, k]), k zavisit ot konformnogo modulØ oblasti G.

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH 133

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. 1966.

2. S. L. Kruxkal~, R. K¸nau, Kvazikonformnye otobraßeniØ – novye metody i priloßeniØ, 1982.

3. M. Xiffer, Nekotorye novye rezul~taty v teorii konformnyh otobraßeniæ, Priloßenie k kn.: R. Kurant Princip Dirihle, konformnye otobraßeniØ i minimal~nye poverhnosti, M. 1953.

4. J. A. Jenkins, On the existence of certain general extremal metrics. I, II, Ann.

Math. 66 (1957), No. 3, 440–453; Tohoku Math. J. (2) 45 (1993), No. 2, 405–412. 5. J. A. Jenkins, On mixed problems of extremal decompositions, Indiana Math. J.

49, No. 3 (2000), 391–396.

6. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Trudy MIAN 139 (1980), 1–240.

7. K. Strebel, Quadratic differentials, Springer-Verlag 1984.

8. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1992), 3–56.

9. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstvah sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. PO- MI 237 (1997), 74–104.

10. V. O. Kuznecov, O svoæstvah konformnogo radiusa oblasti, Zap. nauqn.

semin. POMI 276 (2001), 237–252.

Postupilo 17 oktØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov