Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

V. N. Dubinin

O PRIMENENII LEMMY XVARCA K NERAVENSTVAM DL˚ CELYH FUNKCI` S OGRANIQENI˚MI NA NULI

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

Vvedenie

V dannoæ zametke rassmatriva¸tsØ priloßeniØ lemmy Xvarca i ee obobweniæ k neravenstvam dlØ celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa, ne obrawa¸wihsØ v nul~ v verhneæ poluploskosti, a takße dlØ polinomov s nulØmi v ediniqnom kruge.

Pust~ funkciØ f regulØrna v kruge U := {z : |z| < 1}, f(0) = 0 i |f| < 1 v U . Soglasno klassiqeskoæ lemme Xvarca, dlØ l¸boæ toqki z iz kruga U spravedlivo neravenstvo |f(z)| ≤ |z|. Sledovatel~no, imeem neravenstvo |f^′(0)| ≤ 1. Znaki ravenstva (v pervom neravenstve pri z ≠ 0) budut zdes~ imet~ mesto tol~ko v sluqae, kogda f(z) ≡ cz, |c| = 1 [1, s. 319]. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie obobweniØ i dopolneniØ vypisannyh neravenstv. Esli funkciØ f regulØrna v U i |f| < 1 v U , to v kruge U imeem toqnu¸ ocenku

|f^′(z)|(1 − |z|^2) ≤ 1 − |f(z)|^2, (1)

priqem znak ravenstva budet tol~ko v sluqae funkcii f(z) = c(z + a)/(1 + az), |c| = 1, |a| < 1 (sm. [1, s. 319–320]). VypisyvaØ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke veduwih nauqnyh xkol RF (grant NX-9004.2006.1) i RFFI (grant No. 05-01-00099). 101

102 V. N. DUBININ neravenstvo (5) iz knigi [1, s. 320] dlØ funkcii f(z)/z, poluqaem obobwenie lemmy Xvarca: |f(z)| ≤ |z| |z| + |f^′(0)| 1 + |f^′(0)||z| , z ∈ U, (2) spravedlivoe dlØ vseh regulØrnyh v kruge U funkciæ f, f(0) = 0, |f| < 1 v U [2]. Esli, dopolnitel~no, funkciØ f prodolßaetsØ po nepreryvnosti v toqku b, |b| = 1 tak, qto |f(b)| = 1 i suwestvuet proizvodnaØ f^′(b), to predel~nym perehodom iz (2) prihodim k graniqnoæ lemme Xvarca: |f^′(b)| ≥ 2 1 + |f^′(0)|

≥ 1 (3)

[2, s. 3514–3515]. Ravenstvo v (2) dlØ vewestvennyh poloßitel~- nyh z i v levoæ qasti neravenstva (3) dlØ b = 1 dostigaetsØ v sluqae funkcii f(z) = z(z + a)/(1 + az), 0 ≤ a ≤ 1. V kaqestve dopolneniØ k neravenstvu (3) privedem sledu¸wiæ rezul~tat [3, teorema 2]. Pust~ funkciØ f regulØrna v U , |f| < 1 v U , i pust~ ffta funkciØ i ee proizvodnaØ opredeleny takße v graniqnyh toqkah z_k takih, qto toqki f(z_k ) raspoloßeny na ediniqnoæ okrußnosti pod ravnymi uglami, k = 1, . . . , m, m ≥ 2. Togda spravedlivo neravenstvo | | | | m∏ k=1 f^′(z_k) | | | | ≥ 1 (4)

s ravenstvom dlØ funkcii f(z) ≡ cz, |c| = 1.

PrØmoe primenenie neravenstv (1)–(4) k special~no postroennym proizvedeniØm BlØxke privodit k novym rezul~tatam dlØ nekotoryh klassov celyh funkciæ. V pervom paragrafe rassmatriva¸tsØ celye funkcii ffksponencial~nogo tipa s nulØmi v zamknutoæ nißneæ poluploskosti. DlØ takih funkciæ ustanavliva¸tsØ teoremy iskaßeniØ, vkl¸qaØ dvutoqeqnu¸ teoremu iskaßeniØ na vewestvennoæ osi. Vo vtorom paragrafe dokazyva- ¸tsØ analogiqnye teoremy dlØ polinomov s nulØmi v zamknutom ediniqnom kruge. V qastnosti, utoqnØ¸tsØ klassiqeskie neravenstva Turana i �nkeni–Rivlina. Krome togo, dokazyvaetsØ teorema o vzaimnom raspoloßenii nuleæ i kritiqeskih toqek polinoma.

O PRIMENENII LEMMY XVARCA 103

§1. Celye funkcii ffksponencial~nogo tipa, ne obrawa¸wiesØ v nul~ v verhneæ poluploskosti

Ukazannye v zaglavii funkcii predstavlØ¸t znaqitel~nyæ interes. K nastoØwemu vremeni poluqeno nemalo interesnyh rezul~tatov dlØ fftih funkciæ i ih issledovaniØ prodolßa¸tsØ do sih por (sm., naprimer, [4–8]). Celymi funkciØmi ffksponencial~nogo tipa nazyva¸tsØ celye funkcii, porØdok kotoryh men~- xe 1, libo raven 1, no togda tip koneqen. Kak obyqno, qerez

h_f (θ) = lim_{r→∞} log |f(re^{iθ})| r budem oboznaqat~ indikator rosta funkcii f. Rassmotrim klass E celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa, udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm: f(z) ≠ 0 v verhneæ poluploskosti Im z > 0 i h_f (π/2) = h_f (−π/2). Zametim, qto esli celaØ funkciØ ffksponencial~nogo tipa f(z) ≠ 0 pri Im z > 0 i h_f (π/2) = τ , h_f (−π/2) = σ (t.e. f ∈ A^τ_σ (sm. [9, 8])), to funkciØ g(z) = f(z)e^{i(τ−σ)z/2} prinadleßit klassu E. PrimenØØ k funkcii g sledu¸wie niße teoremy, poluqim sootvetstvu¸wie utverßdeniØ dlØ funkciæ klassa A^τ_σ. Pust~ teper~ funkciØ f ∈ E. Togda funkciØ f(z) prinadleßit izvestnomu klassu P [4, s. 217]. Iz predstavleniØ funkciæ klassa P sleduet, qto funkciØ

L(z) := f(z) f(z) = c ∏ k 1 − z/α_k 1 − z/α_k , (5)

gde |c| = 1, Im α_k ≤ 0 i ∑ k | | | |Im^1αk | | | | < ∞ [4, s. 219]. Esli funkciØ

f imeet tol~ko vewestvennye nuli, to L(z) ≡ c, |c| = 1; v obwem sluqae |L(z)| ≤ 1 pri Im z < 0.

Pust~ f ∈ E i z_0 – fiksirovannaØ toqka v nißneæ poluploskosti: Im z_0 < 0. Vvidu (5) superpoziciØ B(ζ) = ζL(z(ζ)), gde z(ζ) = z_0 + ζ z_0 1 + ζ , ØvlØetsØ proizvedeniem BlØxke, perevodØwim krug |ζ| < 1 v sebØ. DannaØ funkciØ ispol~zovalas~ v rabote [8] dlØ postroeniØ konformnogo i odnolistnogo otobraßeniØ v sootvetstvii s

104 V. N. DUBININ predloßennym v [10] podhodom k poluqeni¸ neravenstv dlØ mnogolistnyh funkciæ. Odnako v rØde qastnyh sluqaev ffffektivnee neposredstvennoe primenenie neravenstv (1)–(4), naprimer, k funkciØm L(z(ζ)) i B(ζ). Takim obrazom, oba podhoda dopolnØ¸t drug druga. Zametim takße, qto narØdu s funkcieæ B(ζ) moßno rassmatrivat~ drugoe proizvedenie BlØxke

L(z(ζ)) − L(z_0 )

1 − L(z_0)L(z(ζ)) , k kotoromu primeneny vse posledu¸wie niße vykladki dlØ B(ζ).

Teorema 1. Esli funkciØ f ∈ E, to dlØ l¸boæ toqki z, Im z < 0,

f(z) ≠ 0, spravedlivo neravenstvo 2|Im z| | | | | f^′(z) f(z) − f^′(z) f(z) | | | | ≤ |f^2(z)| − |f^2(z)| |f(z)f(z)| . Ravenstvo dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vse nuli funkcii f, za iskl¸qeniem moßet byt~ odnogo, leßat na vewestvennoæ osi.

Dokazatel~stvo. Esli L(z) ≢ const, to, primenØØ neravenstvo

(1) k funkcii L(z(ζ)) v toqke ζ = 0, poluqaem

|L^′(z_0)/L(z_0)||2Im z_0| ≤ |L(z_0)|^{−1} − |L(z_0)|,

qto daet trebuemoe neravenstvo pri z_0 = z. Ravenstvo imeet mesto v tom i tol~ko tom sluqae, kogda L(z(ζ)) = c ζ + a 1 + aζ pri nekotoryh c, |c| = 1, i a, |a| < 1. Vvidu (5) ffto sootvetstvuet sluqa¸, kogda odin nul~ funkcii f leßit v nißneæ poluploskosti, a vse ostal~nye nuli (esli takovye ime¸tsØ) – na vewestvennoæ osi. Esli teper~ L(z) ≡ const, to neobhodimo |L(z)| ≡ 1, i my imeem sluqaæ ravenstva, v kotorom vse nuli funkcii f raspoloßeny na vewestvennoæ osi. Teorema dokazana.

Iz neravenstva (2), primenennogo k funkcii B(ζ), vytekaet

O PRIMENENII LEMMY XVARCA 105

Teorema 2. Esli funkciØ f ∈ E, to dlØ l¸byh toqek z i ζ v niß-

neæ poluploskosti vypolnØetsØ neravenstvo |z − ζ| ( |f(z)f(ζ )| − |f(z)f(ζ)| ) ≤ |z − ζ| ( |f(z)f(ζ)| − |f(z)f(ζ)| ) . Ravenstvo dostigaetsØ, naprimer, dlØ funkciæ f, vse nuli kotoryh raspoloßeny na vewestvennoæ osi.

Zametim, qto vvidu (5) dlØ l¸boæ funkcii f klassa E v toqkah x na vewestvennoæ osi imeet mesto neravenstvo Im f^′(x) f(x) = ∑ k Im α_k |α_k − x|^2 ≤ 0. Ots¸da (arg f(x))^′ = Im f^′(x) f(x) ≤ 0. (6)

Zdes~ i niße (arg f(x))^′ oznaqaet qastnu¸ proizvodnu¸ ∂ argf/∂x, vyqislennu¸ v toqke x na vewestvennoæ osi. Esli dopolnitel~- no izvestny znaqeniØ funkcii f v nekotoryh simmetriqnyh toqkah ζ i ζ, to neravenstvo (6) dopuskaet sledu¸wee usilenie.

Teorema 3. Pust~ funkciØ f ∈ E, x – vewestvennoe i ζ – kom-

pleksnoe qislo v nißneæ poluploskosti. Togda

(arg f(x))^′ ≤ |f(ζ)| − |f(ζ)| |f(ζ)| + |f(ζ)| Im ζ |x − ζ|^2 . (7)

Ravenstvo v (7) imeet mesto dlØ funkcii f klassa E s nulØmi na vewestvennoæ osi.

Dokazatel~stvo. Primenenie neravenstva (3) k funkcii B(ζ) = ζL(z(ζ)) = L(z_0)ζ + . . . daet |B^′(ζ)| ≥ 2 1 + |L(z_0)|

= 1 + 1 − |L(z_0)| 1 + |L(z_0)| dlØ l¸byh ζ, |ζ| = 1, ζ ≠ −1. S drugoæ storony, v toqke ζ, dlØ kotoroæ x = z(ζ), imeem

|B^′(ζ)| = 1+ ζL^′(z(ζ))z^′(ζ) L(z(ζ)) = 1+ ζ(z)L^′(z(ζ)) ζ^′(z)L(z(ζ)) = 1+ |x − z_0|^2 Im z_0 Im f^′(x) f(x) ,

106 V. N. DUBININ gde ζ(z) = (z_0 − z)/(z − z_0) – funkciØ, obratnaØ z = z(ζ). Neravenstvo (7) dokazano (pri ζ = z_0). V sluqae, kogda vse nuli funkcii f raspoloßeny na vewestvennoæ osi L(z) ≡ c, |c| = 1 (sm. (5)). Pofftomu B(ζ) ≡ cζ i v neravenstvah (3) i (7) imeet mesto znak ravenstva. Teorema dokazana.

Teoremy 1 i 3 da¸t usileniØ sootvetstvenno teorem 5 i 3 raboty [8], poluqennyh drugim putem. Soqetanie neravenstva (7) s nekotorymi rezul~tatami B. ˚. Levina [4] i T. G. Genqeva [9] dlØ celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa privodit k utoqneni¸ klassiqeskih teorem v raznyh napravleniØh (sm. primenenie teoremy 3 v [8, sledstviØ 2–4]).

Teorema 4. Esli funkciØ f ∈ E, to dlØ l¸byh razliqnyh toqek

x_1 i x_2 na vewestvennoæ osi spravedlivo neravenstvo

(arg f(x_1))^′(arg f(x_2))^′|x_1 − x_2|^2 ≥ sin^2 arg(f(x_1 )/f(x_2)). (8)

Ravenstvo v (8) dostigaetsØ dlØ funkciæ f klassa E, u kotoryh v nißneæ poluploskosti imeetsØ tol~ko odin nul~ z_0 = (x_1+x_2)/2− i|x_1 − x_2|/2. Dokazatel~stvo. Pust~ L(x1) ≠ L(x2) i pust~ toqki ζk takovy,

qto x_k = z(ζ_k), k = 1, 2. Oboznaqim qerez Ψ(w) odin iz drobnolineænyh avtomorfizmov kruga |w| < 1 na sebØ, perevodØwih toqki L(x_k), k = 1, 2, v toqki ±1. Iz neravenstva (4), primenennogo k superpozicii Ψ(L(z(ζ))), sleduet

|Ψ^′(L(x_1))Ψ^′(L(x_2))L^′(x_1)L^′(x_2)z^′(ζ_1)z^′(ζ_2)| ≥ 1. (9)

PolagaØ z_0 v opredelenii funkcii z(ζ) ravnoæ (x_1 + x_2)/2 − i|x_1 − x_2|/2 i ispol~zuØ invariantnost~ izvestnogo funkcionala pri drobno-lineænyh otobraßeniØh, zakl¸qaem iz (9)

|L^′(x_1)L^′(x_2)| |x_1 − x_2|^2 ≥ |L(x_1) − L(x_2)|^2.

�to ße neravenstvo verno pri L(x_1) = L(x_2). Posle nesloßnyh vyqisleniæ prihodim k neravenstvu (8). Esli teper~ funkciØ f imeet v nißneæ poluploskosti tol~ko odin nul~ z_0 = (x_1 +x_2)/2− i|x_1 − x_2|/2, to vvidu (5) L(z) ≡ c z − z_0 z − z_0 , |c| = 1.

O PRIMENENII LEMMY XVARCA 107 Takim obrazom, L(z(ζ)) est~ povorot vokrug toqki ζ = 0. Neposredstvenno ubeßdaemsØ, qto ζ_1 = −ζ_2 i, sledovatel~no, Ψ takße povorot vokrug naqala. Ots¸da vytekaet ravenstvo v (9) i (8). Teorema dokazana.

Analogiqno dokazyvaetsØ “trehtoqeqnaØ” teorema iskaßeniØ dlØ funkciæ klassa E i dlØ l¸byh razliqnyh toqek x_1, x_2 i x_3 na vewestvennoæ osi.

V nedavneæ rabote [7] ustanovleno zameqatel~noe neravenstvo |f(z)| > μ pri Im z > 0, spravedlivoe dlØ vseh celyh funkciæ f ffksponencial~nogo tipa, otliqnyh ot postoØnnoæ, ne ime¸wih nuleæ v verhneæ poluploskosti i udovletvorØ¸wih usloviØm h_f (π/2) = 0, |f(x)| ≥ μ > 0 na vewestvennoæ osi. V [7] dany takße interesnye priloßeniØ fftogo neravenstva. Novye priloßeniØ moßno poluqit~, primenØØ neravenstva (1)–(2) k funkcii w = μ/f(z(ζ)), |ζ| < 1, gde z(ζ) opredelena kak i vyxe, no s Im z_0 > 0. Naprimer, iz neravenstva (1) analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1, poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat |f^′(z)| ≤ |f^2(z)| − μ^2 2μ Im z , Im z > 0. V zakl¸qenie otmetim, qto esli vse nuli polinoma P stepeni n leßat v kruge |z| ≤ 1, to funkciØ f(z) = e^{inz/2}P (e^{−iz}) prinadleßit klassu E. Primenenie k fftoæ funkcii predyduwih teorem privodit k nekotorym utverßdeniØm dlØ polinoma P . Odnako bolee sil~nye rezul~taty poluqa¸tsØ, esli povtorit~ predyduwie dokazatel~stva teorem, no uße primenitel~no k drugomu proizvedeni¸ BlØxke, postroennomu po polinomu P . �to, v qastnosti, budet pokazano v sledu¸wem paragrafe.

§2. Polinomy s nulØmi v ediniqnom kruge

Oboznaqim qerez P_n klass vseh polinomov vida P (z) = c_n n∏ k=1 (z − α_k), dlØ kotoryh c_n ≠ 0 i |α_k| ≤ 1, k = 1, . . . , n, n ≥ 2. Vs¸du niße ~B(z) = P (z) z^{n−1} P (1/z) = c_n c_n z n∏ k=1 z − α_k 1 − α_kz .

108 V. N. DUBININ Neposredstvenno iz neravenstva (2), primenennogo k funkcii ~B(z), vytekaet

Teorema 5. Esli polinom P (z) = cnz^n+. . .+c0 prinadleßit klas-

su P_n, to dlØ l¸boæ toqki z iz kruga U spravedlivo neravenstvo | | | | P (z) P (1/z) | | | | ≤ |z|^n |z||c_n| + |c_0| |c_n| + |z||c_0| . Ravenstvo dostigaetsØ, naprimer, dlØ polinomov P s nulØmi na ediniqnoæ okrußnosti |z| = 1.

Pust~ teper~ polinom P (z) = c_nz^n + . . . + c_0 ne imeet nuleæ v kruge U . Togda polinom Q(z) := z^nP (1/z) = c_0z^n + . . . + c_n prinadleßit klassu P_n. Iz teoremy 5 sleduet, qto dlØ l¸boæ toqki z s |z| > 1 vypolnØetsØ neravenstvo |P (1/z)| ≥ |P (z)| 1 |z|^n |z||c_0| + |c_n| |c_0| + |z||c_n| . Predpoloßim dopolnitel~no, qto M (P ) := max{|P (z)| : |z| = 1} = 1. Togda |P (z)| + |z|^n|P (1/z)| ≤ 1 + |z|^n (sm., naprimer, [11, s. 550]). Vmeste s predyduwim neravenstvom ffto daet sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1. Esli polinom P (z) = cnz^n +. . .+c0, n ≥ 2, ne imeet

nuleæ v kruge U i M (P ) = 1, to dlØ l¸bogo r > 1 spravedlivo neravenstvo max{|P (z)| : |z| = r} ≤ (1 + r^n)(|c_0| + r|c_n|) (1 + r)(|c_0| + |c_n|)

s ravenstvom dlØ polinomov P (z) = (μ + νz^n)/2, |μ| = |ν| = 1.

Poskol~ku pravaØ qast~ poslednego neravenstva ne prevoshodit (1+r^n)/2, to my imeem utoqnenie klassiqeskogo neravenstva �nkeni–Rivlina [12].

Teorema 6. DlØ polinomov P (z) = cnz^n + . . . + c0 klassa Pn v ka-

ßdoæ toqke z okrußnosti |z| = 1, gde P (z) ≠ 0, vypolnØetsØ neravenstvo Re zP^′(z) P (z) ≥ n − 1 2 + |c_n| |c_0| + |c_n| . (10)

O PRIMENENII LEMMY XVARCA 109 Ravenstvo v (10) imeet mesto dlØ polinomov P s nulØmi na ediniqnoæ okrußnosti |z| = 1 dlØ l¸byh z, |z| = 1, P (z) ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Primenenie neravenstva (3) k funkcii^~B(z)

daet | ~B^′(z)| ≥ 2 1 + |c_0/c_n| dlØ l¸byh toqek z na okrußnosti |z| = 1. S drugoæ storony, dlØ takih toqek z pri P (z) ≠ 0 imeem | ~B^′(z)| = z ~B^′(z) ~B(z) = 2Re zP^′(z) P (z) − n + 1, qto privodit k neravenstvu (10). Esli teper~ vse nuli polinoma P raspoloßeny na ediniqnoæ okrußnosti, to |c_0| = |c_n| i ~B(z) ≡ cz, |c| = 1. Pofftomu v poslednem neravenstve i, sledovatel~no, v neravenstve (10) imeet mesto znak ravenstva. Teorema dokazana.

Poluqennoe neravenstvo neskol~ko usilivaet neravenstvo (14) raboty [13]. Iz neravenstva (10) vytekaet takße sledu¸- wee usilenie klassiqeskogo neravenstva Turana [14]: max { |P^′(z)| : |z| = 1 } ≥ max { |P (z)| : |z| = 1 }[ n 2 + 1 2 |c_n| − |c_0| |c_n| + |c_0| ] . Teorema 7. Esli polinom P ∈ Pn, to dlØ l¸byh razliqnyh to-

qek z_1 i z_2 na okrußnosti |z| = 1, P (z_1)P (z_2) ≠ 0, spravedlivy neravenstva ( 2Re z_1P^′(z_1) P (z_1)

− n + 1 ) ( 2Re z_2P^′(z_2) P (z_2)

− n + 1 ) ≥ ≥ | | | | z^{n−1}_2 P (z_1)P (z_2) − z^{n−1}_1 P (z_2)P (z_1) (z_1 − z_2)P (z_1)P (z_2) | | | | 2 , ( 2Re z_1P^′(z_1) P (z_1) − n ) ( 2Re z_2P^′(z_2) P (z_2) − n ) ≥ ≥ | | | | z^n_2 P (z_1)P (z_2) − z^n_1 P (z_2)P (z_1) (z_1 − z_2)P (z_1)P (z_2) | | | | 2 . Ravenstvo v kaßdom iz neravenstv imeet mesto v sluqae polinomov P s nulØmi na ediniqnoæ okrußnosti.

110 V. N. DUBININ

Dokazatel~stvo. Pri dokazatel~stve pervogo neravenstva moß-

no sqitat~, qto ~B(z_1) ≠ ~B(z_2). Pust~ Φ(z) – drobno-lineænyæ avtomorfizm kruga |z| < 1 na sebØ takoæ, qto Φ((−1)^k) = z_k, k = 1, 2, a Ψ(w) – drobno-lineænyæ avtomorfizm kruga |w| < 1 na sebØ, Ψ( ~B(z_k)) = (−1)^k, k = 1, 2. Iz neravenstva (4), primenennogo k superpozicii Ψ( ~B(Φ(z))), sleduet

|Ψ^′( ~B(z_1))Ψ^′( ~B(z_2))( ~B^′(z_1) ~B^′(z_2)Φ^′(−1)Φ^′(1)| ≥ 1.

Ots¸da | ~B^′(z_1) ~B^′(z_2)||z_1 − z_2|^2 ≥ | ~B(z_1) − ~B(z_2)|^2,

qto ravnosil~no trebuemomu neravenstvu. Esli teper~ vse nuli polinoma P raspoloßeny na ediniqnoæ okrußnosti, to ~B(z) ≡ cz, |c| = 1. DlØ takih funkciæ ~B(z) v poslednem neravenstve imeet mesto znak ravenstva. Dokazatel~stvo vtorogo neravenstva teoremy 7 analogiqno dokazatel~stvu pervogo, tol~ko vmesto funkcii ~B(z) neobhodimo rassmotret~ funkci¸ ~B(z)/z. Teorema dokazana.

Teorema 8. Pust~ polinom P ∈ Pn i pust~ toqki zk, k = 1, . . . , m,

m ≥ 2, na okrußnosti |z| = 1 takovy, qto P (z_k) ≠ 0 i toqki w_k = P (z_k)/ ( z^n_k P (z_k) ) raspoloßeny na okrußnosti |w| = 1 pod ravnymi uglami, k = 1, . . . , m. Togda m∏ k=1 ( 2Re z_kP^′(z_k) P (z_k) − n ) ≥ 1.

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov vida P (z) = c_nz^{n−1} ∏ k=1 (z −α_k), |α_k| = 1, k = 1, . . . , n − 1. Dokazatel~stvo osuwestvlØetsØ primeneniem neravenstva (4) k funkcii f(z) = ~B(z)/z. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Teorema 9. Pust~ P (z) =^{n∏}_{k=1}(z−αk), |αk| ≤ 1, k = 1, . . . , n, n ≥ 2, i

pust~ β_k, k = 1, . . . , n − 1, – kritiqeskie toqki polinoma P . Togda spravedlivo neravenstvo | | | | n∑ k=1 α_k n∏ k=1 α_k − n n−1∏ k=1 β_k | | | | ≤ 1 − | | | | n∏ k=1 α^2_k | | | | ≤ 1.

O PRIMENENII LEMMY XVARCA 111 Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae P (z) = z^n + c_1z, |c_1| = 1.

Dokazatel~stvo. Poloßim P (z) = z^n + cn−1z^{n−1} + . . . + c1z + c0.

PrØmym vyqisleniem poluqaem

f(z) := ~B(z) z = P (z) z^nP (1/z) = c_0 + (c_1 − c_0c_{n−1})z + . . . .

Neravenstvo (1) pri z = 0 daet |c_1 − c_0c_{n−1}| ≤ 1 − |c_0|^2.

Ostalos~ vospol~zovat~sØ formulami Vieta

c_0 = (−1)^n n∏ k=1 α_k, c_1 = (−1)^{n−1}n n−1∏ k=1 β_k i c_{n−1} = − n∑ k=1 α_k. Sluqaæ ravenstva viden iz privedennogo dokazatel~stva. Teorema dokazana.

Sledstvie 2 (sr. [15, s. 4463–4464]). Esli polinom P (z) = n∏ k=1 (z − α_k) prinadleßit klassu P_n i^n ∑ k=1 α_k = 0, to |P^′(0)| ≤ 1 − |P (0)|^2 ≤ 1.

Sledstvie 3. Esli polinom P (z) =^{n∏}_{k=1}(z−αk) prinadleßit klas-

su P_n i esli^n ∑ k=1 α_k = 0, libo^n ∏ k=1 α_k = 0, to dlØ kritiqeskih toqek fftogo polinoma β_k, k = 1, . . . , n − 1, vypolnØetsØ neravenstvo min 1≤k≤n−1 |β_k| ≤ (1/n)^{1/(n−1)}. Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae P (z) = z^n − z.

V rabote [16, teorema 3] pokazano, qto esli β_k, k = 1, . . . , n−1, kritiqeskie toqki polinoma P (z) = z^n + . . . + c_1z klassa P_n, to n�1 n^{−1}∏ k=1 |P (β_k)| ≤ (n − 1)|c^2_1/n^n|^{1/(n−1)} s ravenstvom v sluqae P (z) = z^n + c_1z, gde |c_1| = 1. S drugoæ storony, iz teoremy 9 sleduet |c_1| ≤ 1. Ots¸da vytekaet

112 V. N. DUBININ

Sledstvie 4. Esli βk, k = 1, . . . , n−1, – kritiqeskie toqki poli-

noma P (z) = z^n + . . .+ c_1z klassa P_n, to ime¸t mesto neravenstva n−1∏ k=1 |P (β_k)| ≤ (n − 1)^{n−1} n^n , n�^1 n^{−1} ∏ k=1 | | | | P (β_k) β_k | | | | ≤ n − 1 n . Ravenstvo v oboih sluqaØh dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = z^n−z.

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-e izd., M., 1966.

2. R. Osserman, A sharp Schwarz inequality on the boundary, Proc. Amer. Math.

Soc. 128, No. 12 (2000), 3513–3517.

3. V. N. Dubinin, K neravenstvu Xvarca na granice dlØ regulØrnyh v kruge funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 286 (2002), 74–84.

4. B. Ya. Levin, Lectures on entire functions, Transl. Math. Monographs, AMS 150 (1996).

5. R. Gardner, N. K. Govil, Functions of exponential type not vanishing in a half–

plane, Analysis 17 (1997), 395–402.

6. N. K. Govil, M. A. Qazi, On maximum modulus of polynomials and related entire

functions with restricted zeros, Math. Ineq. Appl. 5, No. 1 (2002), 57–60.

7. N. K. Govil, M. A. Qazi, Q. I. Rahman, A new property of entire functions of ex-

ponential type not vanishing in a half–plane and applications, Complex Variables 48, No. 11 (2003), 897–908.

8. A. V. Olesov, Neravenstva dlØ celyh funkciæ koneqnoæ stepeni i polinomov, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 174–195.

9. T. G. Genqev, Neravenstva dlØ asimmetriqeskih celyh funkciæ ffsponencial~nogo tipa, Dokl. AN SSSR 241, No. 6 (1978), 1261–1264.

10. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

11. A. Aziz, Q. G. Mohammad, Growth of polynomials with zeros outside a circle,

Proc. Amer. Math. Soc. 81, No. 4 (1981), 549–553.

12. N. C. Ankeny, T. J. Rivlin, On a theorem of S. Bernstein, Pacific J. Math. 5,

No. 2 (1955), 849–852.

13. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

14. P. Turan, Über die Ableitung von Polynomen, Compositio Math. 7 (1939), 89– 95. 15. P. Pawlowski, On the zeros of a polynomial and its derivatives, Trans. Amer.

Math. Soc. 350, No. 11 (1998), 4461–4472.

16. V. N. Dubinin, Neravenstva dlØ kritiqeskih znaqeniæ polinomov, Mat.

sb. 197, No. 8 (2006), 63–72.

Postupilo 4 maØ 2006 g.

Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam.dvo.ru