Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

V. N. Dubinin

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA I SIMMETRIZACI˚

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

Vvedenie i osnovnye opredeleniØ

Ogromnoe vliØnie na razvitie geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo okazali raboty G. M. Goluzina, kotoryæ udelØl bol~xoe vnimanie kak original~nym rezul~tatam, tak i soverxenstvovani¸ metodov fftoæ teorii. V qastnosti, predstavlenie o metode polos Grœtxa mnogie posledu¸wie issledovateli poluqili iz znamenitoæ knigi [1]. V sovremennom izloßenii metod polos sostavlØet qast~ metoda ffkstremal~nyh metrik, a takie ego kl¸qevye ponØtiØ kak modul~ qetyrehugol~- nika, modul~ kol~ca i, dalee, modul~ semeæstva krivyh tesno svØzany s emkost~¸ kondensatora i drugimi ponØtiØmi teorii potenciala.

V dannoæ rabote prodolßa¸tsØ issledovaniØ svoæstv obobwennyh kondensatorov i ih priloßeniæ [2, 3]. Rassmatriva¸tsØ principy simmetrii i kompozicii dlØ konformnoæ emkosti takih kondensatorov. ObsußdaetsØ svØz~ fftih principov s klassiqeskimi lemmami Grœtxa [1, s. 170–173; 4, s. 38–41] i nekotorymi vidami simmetrizacii [5, 6]. Dany priloßeniØ k ocenkam emkosteæ kompaktov i k zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii.

Napomnim opredelenie emkosti obobwennogo kondensatora (v dal~neæxem slovo “obobwennyæ” budem opuskat~). Pust~ B – oblast~ na kompleksnoæ sfere C . ȷelaØ razliqat~ graniqnye toqki B, no ne usloßnØt~ pri fftom izloßeniØ suwestva voprosa, rassmotrim snaqala koneqnosvØznye oblasti. V fftom slu-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI i DVO RAN (granty No. 06-III-A-01-013) i No. 06-II-CY-01-001). 73

74 V. N. DUBININ qae B oznaqaet kompaktifikaci¸ B posredstvom prostyh koncov Karateodori, granica ∂B – sovokupnost~ prostyh koncov. Pod okrestnost~¸ budem ponimat~ l¸boe otkrytoe v B mnoßestvo. V dal~neæxem, esli ffto ne vyzovet nedorazumeniæ, budem otoßdestvlØt~ fflement B, sootvetstvu¸wiæ vnutrenneæ toqke B, s samoæ fftoæ toqkoæ, a nositel~ dostißimoæ graniqnoæ toqki i samu fftu toqku budem oboznaqat~ odnoæ i toæ ße bukvoæ. Kondensatorom v B nazovem troæku C = (B, E, △), gde E = {E_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ zamknutyh v B poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv E_k, k = 1, . . . , n, a △ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel δ_k, k = 1, . . . , n. DlØ kaßdogo k, 1 ≤ k ≤ n, mnoßestvo

E_k budem nazyvat~ plastinoæ kondensatora C, a qislo δ_k – urov-

nem potenciala ili, koroqe, potencialom plastiny E_k.

Emkost~ cap C kondensatora C opredelØetsØ kak toqnaØ nißnØØ gran~ integralov Dirihle I(v, B) := ∫ ∫ B |∇v|^2dxdy po vsem dopustimym funkciØm v(z) (z = x + iy), t.e. vewestvennym funkciØm v(z), nepreryvnym v B, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica v nekotoroæ okrestnosti kaßdoæ koneqnoæ toqki mnoßestva B i ravnym δ_k v nekotoroæ okrestnosti plastiny E_k,

k = 1, . . . , n. Esli granica mnoßestva^n ⋃ k=1 E_k sostoit iz koneqno-

go qisla nevyroßdennyh svØznyh komponent, a uqastki granicy (∂B)\^n ⋃ k=1 E_k kusoqnogladkie, to suwestvuet edinstvennaØ funk-

ciØ u, nepreryvnaØ v B, garmoniqeskaØ v B\^n ⋃ k=1 E_k, ravnaØ δ_k

na E_k, k = 1, . . . , n, i takaØ, qto ∂u/∂n = 0 v toqkah gladkosti na (∂B)\^n ⋃ k=1 E_k (zdes~ i niße ∂/∂n oznaqaet differencirovanie

vdol~ vnutrenneæ normali k granice). Ukazannu¸ funkci¸ budem nazyvat~ potencial~noæ funkcieæ kondensatora C. Iz principa Dirihle sleduet, qto cap C = I(u, B). DlØ beskoneqnosvØznyh oblasteæ B ⊂ C ograniqimsØ sluqaem, kogda kondensator C = (B, E, △) i ego emkost~ cap C opredelØ¸tsØ kak i vyxe, tol~ko odna iz plastin neobhodimo sovpadaet so

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 75 vseæ graniceæ oblasti B, ponimaemoæ v obyqnom smysle, a drugie plastiny sut~ zamknutye poparno nepereseka¸wiesØ podmnoßestva B. V §1 dannoæ stat~i rassmatrivaetsØ prosteæxiæ princip simmetrii (teorema 1) i vvodØtsØ principy kompozicii dlØ emkosteæ kondensatorov (teoremy 2 i 3). Teorema 2 vzØta iz raboty [2, s. 41], a teorema 3 ØvlØetsØ bolee udobnym v priloßeniØh analogom sootvetstvu¸wego utverßdeniØ v [2, s. 42]. Vse tri teoremy dokazyva¸tsØ ves~ma prosto i, v toße vremØ, ime- ¸t suwestvennye priloßeniØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ. Znaqimost~ fftih utverßdeniæ raskryvaetsØ qastiqno vo vtorom paragrafe, kotoryæ nosit metodiqeskiæ harakter. V nem pokazano, qto teoremy 2 i 3 ØvlØ¸tsØ daleko iduwimi obobweniØmi izvestnyh lemm Grœtxa i sovmestno s teoremoæ 1 vkl¸qa¸t v sebØ odnu iz raznovidnosteæ kusoqno-razdelØ¸weæ simmetrizacii [6]. S drugoæ storony, lemmy Grœtxa moßno rassmatrivat~ takße kak sledstviØ nekotoryh principov simmetrizacii [5]. Znanie fftih zavisimosteæ pozvolØet ffffektivno soqetat~ metody, osnovannye na primenenii emkosteæ, ffkstremal~nyh dlin i simmetrizacii.

Nam ponadobitsØ takße asimptotika emkosti kondensatora v odnom qastnom sluqae iz raboty [2]. DlØ koneqnoæ toqki z_0 kompleksnoæ sfery C oboznaqim qerez D(z_0, r) zamknutyæ krug s centrom v toqke z_0 radiusa r > 0. V sluqae beskoneqno udalennoæ toqki opredelim D(∞, r) := {z : |z| ≥ 1/r}. Rassmotrim proizvol~nu¸ koneqnosvØznu¸ oblast~ B ⊂ C bez izolirovannyh graniqnyh toqek. Pust~ Γ – nepustoe zamknutoe podmnoßestvo ∂B, sostoØwee iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh svØznyh komponent; Z = {z_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ razliqnyh toqek oblasti B;

△ = {δ_k}^n_{k=1} – sovokupnost~ vewestvennyh qisel,^n ∑ k=1 δ^2_k ≠ 0, i

pust~ Ψ = {ψ_k}^n_{k=1}, gde ψ_k = ψ_k(r) ≡ μ_kr, μ_k, k = 1, . . . , n – proizvol~nye poloßitel~nye qisla. Oboznaqim C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) := (B, {Γ, D(z_1, ψ_1(r)), . . . , D(z_n, ψ_n(r))}, {0, δ_1, . . . , δ_n}). Iz teoremy 7 raboty [2] vytekaet sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula:

76 V. N. DUBININ

cap C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) = 2π [_n ∑ k=1 δ^2_k ] ( − 1 log r ) −

−2π n∑ k=1 δ^2_k log r(B, Γ, z_k) μ_k + n∑ k=1 n∑ l=1_{l6} =k δ_kδ_lg_B (z_k, z_l, Γ) ( 1 log r

)_2 +

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0. (1) Zdes~ g_B(z, z_k, Γ) := g_{f(B)}(f(z), f(z_k ), f(Γ)), gde funkciØ f konformno i odnolistno otobraßaet oblast~ B na analitiqesku¸ ßordanovu oblast~ f(B), a vewestvennaØ funkciØ g_k(w) ≡

g_{f(B)}(w, f(z_k), f(Γ)) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: g_k(w) ne-

preryvnaØ na f(B)\{f(z_k )}, nepreryvno differenciruemaØ na

f(B)\(f(Γ) ∪ {f(z_k )}), garmoniqeskaØ v f(B)\{f(z_k )} i takaØ, qto g_k(w) = 0 pri w ∈ f(Γ), ∂g_k/∂n = 0 pri w ∈ (∂f(B))\f(Γ), g_k(w) + log |w − f(z_k )| – garmoniqeskaØ funkciØ v okrestnosti

toqki f(z_k ); r(B, Γ, z_k) := exp lim_{z→zk}(g_B (z, z_k, Γ) + log |z − z_k|), k = 1, . . . , n. Legko videt~, qto g_B (z, z_k, Γ) i r(B, Γ, z_k) ne zavisØt ot vybora funkcii f (sm. [2, §2]). ˚sno takße, kak izmenØtsØ opredeleniØ fftih ponØtiæ, esli toqka z_k = ∞. V sluqae Γ = ∂B kondensator

C(r; B, Γ, Z, Δ, Ψ) opredelØetsØ dlØ proizvol~noæ oblasti B, ime-

¸weæ funkci¸ Grina, i dlØ emkosti fftogo kondensatora vnov~ spravedliva formula (1), gde r(B, Γ, z_k) = r(B, z_k) – vnutrennie radiusy, a g_B(z, z_k, Γ) = g_B(z, z_k) – funkcii Grina oblasti

B, k = 1, . . . , n [7]. Esli B = C i Γ = ?, to pri dopolnitel~nom

uslovii^n ∑ k=1 δ_k = 0 imeet mesto asimptotiqeskaØ formula

cap C(r; C , ?, Z, Δ, Ψ) = 2π [_n ∑ k=1 δ^2_k ] ( − 1 log r ) +

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 77 +2π n∑ k=1 δ^2_k log μ_k + n∑ k=1 n ′∑ l=1_{l6} =k δ_kδ_l log |z_k − z_l| ( 1 log r

)_2 +

+o (( 1 log r

)_2) , r → 0. (2) gde xtrih u znaka summy oznaqaet, qto pri z_k = ∞ (z_l = ∞) pod sootvetstvu¸wim slagaemym ponimaetsØ nul~ [7]. Primenenie teorem 1–3 (§1) i drugih svoæstv emkosteæ kondensatorov [2] sovmestno s formulami (1)–(2) privodit k rezul~tatam v razliqnyh oblastØh teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo [3, 6–7]. V dopolnenie k fftim rezul~tatam my poluqaem ocenki logarifmiqeskoæ, giperboliqeskoæ i drugih emkosteæ kompaktov (§3), a takße neravenstva dlØ proizvedeniæ vnutrennih radiusov i emkosteæ Robena poparno nenalega¸wih oblasteæ (§4).

§1. Principy simmetrii i kompozicii

Rassmotrim snaqala analog principa simmetrii metoda ffkstremal~nyh metrik (sr. [8, gl. I, teorema 5], [9, teorema 2.47]). DlØ proizvol~nogo mnoßestva A ⊂ C vvedem oboznaqenie A^+ =

{z ∈ A : Im z > 0}. Mnoßestvo A nazyvaetsØ simmetriqnym ot-

nositel~no vewestvennoæ osi, esli A = {z : z ∈ A}. Kondensator

C = (B, E, Δ) nazovem simmetriqnym otnositel~no vewestvennoæ

osi, esli oblast~ B i plastiny sovokupnosti E oblada¸t ukazannoæ simmetrieæ.

Teorema 1. Esli kondensator C = (B, {Ek}^n_{k=1}, {δk}^n_{k=1}) simme-

triqen otnositel~no vewestvennoæ osi, to

cap C = 2cap C^+,

gde C^+ = (B^+, {E^+_k }^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1}).

Dokazatel~stvo. Standartnymi rassußdeniØmi ubeßdaemsØ,

qto dostatoqno rassmotret~ situaci¸, kogda mnoßestva B i n⋃ k=1 E_k ograniqeny koneqnym qislom ßordanovyh krivyh. Pri-

vlekaØ v sluqae neobhodimosti konformnoe otobraßenie, moßno sqitat~, qto granica ∂B sostoit iz koneqnogo qisla analitiqeskih krivyh. V fftih usloviØh oboznaqim qerez u potencial~nu¸

78 V. N. DUBININ funkci¸ kondensatora C. V silu edinstvennosti u(z) ≡ u(z), t.e. funkciØ u simmetriqna otnositel~no vewestvennoæ osi. V qastnosti, v toqkah mnoßestva (∂B^+ ) ⋂ B na vewestvennoæ osi imeem

∂u/∂n = 0. Pofftomu funkciØ u ØvlØetsØ potencial~noæ dlØ kon-

densatora C^+. Ots¸da

cap C = I(u, B) = 2I(u, B^+) = 2cap C^+.

Teorema dokazana.

˚sno kak formuliruetsØ princip simmetrii v sluqae proizvol~noæ prØmoæ (vmesto vewestvennoæ osi) i v sluqae, kogda prØmaØ zamenØetsØ na okrußnost~.

Sledu¸wie dve teoremy ØvlØ¸tsØ analogami sootvetstvu- ¸wih principov kompozicii metoda ffkstremal~nyh metrik (sm. [8, gl. I, teorema 4]).

Teorema 2. Pust~ Bi, i = 1, . . . , m, – poparno nepereseka¸wie-

sØ podoblasti oblasti B ⊂ C , i pust~ dlØ kondensatorov C_i = (B_i, {E_{ij}}^{ni}_{k=1}, {δ_{ij}}^{ni}_{j=1}), i = 1, . . . , m, i C = (B, {E_k}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1}) vypolnØetsØ uslovie: l¸baØ plastina E_{ij} kaßdogo kondensatora C_i prinadleßit ob¨edineni¸ plastin kondensatora C, ime¸wih tot ße potencial, qto i E_{ij}. Togda m∑ i=1 cap C_i ≤ cap C.

Dokazatel~stvo privoditsØ v rabote [2, s. 41–42]. O svØzi fftoæ teoremy s drugimi utverßdeniØmi metoda ffkstremal~nyh metrik skazano takße v [2, s. 42].

Teorema 3. Predpoloßim, qto kondensatory Ci = (Bi, {Eij}^{ni}_{j=1},

{δ_{ij}}^{ni}_{j=1}), i = 1, . . . , m, i C = (B, {E_k}^n_{k=1}, {δ_k}^n_{k=1}) udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

1) B =^m ⋃ i=1 B_i;

2) esli nekotoraØ toqka prinadleßit mnoßestvu B_i ⋂ B_i0 , i ≠ i^′ (i, i^′ = 1, . . . , m), to ona prinadleßit takße plastinam kondensatorov C_i i C_i0 s ravnymi potencialami;

3) l¸baØ plastina E_k kondensatora C prinadleßit ob¨edineni¸ plastin kondensatorov C_i, ime¸wih tot ße potencial, qto i E_k.

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 79

Togda_m ∑ i=1 cap C_i ≥ cap C.

Dokazatel~stvo. Pust~ vi – proizvol~naØ dopustimaØ funkciØ

dlØ kondensatora C_i, i = 1, . . . , m. Na mnoßestve B opredelim funkci¸ v(z), ravnu¸ v_i(z), esli toqka z prinadleßit mnoßestvu

B_i, i = 1, . . . , m. Vvidu usloviØ 2) funkciØ v odnoznaqna, a v

silu usloviæ 1)–3) u opredeleniØ funkciæ v_i ona dopustima dlØ kondensatora C. Sledovatel~no, m∑ i=1 I(v_i, B_i) = I(v, B) ≥ cap C. Ostalos~ pereæti k infimumam po vsevozmoßnym dopustimym funkciØm v_i, i = 1, . . . , m. Teorema dokazana.

§2. Lemmy Grœtxa i principy simmetrizacii

Pokaßem snaqala, qto teoremy 2, 3 obobwa¸t lemmy Grœtxa dlØ moduleæ qetyrehugol~nikov i kolec. Neskol~ko otklonØØs~ ot klassiqeskih opredeleniæ (sm., naprimer, [4]), my ograniqivaemsØ opredeleniØmi modulØ qetyrehugol~nika i modulØ dvusvØznoæ oblasti lix~ dlØ odnogo semæstva krivyh, qto dostatoqno dlØ naxih celeæ. Imenno, modulem mP qetyrehugol~nika P otnositel~no zadannyh storon nazovem modul~ semeæstva krivyh, leßawih v P i soedinØ¸wih ukazannye storony. Modul~ mQ dvusvØznoæ oblasti Q opredelØem kak modul~ semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty. Sledu¸wie dva utverßdeniØ leßat v osnove “metoda polos” i ih prinØto nazyvat~ lemmami Grœtxa.

Utverßdenie 1. Pust~ Pi, i = 1, . . . , m, – poparno nepereseka¸-

wiesØ qetyrehugol~niki, leßawie v kol~ce Q = {z : r < |z| < R} tak, qto kaßdyæ iz nih imeet paru protivopoloßnyh storon, prinadleßawih sootvetstvenno okrußnostØm |z| = r i |z| = R. Togda dlØ moduleæ mP_i fftih qetyrehugol~nikov otnositel~no ukazannyh storon spravedlivo neravenstvo m∑ i=1 mP_i ≤ 2π/ log(R/r).

80 V. N. DUBININ

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kondensatory Ci = (Pi, {Eij}^2_{j=1},

{δ_{ij}}^2_{j=1}), gde E_{ij}, j = 1, 2, – storony qetyrehugol~nika P_i, le-

ßawie na okrußnostØh |z| = r (j = 1), |z| = R (j = 2), a

δ_{ij} = j − 1, j = 1, 2, i rassmotrim kondensator C = (Q, {{z : |z| = r}, {z : |z| = R}}, {0, 1}). Izvestno, qto cap C_i = mP_i, i = 1, . . . , m, cap C = 1/mQ = 2π/ log(R/r) [4,8]. Ostalos~ vospol~zovat~sØ te-

oremoæ 2.

Utverßdenie 2. Pust~ Qi, i = 1, . . . , m, – poparno nepereseka¸-

wiesØ dvusvØznye oblasti, leßawie v kol~ce Q = {z : r < |z| < R} i razdelØ¸wie graniqnye komponenty Q. Togda m∑ i=1 mQ_i ≤ mQ = 1 2π log(R/r). Dokazatel~stvo. Vvidu monotonnosti modulØ moßno sqitat~,

qto Q =^m ⋃ i=1 Q_i. Perenumeruem, esli ffto neobhodimo, oblasti

Q_i v porØdke ih sledovaniØ ot okrußnosti |z| = r do okruß-

nosti |z| = R, i rassmotrim kondensatory C_i = (Q_i, {E_{ij}}^2_{j=1},

{δ_{ij}}^2_{j=1}), , i = 1, . . . , m, i kondensator C iz dokazatel~stva utver-

ßdeniØ 1. Zdes~ E_{11} = {z : |z| = r}, E_{i2} = E_{i+1 1}, i = 1, . . . , m − 1,

E_{m2} = {z : |z| = R}; δ_{11} = 0, δ_{i2} = δ_{i+1 1}, i = 1, . . . , m − 1,

δ_{i2} − δ_{i1} = mQ_i/^m ∑ i=1 mQ_i, , i = 1, . . . , m, tak qto δ_{m2} = 1. PonØt-

no, qto cap C_i = (δ_{i2} − δ_{i1})^2/mQ_i, i = 1, . . . , m, cap C = 1/mQ. Po teoreme 3, 1 mQ ≤ m∑ i=1 (δ_{i2} − δ_{i1})^2 mQ_i = 1 m∑ i=1 mQ_i .

Utverßdenie dokazano.

Teoremy 1–3 soderßat takße osnovnoe neravenstvo dlØ razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatorov. Napomnim neobhodimye opredeleniØ iz [6], zameniv v nih mnimu¸ os~ na vewestvennu¸. Pust~ D_i, i = 1, . . . , m, – odnosvØznye poparno nepereseka¸wiesØ oblasti v C , ograniqennye koneqnym qislom kusoqno-analitiqeskih krivyh, i pust~ {p_i}^m_{i=1} – nekotoroe semeæstvo funkciæ ζ = p_i(z), konformno i odnolistno otobraßa¸wih sootvetstvenno oblasti D_i na verhn¸¸ poluplos-

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 81 kost~ Im ζ > 0. DlØ proizvol~nogo mnoßestva A ⊂ C oboznaqim qerez A^{(i)} ob¨edinenie mnoßestva p_i(A ⋂ D_i) s ego ot-

raßeniem otnositel~no vewestvennoæ osi. Pust~ teper~ C =

(C , {E1, E2}, {0, 1}) – proizvol~nyæ kondensator, udovletvorØ¸-

wiæ uslovi¸: E_j ⋂ D_i ≠ ?, j = 1, 2, i = 1, . . . , m. Semeæstvo

kondensatorov C_i = (C , {E^{(i)}_1 , E^{(i)}_2 }, {0, 1}), i = 1, . . . , m, nazyvaetsØ rezul~tatom razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatora C otnositel~no semeæstva funkciæ {p_i}^m_{i=1}. RazdelØ¸wee preobrazovanie ØvlØetsØ prosteæxim primerom kusoqno-razdelØ¸weæ simmetrizacii [6].

Utverßdenie 3. Spravedlivo neravenstvo

cap C ≥ 1 2 m∑ i=1 cap C_i.

Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ^~Ci = (Di, {Ej^⋂ Di}^2_{j=1},

{0, 1}), i = 1, . . . , m. Po teoreme 2,

cap C ≥ m∑ i=1 cap ~C_i. Iz konformnoæ invariantnosti emkosti i teoremy 1 sleduet

cap ~C_i = 1 2 cap C_i, i = 1, . . . , m. Qto i trebovalos~ dokazat~.

V zakl¸qenie otmetim, qto lemmy Grœtxa estestvennym obrazom vyteka¸t iz sledu¸wih principov simmetrizacii. Pust~ Q – proizvol~naØ dvusvØznaØ oblast~ ploskosti C , i pust~ E – ograniqennaØ komponenta dopolneniØ Q. Rezul~tatom simmetrizacii oblasti Q otnositel~no toqki z = 0 nazyvaetsØ krugovoe kol~co Q^∗ = {z : r(E) < |z| < r(E ⋃ G)}, gde πr^2(A) oznaqaet meru Lebega mnoßestva A ⊂ C .

Utverßdenie 4 (Karleman [5, s. 270]). V ukazannyh oboznaqeniØh

imeet mesto neravenstvo mQ ≤ mQ^∗. (3)

82 V. N. DUBININ

Vposledstvii neravenstvo (3) stali nazyvat~ principom simmetrizacii Xvarca. Pust~ teper~ P – proizvol~nyæ qetyrehugol~nik, leßawiæ v polose x_1 < x < x_2 i ime¸wiæ paru protivopoloßnyh storon, prinadleßawih sootvetstvenno prØmym

x = x_1 i x = x_2, a mP – modul~ P otnositel~no fftih storon.

Rezul~tatom simmetrizacii qetyrehugol~nika P nazovem prØmougol~nik P^∗ = {z : x_1 < x < x_2, 0 < y < h}, gde (x_2 − x_1)h – mera Lebega qetyrehugol~nika P .

Utverßdenie 5 ([5, s. 245]). Spravedlivo neravenstvo mP ≤ mP^∗. �tot rezul~tat kak i predyduwee neravenstvo (3) moßno poluqit~ s pomow~¸ odnogo priema, ispol~zovannogo v rabotah Fabera (1923) i Krana (1924) i naxedxego v dal~neæxem mnogoqislennye priloßeniØ i obobweniØ v teorii simmetrizacii (sm., naprimer, [5, s. 97, 273, 279]).

Utverßdenie 2 vytekaet iz principa simmetrizacii (3) sledu¸wim obrazom: m∑ i=1 mQ_i ≤ m∑ i=1 mQ^∗_i ≤ 1 2π log(R/r). Poslednee neravenstvo vypolnØetsØ vvidu togo, qto koncentriqeskie kol~ca Q^∗_i , i = 1, . . . , m, poparno ne pereseka¸tsØ i leßat v kol~ce Q.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 1 razreßem kol~co Q vdol~ odnoæ iz storon qetyrehugol~nika P_1, poluqiv odnosvØznu¸ oblast~ B. RegulØrnaØ vetv~ funkcii w = log z otobraßaet qetyrehugol~niki P_i na nekotorye qetyrehugol~niki Π_i, leßawie v polose log r < Re w < log R. Vvidu konformnoæ invariantnosti modulØ i utverßdeniØ 5 imeem m∑ i=1 mP_i = m∑ i=1 mΠ_i ≤ m∑ i=1 mΠ^∗_i ≤ 2π/ log(R/r). Poslednee neravenstvo sleduet iz togo fakta, qto prØmougol~- niki Π^∗_i , i = 1, . . . , m, ime¸t summarnu¸ meru, ne prevoshodØwu¸ 2π/ log(R/r).

Ukazannye otnoxeniØ znamenityh lemm Grœtxa k principam simmetrizacii avtor otmeqal v 2002 godu na konferencii v g. Halle, posvØwennoæ pamØti Grœtxa.

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 83

§3. Neravenstva dlØ emkosteæ kompaktov

Metriqeskie svoæstva zamknutyh mnoßestv predstavlØ¸t izvestnyæ interes v geometriqeskoæ teorii funkciæ [1, gl. YII; 10]. Dokaßem snaqala teoremu ob ocenke giperboliqeskoæ emkosti cap_h E mnoßestva E, svØzannoæ s pereseqeniØmi mnoßestva E napered zadannymi krivymi special~nogo vida. Opredelim ffti krivye sledu¸wim obrazom. Pri fiksirovannom natural~nom

m ≥ 1 razob¨em ploskost~ C luqami arg z^m = π na m simmetriq-

nyh otkrytyh uglov B_k, k = 1, . . . , m. V kaßdom iz takih uglov B_k rassmotrim semeæstvo krivyh Γ_k = {γ_k(c) : 0 < c < ∞}, zadannyh uravneniØmi γ_k(c) : Re z^{m/2} = c > 0, z ∈ B_k, k = 1, . . . , m. Legko videt~, qto pri m = 1 semeæstvo Γ_1 sostoit iz parabol, pri

m = 2 semeæstva Γ_1 i Γ_2 est~ semeæstva parallel~nyh prØmyh,

a pri m = 4 semeæstva Γ_k, 1 ≤ k ≤ 4, sostoØt iz vetveæ giperbol. Zametim takße, qto rasstoØnie ot krivoæ γ_k(c) do naqala koordinat ravno c^{2/m}.

Teorema 4. Pust~ E – proizvol~noe zamknutoe podmnoßestvo

ediniqnogo kruga U := {z : |z| < 1}, i pust~ L_k(E) oznaqaet lineænu¸ meru mnoßestva vseh c, pri kotoryh γ_k(c) ⋂ E ≠ ?, k = 1, . . . , m. Togda

cap_h E ≥ exp [ − π 2m K(^√1 − τ^2 )

K(τ ) ] , (4)

gde K(·) – polnyæ fflliptiqeskiæ integral pervogo roda i τ^{−1/2} −

τ^{1/2} =^m √_m ∏ k=1 [ L^{−1}_k (E) − L_k(E) ] , 0 ≤ τ < 1. Ravenstvo v (4) dosti-

gaetsØ dlØ simmetriqnyh mnoßestv E^∗_m(t) = {z : |z| ≤ t, arg z^m = 0}, 0 ≤ t < 1. Dokazatel~stvo. Rassmotrim sledu¸wie kondensatory C = (C_z , {E, C_z \U }, {0, 1}); C_k = (B_k, {E ⋂ B_k, (C_z \U ) ⋂ B_k}, {0, 1}); C^∗_k = (C_ζ , {E_k, C_ζ \U_ζ }, {0, 1}),

gde E_k – ob¨edinenie obraza mnoßestva E ⋂ B_k pri otobraßenii

funkcieæ ζ = iz^{m/2} (z ∈ B_k, Im ζ > 0) s ego otraßeniem otnositel~no vewestvennoæ osi, a indeks ζ oznaqaet, qto sootvetstvu- ¸wee mnoßestvo leßit v ζ-ploskosti;

84 V. N. DUBININ

SC^∗_k – rezul~tat posledovatel~nogo primeneniØ k kondensato-

ru C^∗_k snaqala simmetrizacii Xteænera otnositel~no mnimoæ osi, a zatem simmetrizacii Xteænera otnositel~no vewestvennoæ osi; C^′_k = (C_ζ , {{ζ : Re ζ = 0, |ζ| ≤ L_k(E)}, C_ζ \U_ζ }, {0, 1}); C^{′′}_k = (C w , {{w : Re w = 0, |w| ≥ L^{−1}_k (E) − Lk(E)}, [−2, 2]}, {0, 1}^); C^∗ = (C w , {{w : Re w = 0, |w| ≥ t^{−m/2} − t^{m/2}}, [−2, 2]} {0, 1}^), gde t^m = τ iz formulirovki teoremy 4 i vs¸du vyxe indeks k izmenØetsØ ot 1 do m.

Soglasno teoreme 2,

cap C ≥ m∑ k=1 cap C_k.

Iz konformnoæ invariantnosti emkosti i principa simmetrii sleduet

cap C_k = 1 2 cap C^∗_k, k = 1, . . . , m. Teorema Polia–Sege daet

cap C^∗_k ≥ cap SC^∗_k , k = 1, . . . , m

(sm. [5, 6]). Iz monotonnosti emkosti i vnov~ konformnoæ invariantnosti (ispol~zuetsØ otobraßenie w = ζ + 1/ζ) imeem

cap SC^∗_k ≥ cap C^′_k = cap C^{′′}_k , k = 1, . . . , m.

V zakl¸qenie primenØem radial~no-usrednØ¸wee preobrazovanie Markusa (sm. [6, §5]): m∑ k=1 cap C^{′′}_k ≥ m cap C^∗ .

Zametim, qto v sluqae E = E^∗_m(t) i, sledovatel~no, C = C^∗_m :=

(C z , {{E^∗_m(t), C z \U }, {0, 1}) vse vypisannye vyxe neravenstva

prevrawa¸tsØ v ravenstva. SummiruØ ukazannye sootnoxeniØ, poluqaem

cap C ≥ (m/2)cap C^∗ = cap C^∗_m.

Ots¸da

cap_h E ≥ cap_h E^∗_m(t).

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 85 DlØ vyqisleniØ giperboliqeskoæ emkosti simmetriqnogo mnoßestva prowe vsego vospol~zovat~sØ ravenstvom

cap_h E^∗_m(t) = ( cap_h E^∗_1 (t^m) )_{1/m} , qto svodit rasqety k izvestnomu otobraßeni¸ krugovogo kol~ca na kol~co Grœtxa. Teorema dokazana.

Netrudno videt~, qto teoremu 4 moßno interpretirovat~ kak teoremu pokrytiØ. Imenno, dlØ l¸bogo zamknutogo podmnoßestva E kruga U vypolnØetsØ neravenstvo m m∏ k=1 [ L^{−1}_k (E) − L_k(E) ] ≥ τ^{−1/2} − τ^{1/2}, (5)

gde τ – rexenie uravneniØ

cap_h E = exp [ − π 2m K(^√1 − τ^2 ) K(τ ) ] . (6)

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 4 spravedlivo neravenstvo m m∏ k=1 L_k(E) ≤ √ τ , gde τ – rexenie uravneniØ (6). Ravenstvo dostigaetsØ dlØ mnoßestv E^∗_m(t), 0 ≤ t < 1.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto^{m∏}_{k=1} Lk(E) ≠ 0. Vvedem obo-

znaqeniØ x_k = log [ L^{−1}_k (E) − L_k(E) ] , k = 1, . . . , m i x_0 = log(τ^{−1/2} −

τ^{1/2}). FunkciØ

Ψ(x) = log { 1 2 [ e^x + √ e^{2x} + 4 ]}

ØvlØetsØ vozrasta¸weæ i vypukloæ vniz na vewestvennoæ osi. Pofftomu, s uqetom (5),

Ψ(x_0) ≤ Ψ ( 1 m m∑ k=1 x_k ) ≤ 1 m m∑ k=1 Ψ(x_k).

86 V. N. DUBININ VozvrawaØs~ k preßnim peremennym, poluqim trebuemoe neravenstvo. Sledstvie dokazano.

Pri m = 2 sledstvie 1 moßno poluqit~ iz diskretnoæ versii giperboliqeskoæ emkosti, ustanovlennoæ Cudzi, a takße iz simmetrizacii Xteænera (sm. [6, s. 11, 19]).

Sledstvie 2. Esli kontinuum E ⊂ U soedinØet toqku z ∈ U s

radiusom [0, −z/|z| ], to |z| ≤ τ, gde τ – rexenie uravneniØ (6) s m = 1. Esli z_k, k = 1, . . . , m, m ≥ 2, – proizvol~nye toqki kontinuuma E ⊂ U , leßawie sootvetstvenno na m luqah, ishodØwih iz toqki z = 0 pod ravnymi uglami, to m m∏ k=1 |z_k| ≤ τ^{1/m}, gde τ udovletvorØet (6). Ravenstvo imeet mesto dlØ kontinuumov E, sostoØwih iz m prØmolineænyh otrezkov odinakovoæ dliny, ishodØwih iz toqki z = 0 pod ravnymi uglami i soedinØ¸wih naqalo koordinat s toqkami z_k, k = 1, . . . , m.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto toqki zk, k = 1, . . . , m,

raspoloßeny na luqah arg z^m = 0, gde v pervom sluqae polagaem

z_1 = z. Ostalos~ zametit~, qto |z_k|^{m/2} ≤ L_k(E), k = 1, . . . , m.

Pri m = 2 vypisannyæ rezul~tat voshodit k Kubo [11]. Predel~nym perehodom iz neravenstv dlØ giperboliqeskoæ emkosti vyteka¸t neravenstva dlØ logarifmiqeskoæ emkosti

cap E kompakta E. Rassmotrim fftot perehod podrobnee. Pust~

E – proizvol~nyæ kompakt nenulevoæ emkosti, B – svØznaØ komponenta dopolneniØ C \E, soderßawaØ beskoneqno udalennu¸ toqku, i pust~ dlØ dostatoqno malogo r > 0,E(r) = {z : z/r ∈ E}. Kondensatory C(r) = (B, {∂B, D(∞, r)}, {0, 1}) i ~C(r) = (C , {E(r), D(∞, 1)}, {0, 1}), ime¸t odinakovu¸ emkost~. UqityvaØ

formulu (1), poluqaem − 1 2π log cap_h E(r) = − 1 2π log r − 1 2π log cap E + o(1), r → 0.

Ots¸da

cap_h E(r) = r cap E + o(r), r → 0. (7)

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 87 Sledstvie 1 daet r^{m/2 m} m∏ k=1 L_k(E) =^m m∏ k=1 L_k(E(r)) ≤ √ τ, gde τ – rexenie uravneniØ (6) s zamenoæ levoæ qasti na cap_h E(r). Vvidu (7),

(r cap E + o(r))^{m/2} = exp [ − π 4 K(^√1 − τ^2 ) K(τ ) ] = 1 2 √ τ (1 + o(1)).

Okonqatel~no prihodim k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Sledstvie 3. Spravedlivo neravenstvo

cap E ≥^m 1 4 m∏ k=1 L^{2/m}_k (E). Pri m = 2 dannyæ rezul~tat voshodit k Polia [1, s. 294]. PrivlekaØ dopolnitel~no teoremu Fekete [1, s. 290], iz sledstviØ 3 poluqaem

Sledstvie 4. Pust~ P (z) = z^n + . . . – polinom stepeni n ≥ 1, i

pust~ E(P ) = {z : P (z) ∈ [0, 1]}. Togda m m∏ k=1 L_k(E(P )) ≤ 2^{1−m/n}. Ravenstvo imeet mesto v sluqae celogo n/m i

P (z) = 1 2 [ T_{n/m}(2^{2m/n−1}z^m − 1) + 1 ] = z^n + . . . , gde T_{n/m}(ζ) – polinom Qebyxeva.

Sledstvie 5 [6, s. 44]. Esli zk, k = 1, . . . , m, m ≥ 2, – proizvol~-

nye toqki ograniqennogo kontinuuma E, leßawie sootvetstvenno na m luqah, ishodØwih iz toqki z = 0 pod ravnymi uglami, to

cap E ≥^m 1 4 m∏ k=1 |z_k|

88 V. N. DUBININ

so sluqaem ravenstva, opisannym v sledstvii 2.

Dannoe utverßdenie vytekaet iz sledstviØ 3 i vkl¸qaet v sebØ rØd izvestnyh ranee rezul~tatov o pokrytii otrezkov i plowadeæ (sm. [6, s. 56–57]).

Neravenstva dlØ logarifmiqeskoæ emkosti moßno poluqit~ neposredstvenno iz teorem 1–3 i formuly 1 (bez rassmotreniØ giperboliqeskoæ emkosti). Pokaßem ffto na primere odnogo rezul~tata, anonsirovannogo v rabote [6, teorema 2.9] i oxiboqno prinØtogo za utverßdenie Kleæna [12] v nedavnom obzore (sm. [10, s. 257]).

Teorema 5. Pust~ E – zamknutoe podmnoßestvo ediniqnoæ

okrußnosti |z| = 1, i pust~ l_k – lineænaØ mera pereseqeniØ E s uglom B_k = {z = re^{iθ} : 0 < r < ∞, |θ − 2πk/m| < π/m}, k = 1, . . . , m. Togda

cap E ≥ m∏ k=1 [ sin(ml_k/4) ]_{2/m}2 . Ravenstvo imeet mesto v sluqae qetnogo m i mnoßestva E, sostoØwego iz m/2 ravnyh dug s centrami v toqkah exp(i(π/m + 4πk/m)), k = 1, . . . , m/2. Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto mnoßestva E i E^⋂ Bk so-

stoØt iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh dug okrußnosti |z| = 1,

k = 1, . . . , m. DlØ dostatoqno malogo r > 0 rassmotrim kondensa-

tory C(r) = (C_z \E, {E, D(∞, r)}, {0, 1}); C_k(r) = (B_k, {E ⋂ B_k, D(∞, r) ⋂ B_k}, {0, 1}); C^∗_k (r) = (C_ζ , {E_k, D(∞, r^{m/2})}, {0, 1}), gde E_k – ob¨edinenie obraza mnoßestva E ⋂ B_k pri otobraßenii

funkcieæ ζ = iz^{m/2} (z ∈ B_k, Im ζ > 0) s ego otraßeniem otnositel~no vewestvennoæ osi;

SC^∗_k (r) – rezul~tat krugovoæ simmetrizacii kondensatora C^∗_k (r)

otnositel~no vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi. Vs¸du vyxe indeks k izmenØetsØ ot 1 do m.

Po formule (1),

cap C(r) = − 2π log r

+ 2π log cap E ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0.

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 89 Iz teoremy 2 sleduet

cap C(r) ≥ m∑ k=1 cap C_k(r).

Vvidu konformnoæ invariantnosti emkosti i teoremy 1 imeem

cap C_k(r) = 1 2 cap C^∗_k(r), k = 1, . . . , m. Soglasno teoreme Polia–Sege o krugovoæ simmetrizacii [5], cap C^∗_k (r) ≥ cap SC^∗_k (r), k = 1, . . . , m. Vnov~ po formule (1)

cap SC^∗_k (r) = = − 4π m log r + 8π m^2 [ log sin(ml_k/4) ] ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0. My vospol~zovalis~ tem faktom, qto logarifmiqeskaØ emkost~ dugi dliny l ravna sin(l/4). SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ i perehodØ k predelu pri r → 0, poluqaem trebuemoe neravenstvo. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

OstaetsØ nerexennoæ zadaqa, postavlennaØ v rabote [6, zadaqa 7.2]: v usloviØh teoremy 5 naæti toqnu¸ ocenku snizu logarifmiqeskoæ emkosti cap E pri neqetnyh m.

Rassmatrivaemyæ podhod pozvolØet ustanovit~ analogiqnye ocenki, a takße ocenki sverhu dlØ logarifmiqeskoæ emkosti, giperboliqeskoæ emkosti, emkosti Robena i giperboliqeskoæ emkosti Robena [13, 14]. V kaqestve prostogo primera privedem sledu¸wiæ rezul~tat, iniciirovannyæ rabotoæ [15].

Teorema 6. Pust~ 0 < r1 < r2 < 1, E – ob¨edinenie m zamknutyh

dug okrußnosti |z| = r_2 summarnoæ dliny l i E^∗_m = {z : |z| = r_2, | arg z^m| ≤ l/(2r_2)} – simmetriqnoe mnoßestvo toæ ße dliny. Pust~ δ(E) – emkost~ Robena mnoßestva E otnositel~no oblasti Ω(E) = {z : |z| > r_1, z /∈ E} i δ_h(E) – giperboliqeskaØ emkost~ Robena mnoßestva E otnositel~no Ω(E) ⋂ U . Togda spravedlivy neravenstva: 1) δ(E) ≤ δ(E^∗_m), 2) δ_h(E) ≤ δ_h(E^∗_m).

90 V. N. DUBININ

Dokazatel~stvo. Analogiqnye neravenstva dlØ logarifmiqe-

skoæ i giperboliqeskoæ emkosteæ dokazany Haliste [15] metodom dissimmetrizacii [6]. �tot ße priem privodit k dokazatel~stvu neravenstv 1) i 2). Deæstvitel~no, vse vidy rassmatrivaemyh emkosteæ mnoßestv svØzany s emkostØmi sootvetstvu¸wih kondensatorov i, v qastnosti, dlØ mnoßestva E i kondensatorov C(r, E) = (Ω(E), {E, D(∞, r)}, {0, 1}) i C(E) = (Ω(E) ⋂ U, {E, {z : |z| = 1}}, {0, 1}) imeem cap C(r, E) = = − 2π log r

+ 2π log δ(E) ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0, (8)

(cap C(E))^{−1} = − 1 2π log δ_h(E) (sm. [14] i formulu (1)). Sledova-

tel~no, dokazatel~stvo neravenstv 1) i 2) svoditsØ k dokazatel~stvu neravenstv meßdu emkostØmi kondensatorov. Poslednee provoditsØ edinym obrazom dlØ oboih sluqaev i, pofftomu, dostatoqno rassmotret~ neravenstvo 1). Pust~ u^∗ – potencial~- naØ funkciØ kondensatora C(r, E^∗_m), t.e. funkciØ u^∗ nepreryvna v Ω(E), garmoniqeskaØ v Ω(E)\D(∞, r), ravna nul¸ na E, edinice na D(∞, r), i ∂u^∗/∂n = 0 na okrußnosti |z| = r_1. Togda rezul~tat podhodØweæ dissimmetrizacii funkcii u^∗, t.e funkciØ v = Dis u^∗ (sm. [6, lemma 1.5; 15], ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ kondensatora C(r, E), priqem I(u^∗, Ω(E^∗_m)) = I(v, Ω(E)). Ots¸da cap C(r, E^∗_m) ≥ cap C(r, E), i zaverxaet dokazatel~stvo primenenie asimptotiqeskoæ formuly (8). Teorema dokazana.

Kratkost~ privedennogo dokazatel~stva ne oznaqaet trivial~nost~ rassmatrivaemoæ zadaqi. Naprimer, metody dokazatel~stva, ispol~zu¸wie znaqeniØ ffkstremal~nyh emkosteæ, vstreqa¸t zdes~ suwestvennye trudnosti. V sluqae logarifmiqeskoæ emkosti imeem prostu¸ formulu cap E^∗_m = (sin(l/4))^{1/m}. Odnako uße dlØ giperboliqeskoæ emkosti vyqislenie veliqiny

cap_h E^∗_m (ili, qto to ße samoe, emkosti kondensatora, plastiny

kotorogo sut~ dugi koncentriqeskih okrußnosteæ) ves~ma gromozdko [16]. Ewe bolee sloßnym ØvlØetsØ vyqislenie veliqin

δ(E^∗_m) i δ_h(E^∗_m). Napomnim, qto daße v sluqae logarifmiqeskoæ

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 91 emkosti zadaqa ob ocenke emkosti sverhu dolgoe vremØ ostavalos~ nerexennoæ (sm. [15]).

§4. Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii

Ukazannye v zaglavii zadaqi bolee ili menee neposredstvenno svØzany s razliqnymi ffkstremal~nymi voprosami geometriqeskoæ teorii funkciæ [17]. Znaqitel~nye rezul~taty v rexenii takogo roda zadaq poluqeny v rabotah predstaviteleæ peterburßskoæ matematiqeskoæ xkoly: G. M. Goluzina, N. A. Lebedeva, ı. E. Alenicyna, G. V. Kuz~minoæ i drugih matematikov. IssledovaniØ v dannom napravlenii prodolßa¸tsØ do sih por [17–19]. Nekotorye uspehi v rexenii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii dostignuty takße s pomow~¸ razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatorov [6] (ili, kak pokazano v §2, s pomow~¸ principov simmetrii i kompozicii). Iz poslednih priloßeniæ razdelØ¸wego preobrazovaniØ otmetim qast~ rabot A. K. Bahtina [20–23]. V dannom paragrafe obsußda¸tsØ novye aspekty priloßeniæ emkosteæ kondensatorov k ukazannym zadaqam. K qislu klassiqeskih voprosov teorii funkciæ otnositsØ zadaqa o maksimume proizvedeniØ m∏ k=1 r^{αk} (D_k, a_k) (9)

po vsevozmoßnym poparno nerereseka¸wimsØ odnosvØznym oblastØm D_k, soderßawim zadannye toqki a_k ∈ D_k ⊂ C , α_k > 0, k =

1, . . . , m, m ≥ 2. NarØdu s izvestnymi obobweniØmi fftoæ zada-

qi [17] predstavlØetsØ interesnym rassmotret~ takße zadaqi s novymi ograniqeniØmi na “svobodnye pol¸sy” a_k, k = 1, . . . , m; zadaqi o proizvedenii stepeneæ vnutrennih radiusov s nekotorymi vesami; zadaqi, gde v proizvedenii (9) vnutrennie radiusy r(D_k, a_k) zamenØ¸tsØ na veliqiny r(D_k, Γ_k, a_k), k = 1, . . . , m; zadaqi analogiqnogo tipa, uqityva¸wie posledu¸wie qleny v asimptotiqeskom razloßenii funkcii Grina. Skazannoe v zakl¸qenii trebuet podrobnogo poØsneniØ. Napomnim, qto dlØ proizvol~noæ oblasti D, ime¸weæ funkci¸ Grina g_D(z, ζ), vypolnØetsØ log r(D, a) = h_D(a, a), gde h_D(z, ζ) = g_D(z, ζ) + log |z − ζ| – regulØrnaØ qast~ funkcii Grina. Takim obrazom, zadaqa o maksimume proizvedeniØ (9) ravnosil~na zadaqe o maksimume

92 V. N. DUBININ summy_m ∑ k=1 α_kh_{Dk} (a_k, a_k). ȷelaØ rassmotret~ harakteristiku, uqityva¸wu¸ v razloßenii funkcii Grina beskoneqno malye bolee vysokogo porØdka, vvedem simmetriqnu¸ raznost~ H(D, z, ζ) = h_D(z, z) + h_D(ζ, ζ) − 2h_D(z, ζ). Moßno pokazat~, qto dlØ l¸boæ toqki z_0 ∈ D i dlØ l¸bogo vewestvennogo qisla φ suwestvuet predel (sm. [24]) lim_{ρ→0} H(D, z_0 − ρe^{iφ}, z_0 + ρe^{iφ})/ρ^2 := −4πK(D, z_0, φ), priqem

K(D, z_0, φ) = K(z_0, z_0) − Re [e^{2φi}l(z_0, z_0)],

gde K(z, ζ) i L(z, ζ) = 1/[π(z − ζ)^2] − l(z, ζ) – izvestnye v teorii funkciæ Ødra, postroennye po funkcii Grina g(z, ζ) ≡ g_D(z, ζ): K(z, ζ) = − 2 π ∂^2g(z, ζ) ∂z∂ζ , L(z, ζ) = − 2 π ∂^2g(z, ζ) ∂z∂ζ (sm. [25]) (v otliqie ot [24] my neskol~ko izmenili oboznaqenie veliqiny K(D, z_0, φ)). Veliqina K(D, z_0, φ) neotricatel~naØ i ne vozrastaet pri rasxirenii oblasti D. Estestvenno rassmotret~ zadaqu o minimume summy m∑ k=1 α_kK(D_k, a_k, φ_k) po vsevozmoßnym poparno nepereseka¸wimsØ oblastØm D_k i pri nekotoryh ograniqeniØh na α_k, a_k i φ_k, k = 1, . . . , m.

Privedem primery rexeniØ ukazannyh vyxe zadaq v konkretnyh postanovkah. Ranee s pomow~¸ razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatorov bylo pokazano, qto dlØ l¸byh razliqnyh toqek a_k, k = 1, . . . , m, m ≥ 2, okrußnosti |z| = 1 i l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k ⊂ C_z, k = 1, . . . , m, spravedlivo neravenstvo m∏ k=1 r(D_k, a_k) ≤ ( 4 m )_m (10)

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 93 s ravenstvom v sluqae a_k = exp(2πik/m) i D_k = {z : | arg z −

2πk/m| < π/m}, k = 1, . . . , m (sm. [6, teorema 2.17]). PrivlekaØ

drobno-lineænoe otobraßenie z = (1 − iζ)/(1 + iζ), perehodØwee vewestvennu¸ os~ v okrußnost~ |z| = 1, poluqaem ots¸da sledu¸wee utverßdenie: dlØ l¸byh razliqnyh toqek a_k na vewestvennoæ osi i l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ D_k,

a_k ∈ D_k ⊂ C_ζ , k = 1, . . . , m, m ≥ 2, vypolnØetsØ toqnaØ ocenka m∏ k=1 r(D_k, a_k) 1 + a^2_k ≤ ( 2 m )_m . PolagaØ zdes~ λa_k vmesto a_k, gde λ – l¸boe poloßitel~noe qislo, legko prihodim k toqnomu neravenstvu dlØ proizvedeniØ vnutrennih radiusov nenalega¸wih oblasteæ v sluqae, kogda toqki

a_k prinadleßat zadannomu otrezku. Skazannoe vyxe dopolnØet

Teorema 7. Pust~ toqki ak, k = 1, . . . , m, m ≥ 1, prinadleßat

intervalu (−1, 1); oblasti D_k, a_k ∈ D_k ⊂ C , k = 1, . . . , m, poparno ne pereseka¸tsØ, i pust~ dopolnenie C \^m ⋃ k=1 D_k soderßit nekoto-

ryæ kontinuum, soedinØ¸wiæ toqki −1 i 1. Togda m∏ k=1 r(D_k, a_k) √ 1 − a^2_k ≤ ( 2 m )_m . Ravenstvo imeet mesto v sluqae, kogda a_k = cos[π(2k − 1)/(2m)], k = 1, . . . , m, i oblasti D_k ograniqeny krivymi {z = (ζ + 1/ζ)/2 : ζ^{2m} ∈ [0, 1]}.

Dokazatel~stvo. ȷelaØ uprostit~ vykladki, vospol~zuemsØ

neravenstvom (10) (bez povtornogo privleqeniØ emkosteæ kondensatorov). Moßno sqitat~, qto dopolnenie C \^m ⋃ k=1 D_k soderßit

ßordanovu¸ krivu¸ γ, soedinØ¸wu¸ toqki −1 i 1. Oboznaqim qerez f_1 i f_2 razliqnye vetvi funkcii, obratnoæ funkcii ȷukovskogo z = (ζ + 1/ζ)/2 v odnosvØznoæ oblasti C \γ. Tak kak oblasti f_j (C \γ), j = 1, 2, ne pereseka¸tsØ, to oblasti f_j (D_k),

j = 1, 2, k = 1, . . . , m, poparno ne pereseka¸tsØ, priqem

r(f_j(D_k), f_j (a_k)) = r(D_k, a_k)/ √ 1 − a^2_k, j = 1, 2, k = 1, . . . , m.

94 V. N. DUBININ PrimenØØ neravenstvo (10), poluqaem m∏ k=1 r^2(D_k, a_k)

1 − a^2_k = 2∏ j=1 m∏ k=1 r ( f_j (D_k), f_j (a_k) ) ≤ ( 4 2m )_{2m} . Sluqaæ ravenstva vytekaet iz ravenstva v (10). Teorema dokazana.

Zametim, qto esli oblasti D_k, k = 1, . . . , m, odnosvØznye, poparno nepereseka¸wiesØ i nesoderßawie toqek −1, 1, to oni udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 7.

Sledstvie 6. DlØ l¸byh razliqnyh toqek ak, k = 1, . . . , m, m ≥ 1,

na vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi, i l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k ⊂ C , k = 1, . . . , m, dlØ kotoryh dopolnenie C \^m ⋃ k=1 D_k soderßit nekotoryæ kontinuum, soedinØ¸-

wiæ toqki 0 i ∞, spravedlivo neravenstvo m∏ k=1 r(D_k, a_k) (1 + a_k) √ a_k ≤ ( 2 m )_m . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ toqek a_k = ctg^2[π(2k − 1)/(4m)], k = 1, . . . , m, i oblasteæ D_k, ograniqennyh krivymi {z = −(ζ + 1)^2(ζ − 1)^{−2} : ζ^{2m} ∈ [0, 1]}.

Dokazatel~stvo vytekaet iz teoremy 7 s privleqeniem drobno-lineænogo otobraßeniØ z = (ζ − 1)/(ζ + 1), perevodØwego vewestvennu¸ poloßitel~nu¸ poluos~ v interval (−1, 1).

NerexennaØ zadaqa: naæti maksimum proizvedeniØ (9) pri αk =

1, k = 1, . . . , m, po vsevozmoßnym nenalega¸wim oblastØm D_k ⊂

C , i toqkam ak ∈ Dk ∩ [−1, 1], k = 1, . . . , m, m > 4. Teorema 8. Pust~ toqki ak, k = 1, . . . , m, m ≥ 2, prinadleßat

okrußnosti |z| = ρ, 0 < ρ < 1; oblasti D_k, a_k ∈ D_k ⊂ U , k = 1, . . . , m, odnosvØznye i poparno nepereseka¸wiesØ; i pust~ zamknutye mnoßestva Γ_k, Γ_k ⊂ ∂D_k, k = 1, . . . , m, takie, qto dlØ kaßdogo k mnoßestvo (∂D_k)\Γ_k libo pusto, libo predstavlØet soboæ dugu okrußnosti |z| = 1, k = 1, . . . , m. Togda spravedlivo neravenstvo m∏ k=1 r(D_k, Γ_k, a_k) ≤ m∏ k=1 r(D^∗_k, Γ^∗_k, a^∗_k) = ( 4ρ m 1 + ρ^m 1 − ρ^m )_m , (11)

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 95 gde a^∗_k = ρ exp(2πik/m), D^∗_k = {z ∈ U : | arg z − 2πk/m| < π/m}, i Γ^∗_k = {z : z^m ∈ [−1, 0], k = 1, . . . , m.

Dokazatel~stvo. Pri dostatoqno malyh r > 0 vvedem kondensa-

tory C^∗_k (r) = ( D^∗_k, {Γ^∗_k, D(a^∗_k, r)}, {0, 1} ) , emkost~ kotoryh po formule (1) ravna

cap C^∗_k(r) = = − 2π log r −2π [ log r(D^∗_k, Γ^∗_k, a^∗_k) ] ( 1 log r

)_2 +o (( 1 log r

)_2) , r → 0, k = 1, . . . , m. Oboznaqim qerez u^∗ nepreryvnu¸ funkci¸ v U \^m⋃ k=1 D(a^∗_k, r), simmetriqnu¸ otnositel~no luqeæ arg z^{2m} = 0,

garmoniqesku¸ v D^∗_k\D(a^∗_k, r), ravnu¸ edinice na otrezkah [0, (ρ−

r)a^∗_k/|a^∗_k|], nul¸ na otrezkah [(ρ + r)a^∗_k/|a^∗_k|, a^∗_k/|a^∗_k| ] i na okrußno-

sti |z| = 1 i taku¸, qto ∂u^∗/∂n = 0 na ∂D(a^∗_k , r) i vo vnutrennih toqkah Γ^∗_k, k = 1, . . . , m. Legko videt~, qto I ( u^∗, D^∗_k\D(a^∗_k, r) ) = 4/cap C^∗_k (r), k = 1, . . . , m. Pust~ v = Dis u^∗ – rezul~tat dissimmetrizacii funkcii u^∗, perevodØweæ toqki a^∗_k v toqki a_k, k = 1, . . . , m [6]. Togda I ( u^∗, U \^m⋃ k=1 D(a^∗_k, r) ) =

= I ( v, U \^m⋃ k=1 D(a_k, r) ) ≥ m∑ k=1 I ( v, D_k \ D(a_k, r) ) . Otobrazim oblast~ D_k posredstvom funkcii g_k konformno i odnolistno na krug U_w tak, qtoby g_k(a_k) = 0, g^′_k(a_k) > 0. Pust~

r_k = r_k(r) vewestvennaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ usloviØm D(0, r_k(r)) ⊃ g_k(D(a_k, r)), r_k(r) ∼ g^′_k(a_k)r, r → 0; i pust~ v^∗_k –

rezul~tat krugovoæ simmetrizacii funkcii v_k(w) = v(g^{−1}_k (w)) v kol~ce r_k(r) ≤ |w| ≤ 1 otnositel~no vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi [6]. Iz konformnoæ invariantnosti integrala Dirihle, svoæstv krugovoæ simmetrizacii i principa Dirihle posledovatel~no imeem I ( v, D_k \ D(a_k, r) ) = I ( v_k, {w : r_k(r) < |w| < 1} ) ≥

96 V. N. DUBININ ≥ I ( v^∗_k, {w : r_k(r) < |w| < 1} ) ≥ I ( u_k, {w : r_k(r) < |w| < 1} ) = = 4/cap C_k(r),

gde funkciØ u_k nepreryvna v r_k(r) ≤ |w| ≤ 1, garmoniqeskaØ v

r_k(r) < |w| < 1, ravnaØ edinice na otrezke [r_k(r), 1], nul¸ na ot-

rezke [−1, −r_k(r)] i na duge okrußnosti |w| = 1 s centrom v toqke

z = −1 i dliny, ravnoæ dline dugi g_k((∂D_k )\Γ_k) (pri nekotoryh

k takaØ duga moßet vyroßdat~sØ v toqku), ∂u_k/∂n = 0 na ostavxeæsØ qasti okrußnosti |w| = 1 i na okrußnosti |w| = r_k(r);

C_k(r) = ( U_w, {g_k(Γ_k), D(0, r_k(r))}, {0, 1} ) , k = 1, . . . , m. Vnov~ po formule (1)

cap C_k(r) = − 2π log r_k(r) − 2π [ log r(U_w, g_k(Γ_k), 0) ] ( 1 log r_k(r)

)_2 +

+ o (( 1 log r

)_2) , r → 0, k = 1, . . . , m. SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ i uqityvaØ tot fakt, qto

r(D_k, Γ_k, a_k) g^′_k(a_k) = r(U_w, g_k(Γ_k), 0), k = 1, . . . , m,

poluqaem neravenstvo v (11). DlØ proverki ravenstva v pravoæ qasti (11) otobrazim sektor D^∗_k funkcieæ

ζ = ζ(z) = z^m (1 + z^m)^2

konformno i odnolistno na ζ-ploskost~ s razrezami po vewestvennoæ osi vdol~ luqeæ [−∞, 0] i [1/4, +∞]. Togda

r(D^∗_k, Γ^∗_k, a^∗_k)|ζ^′(a^∗_k)| = r(C_ζ \[−∞, 0], ρ^m(1 + ρ^m)^{−2}) = 4ρ^m(1 + ρ^m)^{−2},

qto privodit k trebuemomu ravenstvu. Teorema dokazana.

Sposob dokazatel~stva teoremy 8 pozvolØet rasprostanit~ ee na sluqaæ poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ v krugovom kol~- ce. Sledu¸wee utverßdenie voshodit k bolee obwemu rezul~tatu ı. E. Alenicyna [26]. Privedem al~ternativnoe dokazatel~stvo fftogo qastnogo sluqaØ s primeneniem emkosteæ kondensatorov (sr. [26, s. 5–7]).

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 97

Utverßdenie 6. DlØ l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ

D_k, toqek a_k, a_k ∈ D_k, poloßitel~nyh qisel α_k i vewestvennyh qisel φ_k, k = 1, . . . , m, m ≥ 2, spravedlivo neravenstvo m∑ k=1 α_kK(D_k, a_k, φ_k) ≥ 1 π Re m∑ k,l=1 k6=l √ α_kα_l e^{i(φk+φl)} (a_k − a_l)^2 . Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto kaßdaØ oblast~ Dk imeet

klassiqesku¸ funkci¸ Grina k = 1, . . . , m. Pri dostatoqno malyh r > 0 i ρ > 0 rassmotrim kondensator C(r, ρ) = (C , {D(a_1 − ρe^{iφ1} , r), . . . , D(a_m −ρe^{iφm} , r), D(a_1 +ρe^{iφ1} , r), . . . , D(a_m +ρe^{iφm} , r)}, {− √ α_1, . . . , − √ α_m, √ α_1, . . . , √ α_m}) i kondensatory C_k(r, ρ) = (D_k, {∂D_k, D(a_k − ρe^{iφk} , r), D(a_k + ρe^{iφk} , r)}, {0, − √ α_k, √ α_k}), k = 1, . . . , m. Esli oblasti D_k rasxirit~ tak, qtoby oni po-

preßnemu ne peresekalis~ i^m ⋃ k=1 D_k = C , to emkosti kondensa-

torov C_k(r, ρ) razve lix~ umen~xatsØ i iz teoremy 3 sleduet m∑ k=1 cap C_k(r, ρ) ≥ cap C(r, ρ). (12)

Formula (1) daet

cap C_k(r, ρ) = 4πα_k ( − 1 log r ) − 2πα_k[2 log(2ρ) + H(D_k, a_k − ρe^{iφk} ,

a_k + ρe^{iφk} )] ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0, k = 1, . . . , m. PrivlekaØ formulu (2), poluqaem

cap C(r, ρ) = 4π [_m ∑ k=1 α_k ] ( − 1 log r ) − 2π {[_m ∑ k=1 α_k ] 2 log(2ρ)−

− 4Re m∑ k,l=1 k6=l √ α_kα_l e^{i(φk+φl )} (a_k − a_l)^2 ρ^2 + o(ρ^2) } ( 1 log r

)_2 + o (( 1 log r

)_2) , r → 0, ρ → 0.

98 V. N. DUBININ Posle podstanovki fftih asimptotiqeskih razloßeniæ emkosteæ v (12) i predel~nyh perehodov posledovatel~no pri r → 0 i zatem ρ → 0 prihodim k trebuemomu neravenstvu. Utverßdenie dokazano.

Sledstvie 7 ([26]). V usloviØh utverßdeniØ 6 dlØ l¸byh kom-

pleksnyh qisel β_k, k = 1, . . . , m, spravedlivo neravenstvo | |^m ∑ k=1 β^2_kl(a_k, a_k) + 1 π m∑ k,l=1 k6=l β_kβ_l (a_k − a_l)^2 | | ≤^m ∑ k=1 β_kβ_kK(a_k, a_k), gde K(z, a_k), l(z, a_k) – Ødra Bergmana pervogo i vtorogo roda oblasti D_k otnositel~no klassa vseh funkciæ, regulØrnyh u s integriruemym kvadratom modulØ v neæ, k = 1, . . . , m.

Dokazatel~stvo vytekaet iz utverßdeniØ 6, gde neobhodimo poloßit~ α_k = |β_k|^2, φ_k = arg β_k + θ, k = 1, . . . , m, i vospol~zovat~sØ proizvol~nost~¸ θ.

V zakl¸qenie otmetim sledu¸wie fakty, kasa¸wiesØ zadaq ob ffkstremal~nom razbienii so “svobodnymi pol¸sami” i vyteka¸wie iz svoæstv emkosteæ kondensatorov. Iz teoremy 5 raboty [27] sleduet, qto dlØ l¸byh razliqnyh toqek a_k, k = 1, . . . , m,

m ≥ 2, okrußnosti |z| = 1 i l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ

oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k ⊂ C , k = 1, . . . , m, spravedlivo neravenstvo m∑ k=1 K(D_k , a_k, arg a_k) ≥ 1 24π m(m^2 + 2)

s ravenstvom kak v sluqae (10). PrivlekaØ drobno-lineænoe otobraßenie i formuly preobrazovaniØ Øder Bergmana P 2.44 i P 2.45 iz raboty [25], prihodim k neravenstvu m∑ k=1 (1 + a^2_k)^2K ( D_k, a_k, π 2 ) ≥ 1 3π m(m^2 + 2)2^{2m−3},

spravedlivomu dlØ l¸byh toqek a_k na vewestvennoæ osi i l¸- byh poparno nepereseka¸wihsØ oblasteæ D_k, a_k ∈ D_k ⊂ C ,

k = 1, . . . , m, m ≥ 2. Moßno pokazat~ takße, qto dlØ veliqin K(D_k, a_k, π/2) imeet mesto utverßdenie, analogiqnoe teoreme 7

dlØ vnutrennih radiusov r(D_k, a_k), priqem bez usloviØ suwestvovaniØ kontinuuma, soedinØ¸wego toqki −1 i 1 i leßawego

v C \^{m⋃}_{k=1} Dk.

EMKOSTI KONDENSATOROV, OBOBWENI˚ LEMM GR´TXA 99

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-e izd. M, 1966.

2. V. N. Dubinin, Obobwennye kondensatory i asimptotika ih emkosteæ pri vyroßdenii nekotoryh plastin, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 38–51.

3. V. N. Dubinin, N. V. �ærih, Nekotorye primeneniØ obobwennyh kondensatorov v teorii analitiqeskih funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 52–75.

4. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

5. G. Polia, G. Sege, Izoperimetriqeskie neravenstva v matematiqeskoæ fizike, M., 1962.

6. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

7. V. N. Dubinin, Emkosti kondensatorov v geometriqeskoæ teorii funkciæ, Izd-vo Dal~nevost. un-ta, Vladivostok, 2003.

8. L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm, M., 1969. 9. M. Ohtsuka, Dirichlet problem, extremal length, and prime ends, Van Nostrand,

New York, 1970.

10. S. Kirsch, Transfinite diameter, Chebyshev constant and capacity, Handbook of

complex analysis: Geometric function theory. Vol. 2, 243–308, Elsevier, Amsterdam, 2005.

11. T. Kubo, Some theorems on analytic functions in an annulus, Jap. J. Math. 29

(1959), 43–47.

12. M. Klein, Estimates for the transfinite diameter with applications to conformal

mapping, Pacific. J. Math. 22 No. 2 (1967), 267–279.

13. P. Duren, Robin capacity, Computational methods and function theory 1997

(Nicosia), 177–190, Ser. Approx. Decompos., 11 World Sci. Publishing, River Edge, NJ, 1999.

14. P. Duren, J. Pfaltzgraff, Hyperbolic capacity and its distortion under conformal

mapping, J. Anal. Math. 78 (1999), 205–218.

15. K. Haliste, On an extremal configuration for capacity, Arkiv for Mat. 27 (1989),

97–104.

16. D. Karp, Capacity of the condenser whose plates are circular arcs, Complex

Variables 50, No. 2 (2005), 103–122.

17. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ, II, Algebra i analiz 9, vyp. 5 (1997), 1–50.

18. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ sfery, I,

II, III, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 253–275; 286 (2002), 126–

147; 314 (2004), 124–141.

19. G. V. Kuz~mina, Metod ffkstremal~noæ metriki v zadaqah o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ pri naliqii svobodnyh parametrov, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 52–67.

100 V. N. DUBININ

20. A. K. Bahtin, A. L. Targonskiæ, �kstremal~nye zadaqi o nenalega¸- wih oblastØh so svobodnymi pol¸sami na luqah, Dopov. NAN Ukraini 7 (2004), 7–13.

21. A. K. Bahtin, Kusoqno-razdelØ¸wee preobrazovanie i ffkstremal~nye zadaqi so svobodnymi pol¸sami na luqah, Dopov. NAN Ukraini 12 (2004), 7–13.

22. A. K. Bahtin, Ocenki nekotoryh funkcionalov dlØ otkrytyh mnoßestv, Neliniæni kolivannØ 8, No. 2 (2005), 147–153.

23. A. K. Bahtin, �kstremal~nye zadaqi so svobodnymi pol¸sami na okrußnosti, Dopov. NAN Ukraini 5 (2005), 7–10.

24. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ, funkciØ Grina i konformnye otobraßeniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 80–92.

25. M. Xiffer, Nekotorye novye rezul~taty v teorii konformnyh otobraßeniæ. Priloßenie k kn.: R. Kurant, Princip Dirihle, konformnye otobraßeniØ i minimal~nye poverhnosti. M, 1953, 234–301.

26. ı. E. Alenicyn, Ob odnolistnyh funkciØh bez obwih znaqeniæ v mnogosvØznoæ oblasti, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 94 (1968), 4–18.

27. V. N. Dubinin, Asimptotika modulØ vyroßda¸wegosØ kondensatora i nekotorye ee primeneniØ, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 56–73.

Postupilo 23 marta 2005 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam.dvo.ru