Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

N. ı. Dodonov, V. V. ȷuk

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` SINGUL˚RNYMI INTEGRALAMI S POLOȷITEL^NYMI ˚DRAMI

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

Rabota sostoit iz dvuh paragrafov.

V §1 dlØ dvumernogo sluqaØ poluqeny novye approksimativnye harakteristiki dlØ funkciæ, vhodØwih v klassy nasyweniØ moduleæ nepreryvnosti dlØ prostranstv L_p periodiqeskih (po kaßdoæ peremennoæ) funkciæ.

Primerom ustanovlennyh zdes~ predloßeniæ moßet slußit~ sledu¸wee utverßdenie.

Pust~ C – prostranstvo nepreryvnyh 2π-periodiqeskih (po kaßdoæ peremennoæ) funkciæ dvuh peremennyh s ravnomernoæ normoæ, ω(f, u, v) = sup_{|t|} 6u,|h|6v^{‖f(x + t, y + h) − f(x, y)‖} – modul~ nepreryvnosti funkcii f,

Φ_n(t) = 1 2πn ( sin^{nt}_2

sin^t_2 )2

– Ødro Feæera, σ^∗_{n,m}(f, x, y) = 4 π∫ 0 π∫ 0 f(x + u, y + v)Φ_n(u)Φ_m(v)du dv.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 05-01-

00742. 51

52 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK Togda vypolnenie sovokupnosti sootnoxeniæ lim n→∞ πn 2 ln n lim m→∞ ‖f − σ^∗_{n,m}(f)‖ 6 K, lim m→∞ πm 2 ln m lim n→∞ ‖f − σ^∗_{n,m}(f)‖ 6 L ravnosil~no vypolneni¸ neravenstva ω(f, u, v) 6 Ku + Lv (u, v ∈ R_+). Ranee analogiqnye rezul~taty dlØ odnomernogo sluqaØ byli ustanovleny v rabote [1], soderßaweæsØ v dannom sbornike.

Pust~ 1 6 p 6 ∞, L_p – prostranstvo 2π-periodiqeskih funkciæ s estestvennoæ normoæ. DlØ veliqiny β_n(f)_p = ‖f − π∫ π f(· + t)Φ_n(t)dt‖_p (t.e. dlØ otkloneniæ integrala Feæera ot priblißaemoæ funkcii) poluqeny (sm., naprimer, [2, s. 261, 262, 266]) dvustoronnie ocenki v terminah moduleæ nepreryvnosti, sovpada¸wie s toqnost~¸ do qislovyh mnoßiteleæ. Qto kasaetsØ veliqiny α_n(f)_p = ‖f − π∫ 0 f(· + t)2Φ_n(t)dt‖_p, voznika¸weæ pri opisanii funkciæ klassa Lipxica pervogo porØdka v prostranstve L_p, to ona ewe podleßit izuqeni¸. V §2 dlØ sluqaØ prostranstva L_2 poluqeny dvustoronnie ocenki dlØ veliqiny α_n(f)_2 v terminah nailuqxih priblißeniæ i dano ih sravnenie s analogiqnymi rezul~tatami dlØ β_n(f)_2. V situacii, kogda p ≠ 2, avtoram ne udalos~ poluqit~ suwestvennogo prodvißeniØ i ona v rabote ne rassmatrivaetsØ.

§1. Approksimativnye harakteristiki funkciæ, vhodØwih v klassy nasyweniØ moduleæ nepreryvnosti

1. V dal~neæxem C , R, R+, Z, Z+, N sut~ sootvetstvenno mnoße-

stva kompleksnyh, vewestvennyh, neotricatel~nyh vewestvennyh, celyh, neotricatel~nyh celyh, natural~nyh qisel, Q =

[−π, π]. Esli A – nekotoroe mnoßestvo, to A^m = A × A × · · · × A

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 53 (m raz). Funkcii, ime¸wie v nekotoroæ toqke ustranimyæ razryv, doopredelØ¸tsØ v fftoæ toqke po nepreryvnosti; v drugih sluqaØh simvol^0 ponimaetsØ kak 0. Zapis~ k = a, b, gde a, b ∈ R∪ {−∞, +∞}, a 6 b, oznaqaet, qto k probegaet vse celye qisla meßdu a i b, vkl¸qaØ a i b, esli oni celye. Po opredeleni¸,_∞ ∑ k=−∞ d_k = ∑ k∈Z^{dk = d0 + ∞∑}k=1^{(dk + d−k).} Qerez C_k(·) oboznaqaem poloßitel~nye koneqnye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot teh argumentov, kotorye budut vypisany. Pust~ E ⊂ R^n. Pri 1 6 p < ∞ qerez L_p(E) oboznaqaem prostranstvo izmerimyh funkciæ f : E → R, u kotoryh ‖f‖_{p,E} = ∫ E |f|^p 1/p < ∞. Qerez L_∞(E) oboznaqaem prostranstvo izmerimyh funkciæ f :

E → R, u kotoryh ‖f‖_{∞,E} = vrai sup_{x∈E} |f(x)| < ∞. Esli E = Q^n, to funkcii, vhodØwie v L_p(Q^n), sqita¸tsØ 2πperiodiqeskimi po kaßdoæ peremennoæ; C(Q^n) – prostranstvo nepreryvnyh, 2π – periodiqeskih po kaßdoæ peremennoæ funkciæ

f : R^n → R s normoæ ‖f‖_Qn = max_{x∈}Rn |f(x)|. Pust~ A ⊂ R. Togda K(A) – mnoßestvo funkciæ ψ ∈ L_∞(A) takih, qto ψ(t) ¿ 0 pri t ∈ A, ∫ A ψ = 1. DlØ ψ ∈ K(A) pri r ∈ N polagaem

α_r(ψ) = | ∫ A t^r ψ(t)dt|, β_r (ψ) = ∫ A |t|^rψ(t)dt. Pust~ f ∈ L_1(Q^2); k, l ∈ Z, n, m ∈ N. Togda c_{k,l}(f) = 1 (2π)^2 ∫ ∫ Q2 f(x, y)e^{−i(kx+ly)}dx dy

54 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK – kofffficienty Fur~e funkcii f; σ_{n,m}(f, x, y) = n∑ k=−n m∑ l=−m ( 1 − |k| n ) ( 1 − |l| m ) c_{k,l}(f)e^{i(kx+ly)} – summy Feæera funkcii f;

Φ_n(t) = 1 2πn ( sin^{nt}_2 sin^t_2 )2

– Ødro Feæera. Summy Feæera σ_{n,m}(f) mogut byt~ zapisany v vide σ_{n,m}(f, x, y) = ∫ ∫ Q2 f(x + u, y + v)Φ_n(u)Φ_m(v)du dv. UslovimsØ v dal~neæxem v teh sluqaØh, kogda net opasnosti nedorazumeniæ, pisat~ oboznaqeniØ v sokrawennoæ forme. Tak, naprimer, v upomØnutyh sluqaØh vmesto σ_{n,m}(f, x, y) moßet byt~ napisano σ(x, y) i t.d.

2. Nam ponadobitsØ sledu¸waØ izvestnaØ teorema. Teorema A (sm., naprimer, [3, s. 52, 53]). . Pust~ 1 6 p 6 ∞,

f ∈ L_p(Q^2) pri 1 6 p < ∞, f ∈ C(Q^2) pri p = ∞. Togda lim min{n,m}→+∞ ‖f − σ_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 = 0. Teorema 1. Pust~ 1 6 p 6 ∞; a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d, E1 = [a, b],

E_2 = [c, d]; φ_n ∈ K(E_1), ψ_m ∈ K(E_2) pri n, m ∈ N, α_1(φ_n) ≠ 0, α_1(ψ_m) ≠ 0 pri n, m ∈ N, lim n→∞ β_2(φ_n) α_1(φ_n)

= lim m→∞ β_2(φ_m) α_1(φ_m)

= 0;

U_{n,m}(f, x, y) = b∫ a d∫ c f(x + u, y + v)φ_n(u)ψ_m(v)du dv, f ∈ L_p(Q^2). Togda pri l¸byh r, s ∈ N ‖(σ_{r,s}(f, x, y))^′_x‖_{p,Q}2 6 lim_{n→∞}(α_1(φ_n))^{−1} lim_{m→∞} ‖f − U_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 ,

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 55 ‖(σ_{r,s}(f, x, y))^′_y ‖_{p,Q}2 6 lim_{m→∞}(α_1(ψ_m))^{−1} lim_{n→∞} ‖f − U_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 . Dokazatel~stvo. Tak kak dlØ l¸boæ f ∈ Lp(Q^2) ‖σ_{r,s}(f)‖_{p,Q}2 6 ‖f‖_{p,Q}2 , to pri r, s ∈ R imeem ‖σ_{r,s}(f) − U_{n,m}(σ_{r,s}(f))‖_p = ‖σ_{r,s}(f) − σ_{r,s}(U_{n,m}(f))‖_p = ‖σ_{r,s}(f − U_{n,m}(f))‖_p 6 ‖f − U_{n,m}(f)‖_p. (1) PrinimaØ vo vnimanie formulu Teælora s ostatoqnym qlenom v forme Lagranßa i neravenstvo ‖g‖_{p,Q}2 6 (2π)^{2/p}‖g‖_{∞,Q}2 , spravedlivoe dlØ l¸boæ funkcii g ∈ L_∞(Q^2), netrudno ponØt~, qto σ_{r,s}(f, x + u, y + v) − σ(x, y) − σ^′_x(x, y)u − σ^′_y(x, y)v = t_{r,s}(x, y, u, v), gde ‖t_{r,s}(x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 (2π)^{2/p} { ‖σ^{′′}_x2 (f)‖_∞ 2 u^2 + ‖σ^{′′}_{xy}(f)‖_∞|u| |v| + ‖σ^{′′}_y2 (f)‖_∞ 2 v^2 } . Sledovatel~no, ‖σ_{r,s}(f) − U_{n,m}(σ_{r,s}(f))‖_p ¿ ‖σ^′_x(·)α_1(φ_n) + σ^′_y(·)α_1(ψ_m)‖_p − (2π)^{2/p} 2 {‖σ^{′′}_x2‖_∞β_2(φ_n) + 2‖σ^{′′}_{xy}‖_∞β_1(φ_n)β_1(ψ_m)

+‖σ^{′′}_y2 ‖_∞β_2(ψ_m)}. (2)

SopostavlØØ (1) i (2) i uqityvaØ, qto lim m→∞ α_1(ψ_m) = lim_{m→∞} β_1(ψ_m) = lim_{m→∞} β_2(ψ_m) = 0, nahodim lim m→∞ ‖f − U_{n,m}(f)‖_p ¿ ‖σ^′_x‖_pα_1(φ_n) − (2π)^{2/p} 2 ‖σ^{′′}_x2‖_∞β_2(φ_n).

56 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK Ots¸da vytekaet, qto lim n→∞ (α_1(φ_n))^{−1} lim m→∞ ‖f − U_{n,m}(f)‖_p ¿ lim_{n→∞}^{‖σ^′_x‖p −^{(2π)2/p}_2 ‖σ^{′′}_x2 ‖∞^{β2(φn)}_{α1(φn)}^} = ‖σ^′_x‖p. Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto lim m→∞ (α_1(ψ_m))^{−1} lim_{n→∞} ‖f − U_{n,m}(f)‖_p ¿ ‖σ^′_y‖_p.

DlØ f ∈ L_p(Q^2) polagaem

ω_1(f, u, v)_p = sup_{|t|} 6u,|h|6v^{‖f(x + t, y + h) − f(x, y)‖p,Q2 .} Veliqina ω_1(f)_p nazyvaetsØ modulem nepreryvnosti pervogo porØdka funkcii f v prostranstve L_p(Q^2).

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, krome togo, a ¿ 0, c ¿ 0, f ∈ C(Q^2) pri p = ∞. Togda sootnoxeniØ

‖U_{n,m}(f) − f‖_{p,Q}2 6 Kβ_1(φ_n) + Lβ_1(ψ_m) (n, m ∈ N), (3) ω_1(f, u, v)_p 6 Ku + Lv (u, v ∈ R_+) (4) ravnosil~ny, t.e. vypolnenie odnogo iz sootnoxeniæ (3) (pri vseh n, m ∈ N i fiksirovannyh K, L ∈ R_+) ili (4) (pri vseh u, v ∈ R_+ i fiksirovannyh K, L ∈ R_+) vleqet vypolnenie drugogo.

Dokazatel~stvo. Iz (3) srazu sleduet, qto lim n→∞ 1 α_1(φ_n) lim m→∞ ‖f − U_{n,m}(f)‖_p 6 K, (5) lim m→∞ 1 α_1(ψ_m) lim n→∞ ‖f − U_{n,m}(f)‖_p 6 L. (6) Pofftomu na osnovanii teoremy 1 pri l¸byh r, s ∈ N budet ‖(σ_{r,s}(f))^′_x‖_p 6 K, ‖(σ_{r,s}(f))^′_y ‖_p 6 L. Dalee,

ω_1(f, u, 0)_p 6 ω_1(f − σ_{r,s}(f), u, 0)_p + ω_1(σ_{r,s}(f), u, 0)_p 6 2‖f − σr,s(f)‖p + ‖(σr,s(f))^′_x ‖pu 6 2‖f − σr,s(f)‖p + Ku.

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 57 Ots¸da, primenØØ teoremu A, nahodim, qto ω_1(f, u, 0)_p 6 Ku (u ∈ R_+).

Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto ω_1(f, 0, v)_p 6 Lv (v ∈ R_+).

Teper~, prinimaØ vo vnimanie neravenstvo ω_1(f, u, v)_p 6 ω_1(f, u, 0)_p + ω_1(f, 0, v)_p, prihodim k (4).

Pust~ teper~ vypolneno sootnoxenie (4). Togda

‖f − U_{n,m}(f)‖_p 6 b∫ a d∫ c ‖f(x + u, y + v) − f(x, y)‖_pφ_n(u)ψ_m(v)du dv 6 b∫ a d∫ c (Ku + Lv)φ_n(u)ψ_m(v)du dv = Kβ_1(φ_n) + Lβ_1(ψ_m). Tem samym vypolnenie (3) dokazano.

Zameqanie 1. Iz dokazatel~stva teoremy 2 Øsno, qto v ee uslo-

viØh sootnoxenie (3) ravnosil~no vypolneni¸ sovokupnosti dvuh neravenstv (5) i (6).

Sledstvie 1. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp(Q^2) pri 1 6 p < ∞,

f ∈ C(Q^2) pri p = ∞, σ^∗_{n,m}(f, x, y) = 4 π∫ 0 π∫ 0 f(x + u, y + v)Φ_n(u)Φ_m(v)du dv. Togda vypolnenie sovokupnosti sootnoxeniæ lim n→∞ πn 2 ln n lim m→∞ ‖f − σ^∗_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 6 K, (7) lim m→∞ πm 2 ln m lim n→∞ ‖f − σ^∗_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 6 L (8) ravnosil~no vypolneni¸ neravenstva ω_1(f, u, v)_p 6 Ku + Lv (u, v ∈ R_+). (9)

58 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo sledstviØ 1 poluqaetsØ iz sopostavleniØ teoremy 2 (pri fftom nado uqest~ zameqanie 1) s izvestnymi (sm., naprimer, [2, s. 305]) sootnoxeniØmi lim n→∞ πn ln n π∫ 0 tΦ_n(t)dt = 1,

lim n→∞ πn ln n π∫ 0 t^2Φ_n(t)dt = 0.

Sledstvie 2. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp(Q^2) pri 1 6 p < ∞,

f ∈ C(Q^2) pri p = ∞; K, L ∈ R_+. Togda vypolnenie sootnoxeniØ ‖ ‖ ‖ π∫ a π∫ b f(x + u, y + v) − f(x, y) u^2v^2 du dv ‖ ‖ ‖_{p,Q2} 6 K^{( 1}_b −^1_π^) ln^π_a + L^{( 1}_a −^1_π^) ln^π_b (10)

pri vseh a, b ∈ (0, π] ravnosil~no vypolneni¸ neravenstva

ω_1(f, u, v)_p 6 Ku + Lv (11)

pri vseh u, v ∈ R_+.

Dokazatel~stvo. Snaqala ustanovim, qto (11) vleqet (10).

Imeem ‖ ‖ ‖ π∫ a π∫ b f(x + u, y + v) − f(x, y) u^2v^2 du dv ‖ ‖ ‖_p 6 π∫ a π∫ b ‖f(x + u, y + v) − f(x, y)‖_p u^2v^2 du dv 6 π∫ a π∫ b ω_1(f, u, v)_p u^2v^2 du dv 6 π∫ a π∫ b Ku + Lv u^2v^2 du dv

= K ( 1 b − 1 π ) ln π a + L ( 1 a − 1 π ) ln π b .

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 59 Pust~ teper~ vypolneno sootnoxenie (10). Poloßim

φ_a(t) = { 0 pri t ∈ [0, a], 1 C(a)t2 pri t ∈ (a, π], ψ_b(t) = { 0 pri t ∈ [0, b], 1 C(b)t2 pri t ∈ (b, π], gde C(a) = π∫ a du u^2 = 1 a − 1 π . ˚sno, qto funkcii φ_a i ψ_b prinadleßat klassu K([0, π]). Tak kak

α_1(φ_a) = 1 C(a) π∫ a du u = 1 C(a) ln π a ,

β_2(φ_a) = 1 C(a) π∫ a du = π − a C(a) , to lim a→0+ β_2(φ_a) α_1(φ_a)

= lim_{b→0+} β_2(ψ_b) α_1(ψ_b)

= 0.

Togda po teoreme 2 sootnoxenie ‖ ‖ ‖ π∫ 0 π∫ 0 (f(x + u, y + v) − f(x, y))φ_a(u)ψ_b(v)du dv ‖ ‖ ‖_p 6 Kα1(φa) + Lα1(ψb) (12) vleqet neravenstvo (11). Ostalos~ zametit~, qto (12) moßno perepisat~ v vide neravenstva (10).

3. Pust~ f : R^2 → R; x, y, t, h ∈ R. Po opredeleni¸ polagaem δ^2_{t,h}(f, x, y) = f(x + t, y + h) + f(x + t, y − h) +f(x − t, y + h) + f(x − t, y − h) − 4f(x, y). Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ L_p(Q^2). Veliqina ω_2(f, u, v)_p = sup_{|t|} 6u,|h|6v^{‖δ} 2 t,h(f)‖_p nazyvaetsØ modulem nepreryvnosti vtorogo porØdka funkcii f v prostranstve L_p(Q^2).

60 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK

Teorema 3. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp(Q^2); a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d,

E_1 = [a, b], E_2 = [c, d]; φ_n ∈ K(E_1), ψ_m ∈ K(E_2) pri n, m ∈ N, lim n→∞ β_3(φ_n) β_2(φ_n)

= lim m→∞ β_3(ψ_m) β_2(ψ_m)

= 0,

R_{n,m}(f, x, y) = b∫ a d∫ c δ^2_{u,v}(f, x, y)φ_n(u)ψ_m(v)du dv. Togda pri l¸byh r, s ∈ N 2‖(σ_{r,s}(f, x, y))^{′′}_x2 ‖_{p,Q}2 6 lim n→∞ (β_2(φ_n))^{−1} lim m→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 , 2‖(σ_{r,s}(f, x, y))^{′′}_y2 ‖_{p,Q}2 6 lim_{m→∞}(β_2(ψ_m))^{−1} lim_{n→∞} ‖R_{n,m}(f)‖_{p,Q}2 . Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo teoremy 3 blizko k dokaza-

tel~stvu teoremy 1. Pri r, s ∈ N ‖R_{n,m}(σ_{r,s}(f))‖_p = ‖σ_{r,s}(R_{n,m}(f))‖_p 6 ‖R_{n,m}(f)‖_p. (13) PrimenØØ formulu Teælora s ostatoqnym qlenom v forme Lagranßa, nahodim, qto δ^2_{u,v}(σ_{r,s}(f), x, y) = 2(σ^{′′}_x2 (x, y)u^2 + σ^{′′}_y2 (x, y)v^2) + t_{r,s}(x, y, u, v), gde ‖t_{r,s}(x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 (2π)^{2/p}4 3! (‖σ^{′′′}_x3 ‖_∞|u|^3 + 3‖σ^{′′′}_x2_y‖_∞ ×u^2|v| + 3‖σ^{′′′}_{xy}2‖_∞|u|v^2 + ‖σ^{′′′}_y3‖_∞|v|^3). Sledovatel~no,

‖R_{n,m}(σ_{r,s}(f))‖_p ¿ 2‖σ^{′′}_x2(·)β_2(φ_n) + σ^{′′}_y2 (·)β_2(ψ_m)‖_p − (2π)^{2/p}4 3! {‖σ^{′′′}_x3 ‖_∞β_3(φ_n) + 3‖σ^{′′′}_x2_y‖_∞β_2(φ_n)β_1(ψ_m) +3‖σ^{′′′}_{xy}2 ‖_∞β_1(φ_n)β_2(ψ_m) + ‖σ^{′′′}_y3‖_∞β_3(ψ_m)}. (14)

SopostavlØØ (13) i (14) i uqityvaØ, qto lim m→∞ β_1(ψ_m) = lim_{m→∞} β_2(ψ_m) = lim_{m→∞} β_3(ψ_m) = 0,

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 61 poluqaem lim m→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_p ¿ 2‖σ^{′′}_x2‖_pβ_2(φ_n) − (2π)^{2/p}4 3! ‖σ^{′′′}_x3‖_∞β_3(φ_n). Ots¸da vytekaet, qto lim n→∞ 1 β_2(φ_n) lim m→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_p ¿ 2‖σ^{′′}_x2 ‖_p. Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto lim m→∞ 1 β_2(ψ_m) lim n→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_p ¿ 2‖σ^{′′}_y2 ‖_p. Teorema 4. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3 i, krome togo,

f ∈ C(Q^2) pri p = ∞. Togda sootnoxeniØ

‖R_{n,m}(f)‖_{p,Q2} 6 Kβ_2(φ_n) + Lβ_2(ψ_m) (n, m ∈ N), (15) ω_2(f, u, v)_p 6 Ku^2 + Lv^2 (u, v ∈ R_+) (16) ravnosil~ny, t.e. vypolnenie odnogo iz sootnoxeniæ (15) (pri vseh n, m ∈ N i fiksirovannyh K, L ∈ R_+) ili (16) (pri vseh u, v ∈ R_+ i fiksirovannyh K, L ∈ R_+) vleqet vypolnenie drugo- go. Dokazatel~stvo. Iz (15) srazu sleduet, qto lim n→∞ 1 β_2(φ_n) lim m→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_p 6 K, (17) lim m→∞ 1 β_2(ψ_m) lim n→∞ ‖R_{n,m}(f)‖_p 6 L. (18) Pofftomu v silu teoremy 3 pri l¸byh r, s ∈ N budet ‖(σ_{r,s}(f))^{′′}_x2 ‖ 6 K 2 , ‖(σ_{r,s}(f))^{′′}_y2 ‖ 6 L 2 . Oqevidno, qto δ^2_{u,v}(f, x, y) = {f(x + u, y + v) + f(x + u, y − v) − 2f(x + u, y)} +{f(x − u, y + v) + f(x − u, y − v) − 2f(x − u, y)} + 2{f(x + u, y)+ +f(x − u, y) − 2f(x, y)} = α(f, x, y, u, v) +β(f, x, y, u, v) + 2γ(f, x, y, u, v).

62 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK Dalee, ‖α(f, x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 ‖α(f − σ_{r,s}(f)), x, y, u, v)‖_p +‖α(σ_{r,s}(f), x, y, u, v)‖_p 6 4‖f − σ_{r,s}(f)‖_p + ‖σ^{′′}_y2 (f)‖_pv^2 6 4‖f − σr,s(f)‖p +^L_2 v^2. Ots¸da, primenØØ teoremu A, nahodim, qto ‖α(f, x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 L 2 v^2.

Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto ‖β(f, x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 L 2 v^2, ‖γ(f, x, y, u, v)‖_{p,Q}2 6 K 2 u^2.

Sledovatel~no, ‖δ^2_{u,v}(f, x, y)‖_p 6 Ku^2 + Lv^2 i ω_2(f, u, v)_p 6 Ku^2 + Lv^2.

Tem samym utverßdenie, qto (15) vleqet (16), dokazano.

Pust~ teper~ vypolneno sootnoxenie (16). Togda

‖R_{n,m}(f)‖_p 6 b∫ a d∫ c ‖δ^2_{u,v}(f)‖_pφ_n(u)ψ_m(v)du dv 6 b∫ a d∫ c ω_2(f, |u|, |v|)_pφ_n(u)ψ_m(v)du dv 6 b∫ a d∫ c (Ku^2 + Lv^2)φ_n(u)ψ_m(v)du dv = Kβ_2(φ_n) + Lβ_2(ψ_m).

Zameqanie 2. Iz dokazatel~stva teoremy 4 Øsno, qto v ee uslo-

viØh sootnoxenie (16) ravnosil~no vypolneni¸ sovokupnosti dvuh neravenstv (17) i (18).

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 63

Sledstvie 3. Pust~ 1 6 p 6 ∞, f ∈ Lp(Q^2) pri 1 6 p < ∞,

f ∈ C(Q^2) pri p = ∞. Togda vypolnenie sootnoxeniØ ‖ ‖ π∫ a π∫ b δ^2_{u,v}(f, x, y) u^3v^3 du dv ‖ ‖_{p,Q2} 6 K 2 ( 1 b^2 − 1 π^2 ) ln π a + L 2 ( 1 a^2 − 1 π^2 ) ln π b pri vseh a, b ∈ (0, π] (K, L ∈ R_+ – fiksirovannye postoØnnye) ravnosil~no vypolneni¸ neravenstva

ω_2(f, u, v)_p 6 Ku^2 + Lv^2

pri vseh u, v ∈ R^+.

Dokazatel~stvo sledstviØ 3 analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 2, no zdes~ vmesto teoremy 2 ispol~zuetsØ teorema 4.

§2. Ob odnoæ modifikacii integrala Feæera

1. V fftom punkte my vvedem rØd oboznaqeniæ i, qtoby sdelat~

bolee ponØtnymi rezul~taty, izlagaemye v punkte 2, privedem rØd horoxo izvestnyh faktov, qast~¸ bez ssylok na literaturu, gde ih moßno naæti.

V dal~neæxem L_p pri 1 6 p < ∞ – prostranstvo 2π-periodi-qeskih izmerimyh funkciæ f : R→ C s normoæ

‖f‖_p = ∫ Q |f|^p 1/p < ∞, L(R) – mnoßestvo vewestvennyh funkciæ, zadannyh i summirue-

myh na R. Pust~ f ∈ L_1. Togda

a_k(f) = 1 π ∫ Q f(t) cos kt dt, b_k(f) = 1 π ∫ Q f(t) sin kt dt,

c_k(f) = 1 2π ∫ Q f(t)e^{−ikt}dt

64 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK – ee kofffficienty Fur~e. Esli f ∈ L(R), to a(f, z) = ∫ R^{f(t) cos zt dt, b(f, z) = ∫}R^{f(t) sin zt dt} sut~, sootvetstvenno, kosinus i sinus preobrazovaniØ Fur~e funkcii f. Pri a > 0 polagaem

ψ_a(t) = 2 πa ( sin^{2 at}_2 t^2 ) . Ime¸t mesto formuly (sm., naprimer, [4, s. 28, 77]) ∫ R+^{ψa(t) cos zt dt = { 12 (1 − za ), esli 0 6 z < a,}

0, esli z ¿ a; (1) ∫ R+^{ψa(t) sin zt dt = 12πa {(z + a) ln |z + a| + (z − a) ln |z − a|− 2z ln z} (2)} pri z > 0.

Pust~ n ∈ N, f ∈ L_1, ρ_k(f) = √ |a_k(f)|^2 + |b_k(f)|^2. Qerez σ_n(f) oboznaqaem summy Feæera funkcii f: σ_n(f, x) = 1 n n−1∑ k=0 s_k(f, x) = ∫ R^{f(x + t)ψn(t)dt = ∫}Q^{f(x + t)Φn(t)dt.} Teorema A (sm., naprimer, [5, s. 258]). Pust~ f ∈ L2, funkciØ

Φ ∈ L(R) imeet ograniqennu¸ variaci¸ na R, x ∈ R. Togda ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt = ∞∑}k=−∞^{ck(f)} ∫ R^{Φ(t)eiktdt} e^{ikx}. Lemma A. Pust~ f ∈ L2, funkciØ Φ ∈ L(R) imeet ograniqennu¸

variaci¸ na R i takova, qto

∫R^{Φ = 1,} U (f, x) = ∫ R^{f(x + t)Φ(t)dt.}

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 65 Togda

‖f − U (f)‖^2 = π ∞∑ k=1 {(a(Φ, k) − 1)^2 + b^2(Φ, k)}ρ^2_k(f).

Dokazatel~stvo lemmy A poluqaetsØ neposredstvennymi vyqisleniØmi. Pri fftom ispol~zuetsØ teorema A i ravenstvo ParsevalØ.

Pust~ f ∈ L_2. Qerez

E_n(f) = E_n(f)_2 = ( π ∞∑ k=n+1 ρ^2_k(f) )_{1/2}

oboznaqaem nailuqxee priblißenie funkcii f v prostranstve L_2 trigonometriqeskimi polinomami porØdka ne vyxe n; ω(f, h) = ω(f, h)_2 = sup_{|t|} 6h^{‖f(· + t) − f‖2} – modul~ nepreryvnosti funkcii f v prostranstve L_2.

Lemma V. Pust~ f ∈ L2, n ∈ N. Togda

‖f − σ_n(f)‖^2 = 1 n^2 n−1∑ k=0 (2k + 1)E^2_k(f). (3)

Dokazatel~stvo. PrimenØØ lemmu A k integralu σ_n(f, x) = ∫ R^{f(x + t)ψn(t)dt} i prinimaØ vo vnimanie formulu (1), imeem

‖f − σ_n(f)‖^2 = π {_n ∑ k=1 ( k n )_2

ρ^2_k(f) + ∞∑ k=n+1 ρ^2_k(f) } . Ots¸da, proizvedØ preobrazovanie AbelØ, nahodim

‖f − σ_n(f)‖^2 = 1 n^2 n∑ k=1 k^2(E^2_{k−1}(f) − E^2_k(f)) + E^2_n(f)

= 1 n^2 (_{n−1} ∑ k=0 (k + 1)^2E^2_k(f) − n∑ k=1 k^2E^2_k(f) ) + E^2_n(f)

= 1 n^2 n−1∑ k=0 (2k + 1)E^2_k(f).

66 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK Izvestno, qto esli f ∈ L_2, n ∈ N, to ω(f, π n ) 6 C1‖f − σn(f)‖2 6 C2ω(f,^π_n ). (4) 2. Vopros opisaniØ porØdka priblißeniØ funkcii ee summami

Feæera v terminah moduleæ nepreryvnosti k nastoØwemu vremeni polnost~¸ rexen (sm., naprimer, [2, s. 261, 262]).

Vvedem v rassmotrenie metod priblißeniØ

σ^∗_a(f, x) = 2 ∫ R+^{f(x + t)ψa(t)dt (a > 0) (5)}

i postavim zadaqu izuqeniØ porØdka ubyvaniØ veliqiny ‖f − σ^∗_a(f)‖_p pri a → +∞ v zavisimosti ot strukturnyh svoæstv funkcii f. Pri fftom ßelatel~no imet~ takie ße zakonqennye rezul~- taty, kak i v sluqae priblißeniØ summami Feæera. Poskol~- ku dlØ proizvol~nogo prostranstva L_p poka daße ne Øsno v kakih terminah, opisyva¸wih strukturnye svoæstva funkciæ, nado proizvodit~ izuqenie, my ograniqilis~ rassmotreniem prostranstva L_2 i poluqeniem sootnoxeniæ, analogiqnyh (3).

Poloßim g(t) = { t^2 +^1_{π2} ((t − 1) ln(1 − t) + (t + 1) ln(1 + t) − 2t ln t)^2 pri 0 6 t 6 1,

1 +^1_{π2} ((t − 1) ln(t − 1) + (t + 1) ln(1 + t) − 2t ln t)^2 pri t ¿ 1;

γ(t) = { (_{t ln t} t−1 )_2

pri 0 6 t 6 1, 1 pri t ¿ 1.

Lemma 1. Spravedlivy sootnoxeniØ

C_3 6 inf_t¿_0 ( g(t) γ(t) ) 6 sup_{t¿0}^{( g(t)}_{γ(t)}^) 6 C4.

Dokazatel~stvo. Funkcii g i γ nepreryvny na R+. Legko pro-

verit~, qto lim t→0+ g(t) γ(t) = 4 π^2 .

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 67 Sledovatel~no, funkciØ m(t) = g(t) γ(t) nepreryvna na R_+. Pri t > 1 imeem

m^′(t) = 2 π^2

{(t − 1) ln(t − 1) + (t + 1) ln(t + 1) − 2t ln t} ln(1 − 1 t^2 ). Vyraßenie v figurnyh skobkah – central~naØ raznost~ vtorogo porØdka v toqke t s xagom 1 vypukloæ vniz na (0, +∞) funkcii t ln t. Sledovatel~no, ono neotricatel~no. Znaqit, m^′(t) 6 0 pri t > 1 i m(t) ubyvaet pri t ¿ 1. Pofftomu

inf_t¿_1 ( g(t) γ(t) ) = lim t→+∞ m(t) = 1, sup_t ¿1 ( g(t) γ(t) ) = lim_{t→1} m(t) = 1 + ( 2 π ln 2)^2. (6) Na otrezke [0, 1] funkciØ m(t) nepreryvna i strogo poloßitel~- na. Poslednee sleduet iz togo, qto g(t) = 0 tol~ko kogda t = 0, a m(0) =^4_{π2} . Znaqit,

0 < inf_06_{t<1} ( g(t) γ(t) ) 6 sup_{06t61}^{( g(t)}_{γ(t)}^) < +∞. (7)

Ostalos~ sopostavit~ (6) i (7).

Zameqanie 1. VyqisleniØ, proizvedennye s pomow~¸ vyqisli-

tel~noæ tehniki (sm. tabl. 1), pozvolØ¸t vyskazat~ predpoloßenie, qto

0, 4 < inf_t¿_0 ( g(t) γ(t) ) < 0, 41, 1, 2 < sup_t ¿0 ( g(t) γ(t) ) < 1, 21.

68 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK

Tablica 1. ZnaqeniØ funkcii g(t)/γ(t) pri 0 6 t < 1 t g/γ t g/γ t g/γ t g/γ 0, 00 0, 405285 0, 25 0, 962186 0, 50 1, 093034 0, 75 1, 175319 0, 01 0, 634671 0, 26 0, 968929 0, 51 1, 097082 0, 76 1, 177800 0, 02 0, 676402 0, 27 0, 975496 0, 52 1, 101062 0, 77 1, 180212 0, 03 0, 706321 0, 28 0, 981896 0, 53 1, 104974 0, 78 1, 182554 0, 04 0, 730501 0, 29 0, 988140 0, 54 1, 108820 0, 79 1, 184821 0, 05 0, 751148 0, 30 0, 994235 0, 55 1, 112601 0, 80 1, 187013 0, 06 0, 769351 0, 31 1, 000189 0, 56 1, 116317 0, 81 1, 189125 0, 07 0, 785738 0, 32 1, 006008 0, 57 1, 119971 0, 82 1, 191153 0, 08 0, 800711 0, 33 1, 011699 0, 58 1, 123561 0, 83 1, 193095 0, 09 0, 814543 0, 34 1, 017268 0, 59 1, 127090 0, 84 1, 194944 0, 10 0, 827431 0, 35 1, 022719 0, 60 1, 130558 0, 85 1, 196695 0, 11 0, 839522 0, 36 1, 028058 0, 61 1, 133965 0, 86 1, 198341 0, 12 0, 850928 0, 37 1, 033290 0, 62 1, 137312 0, 87 1, 199874 0, 13 0, 861738 0, 38 1, 038418 0, 63 1, 140599 0, 88 1, 201286 0, 14 0, 872024 0, 39 1, 043446 0, 64 1, 143825 0, 89 1, 202564 0, 15 0, 881843 0, 40 1, 048378 0, 65 1, 146993 0, 90 1, 203695 0, 16 0, 891245 0, 41 1, 053217 0, 66 1, 150100 0, 91 1, 204662 0, 17 0, 900269 0, 42 1, 057966 0, 67 1, 153148 0, 92 1, 205442 0, 18 0, 908950 0, 43 1, 062629 0, 68 1, 156136 0, 93 1, 206009 0, 19 0, 917319 0, 44 1, 067207 0, 69 1, 159063 0, 94 1, 206325 0, 20 0, 925400 0, 45 1, 071703 0, 70 1, 161929 0, 95 1, 206339 0, 21 0, 933215 0, 46 1, 076120 0, 71 1, 164734 0, 96 1, 205976 0, 22 0, 940785 0, 47 1, 080460 0, 72 1, 167476 0, 97 1, 205121 0, 23 0, 948127 0, 48 1, 084724 0, 73 1, 170155 0, 98 1, 203566 0, 24 0, 955256 0, 49 1, 088915 0, 74 1, 172770 0, 99 1, 200860

Lemma 2. Pust~ f ∈ L2, a > 0. Togda

‖σ^∗_a(f) − f‖^2 = π ∞∑ k=1 g( k a )ρ^2_k(f).

Dokazatel~stvo lemmy 2 poluqaetsØ primeneniem lemmy A k integralu (5). Pri fftom uqityva¸tsØ formuly (1) i (2).

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 69

Lemma 3. Pust~ f ∈ L2, a > 0,

τ_a(f, x) = 2 0∫ −∞ f(x + t)ψ_a(t)dt = 2 ∫ R+^{f(x − t)ψa(t)dt.} Togda ‖τ_a(f) − f‖_2 = ‖σ^∗_a(f) − f‖_2. Dokazatel~stvo lemmy 3 poluqaetsØ neposredstvennym vyqisleniem veliqiny ‖τ_a(f) − f‖^2 (s pomow~¸ lemmy A i formul (1) i (2)) i sravneniem poluqennogo rezul~tata s analogiqnym znaqeniem dlØ ‖σ^∗_a(f) − f‖^2, davaemym lemmoæ 2.

Sledstvie 1. Pust~ f ∈ L2, n ∈ N. Togda ‖σ_n(f) − f‖_2 6 ‖σ^∗_n(f) − f‖_2. Dokazatel~stvo. Imeem ‖σ_n(f) − f‖_2 = ‖ ∫ R+^{f(x + t)Φn(t)dt − 12 f(x)} + ∫ R+^{f(x − t)Φn(t)dt − 12 f(x)‖2} 6^1_2 ‖σ^∗_n(f) − f‖2 +^1_2‖τn(f) − f‖2 = ‖σ^∗_n(f) − f‖2.

Poloßim dlØ f ∈ L_2 pri a > 0

r^2_a(f) = π ∞∑ k=1 γ ( k a ) ρ^2_k(f).

Lemma 4. Pust~ f ∈ L2, a > 0. Togda

r^2_a(f) = γ ( 1 a ) E^2_0 (f) + [a]∑ k=1 ( γ ( k + 1 a ) − γ ( k a )) E^2_k(f). (8)

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto a ¿ 1 (v protivnom sluqae

dokazyvaemoe utverßdenie oqevidno). Tak kak γ(t) = 1 pri t ¿ 1, to r^2_a(f) = π [a]∑ k=1 γ ( k a ) ρ^2_k(f) + E^2_{[a]}(f). (9)

70 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK K summe, stoØweæ v pravoæ qasti (9), primenim preobrazovanie AbelØ. Imeem π [a]∑ k=1 γ ( k a ) ρ^2_k(f) = [a]∑ k=1 γ ( k a ) (E^2_{k−1}(f) − E^2_k(f))

= [a]∑ k=1 γ ( k a ) E^2_{k−1}(f) − [a]∑ k=1 γ ( k a ) E^2_k(f)

= [a]−1∑

k=0 γ ( k + 1 a ) E^2_k(f) − [a]∑ k=1 γ ( k a ) E^2_k(f) = γ ( 1 a ) E^2_0 (f)

+ [a−1]∑

k=1 ( γ ( k + 1 a ) − γ ( k a )) E^2_k(f) − γ ( [a] a ) E^2_{[a]}(f).

Podstaviv poslednee vyraßenie v (9) i prinØv vo vnimanie, qto γ (_{[a]+1} a ) = 1, prihodim k ravenstvu (8).

Sledstvie 2. Pust~ n ∈ N, f ∈ L2. Togda

r^2_n(f) = ( ln n n − 1 )_2

E^2_0 (f) + 2 n−1∑ k=1 E^2_k(f) (k+1)/n ∫ k/n t(t − 1 − ln t) ln t (t − 1)^3 dt. (10)

Dokazatel~stvo. Tak kak γ ( n + 1 n ) − γ(1) = 0,

to iz ravenstva (8) sleduet, qto

r^2_n(f) = γ ( 1 n ) E^2_0 (f) + n−1∑ k=1 ( γ ( k + 1 n ) − γ ( k n )) E^2_k(f). (11)

Pri t ∈ (0, 1) spravedlivo ravenstvo

γ^′(t) = 2 t(t − 1 − ln t) ln t (t − 1)^3

. (12)

Tak kak

ln t = (t − 1) −

(t − 1)^2 2 + . . . ,

O PRIBLIȷENII PERIODIQESKIH FUNKCI` 71 to γ^′(t) = t + o((1 − t)) pri t → 1 − 0. Znaqit, lim_{t→1−0} γ^′(t) = 1. V silu skazannogo, dlØ kaßdogo otrezka [^k_n ,^{(k+1)}_n ] (k = 1, n − 1) spravedlivo ravenstvo γ ( k + 1 n ) − γ ( k n ) = (k+1)/n ∫ k/n γ^′(t)dt. (13)

Ostalos~ sopostavit~ sootnoxeniØ (11)–(13).

Teorema 1. Pust~ n ∈ N, f ∈ L2,

r_n(f) = ( ln n n − 1 )_2

E^2_0 (f) + 2 n−1∑ k=1 E^2_k(f) (k+1)/n ∫ k t(t − 1 − ln t) ln t (t − 1)^3 dt 1/2 .

Togda

C_5r_n(f) 6 ‖σ^∗_n(f) − f‖_2 6 C_6r_n(f), (14) ω(f, π n ) 6 C1‖σ^∗_n(f) − f‖2. (15)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva (14) dostatoqno soposta-

vit~ lemmy 1, 2 i sledstvie 2. Neravenstvo (15) poluqaetsØ sopostavleniem levogo iz sootnoxeniæ (4) s lemmoæ 3.

Otmetim rØd faktov, otnosØwihsØ k sravneni¸ porØdkov ubyvaniØ veliqin ‖f − σ_n(f)‖_2 i ‖f − σ^∗_n(f)‖_2 dlØ funkciæ, prinadleßawih nekotorym vaßnym klassam. Oni legko ustanavliva¸tsØ s pomow~¸ sootnoxeniæ (3) i (14).

Pust~ f ∈ L_2 takova, qto pri l¸bom n ∈ Z_+ spravedlivo neravenstvo E_n(f) 6

C_7 (n + 1)^α . Togda pri 0 < α < 1 i n ∈ Z_+

‖f − σ_n(f)‖_2 6

C_7C_8(α) (n + 1)^α , ‖f − σ^∗_n(f)‖_2 6 C_7C_9(α) (n + 1)^α ;

72 N. ı. DODONOV, V. V. ȷUK pri α = 1 i n ∈ Z_+ ‖f −σ_n(f)‖_2 6 C_7C_{10} √ ln(n + 3) n + 1 , ‖f −σ^∗_n(f)‖_2 6 C_7C_{11} ln^{3/2}(n + 3) n + 1 . S drugoæ storony, esli f ∈ L_2 takova, qto pri l¸bom n ∈ Z_+ spravedlivo neravenstvo

E_n(f) ¿

C_{12} n + 1 , to ‖f −σ_n(f)‖_2 ¿ C_{12}C_{13} √ ln(n + 3) n + 1 , ‖f −σ^∗_n(f)‖_2 ¿ C_{12}C_{14} ln^{3/2}(n + 3) n + 1 . Dalee, oboznaqim qerez Lip^∗ 1 mnoßestvo funkciæ, udovletvorØ- ¸wih pri nekotorom M ∈ R_+ i vseh h ¿ 0 neravenstvu ω(f, h) 6 M h. Togda iz sootnoxeniæ (3) sleduet, qto neobhodimym i dostatoqnym usloviem prinadleßnosti funkcii f ∈ L_2 k klassu Lip^∗ 1 ØvlØetsØ vypolnenie sootnoxeniØ lim n→∞ n‖f − σ_n(f)‖_2 < +∞. S drugoæ storony, uslovie lim n→∞ n ln n ‖f − σ^∗_n(f)‖_2 < +∞ takße ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ togo, qtoby f ∈

Lip^∗ 1.

Literatura 1. A. S. ȷuk, V. V. ȷuk, O priblißenii periodiqeskih funkciæ lineænymi

metodami approksimacii, NastoØwiæ sbornik, s. 51–72.

2. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 3. V. V. ȷuk, Sil~naØ approksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1989. 4. G. Beætmen, A. �rdeæi, Tablicy integral~nyh preobrazovaniæ, T. 1, M., 1969.

5. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. T. 1, M., 1965.

Postupilo 17 avgusta 2006 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: dodonov@unitel.spb.ru zhuk@math.spbu.ru