Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

A. S. GulØev, V. A. Xlyk

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H NA KRUGOVYE OBLASTI S RADIAL^NYMI RAZREZAMI

PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ GennadiØ Mihaæloviqa Goluzina

§1. Vvedenie

Pust~ D – beskoneqnosvØznaØ oblast~ v kompleksnoæ ploskosti C s odnoæ otmeqennoæ graniqnoæ komponentoæ l (s dvumØ otmeqennymi graniqnymi komponentami l_0 i l_1) i z_0 – fiksirovannaØ toqka oblasti D; F(z_0, l, D) – klass regulØrnyh, odnolistnyh funkciæ w = f(z), dlØ kotoryh f(z_0) = 0; f(l) – vnexnØØ graniqnaØ komponenta oblasti f(D) (F(l_0, l_1, D) – klass regulØrnyh odnolistnyh funkciæ w = f(z), dlØ kotoryh f(l_1) – vnexnØØ graniqnaØ komponenta oblasti f(D), a f(l_0) – graniqnaØ komponenta oblasti f(D), kotoraØ otdelØet w = 0 ot f(l_1)).

V voprose suwestvovaniØ ffkstremal~nyh svoæstv situaciØ s kanoniqeskim otobraßeniem oblasti D na krugovu¸ oblast~ s krugovymi razrezami i na krugovu¸ oblast~ s radial~nymi razrezami sloßilas~ po raznomu.

DlØ oblasteæ pervogo tipa zatronutyæ vopros rexilsØ poloßitel~no v samyh obwih predpoloßeniØh na oblast~ D (sm. [1]). Otnositel~no oblasteæ vtorogo tipa otmetim rezul~tat Reæha i Varxavskogo [1]. A imenno, rexaØ zadaqu o min|f^′(z_0)|, f(z) ∈ F(z_0, l, D), f(l) = {w : |w| = 1}, dlØ oblasti D s izolirovannoæ nevyroßdennoæ graniqnoæ komponentoæ l, oni ustanovili, qto ffkstremal~naØ funkciØ w = f_0(z) otobraßaet oblast~ D na krugovu¸ oblast~ |w| < 1 s radial~nymi razrezami, pri fftom f_0(l) = {w : |w| = 1}. S drugoæ storony, Xtrebel~ [2], Reæh [3],

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke veduwih nauqnyh xkol RF (grant NX–9004.2006.1) i RFFI (grant NC 05-01-000 99). 35

36 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK rexaØ tu ße zadaqu v obwem sluqae, pokazali, qto f_0(D) – krugovaØ oblast~ |w| < 1 s radial~nymi razrezami. Pri fftom, voobwe govorØ, f_0(l) = {w : |w| = 1} ∪ e, gde e sostoit iz radial~nyh razrezov {w : 0 < r ≤ |w| < 1, arg w = const} i 2-modul~ semeæstva sprØmlØemyh krivyh, soedinØ¸wih e s {z : |z| ≤ ε} ⊂ f_0(D), ε > 0, raven 0. Drugimi slovami, f_0(z) ne prinadleßit rassmatrivaemomu klassu funkciæ.

Niße vvodØtsØ tak nazyvaemye 2-normal~nye kol~cevye, krugovye oblasti s radial~nymi razrezami i ustanavliva¸tsØ ih geometriqeskie, funkcional~nye svoæstva. Sposob rassußdeniæ, osnovannyæ na ravenstve modulØ i œmkosti kondensatora (sm. [4]), metode ffkstremal~nyh metrik po F¸glede [5], daœt vozmoßnost~ rasprostranit~ ffti svoæstva na sluqaæ prostranstvennyh p-normal~nyh kol~cevyh, xarovyh oblasteæ s radial~nymi razrezami. Krome togo, ffto pozvolØet uprostit~ dokazatel~stvo upomØnutyh rezul~tatov XtrebelØ, Reæha i, ispol~- zuØ rasxirennu¸ postanovku sootvetstvu¸wih ffkstremal~nyh zadaq, pridat~ im zaverxœnnyæ vid.

§2. Normal~nye kol~cevye i krugovye oblasti s radial~nymi razrezami

DlØ mnoßestva F ⊂ C oboznaqim qerez F ego zamykanie v C = C ∪ {∞}. Pod krivoæ budem ponimat~ obraz qislovogo nevyroßdennogo intervala pri nepreryvnom otobraßenii v C . Esli Γ – semeæstvo lokal~no sprØmlØemyh krivyh γ, γ ⊂ D, to qerez admΓ oboznaqim semeæstvo vseh borelevskih funkciæ ρ : D → [0, +∞], dlØ kotoryh ∫ γ ρ(z)|dz| ≥ 1 dlØ vseh γ ∈ Γ. Veli-

qinu

m_2(Γ) = inf_{ρ∈admΓ} ∫∫ ρ^2(z) dxdy nazovœm 2-modulem semeæstva Γ. Borelevsku¸ funkci¸ ρ_0 = ρ_0(z, Γ) : D → [0, +∞] nazovœm obobwœnnoæ ffkstremal~noæ metrikoæ dlØ Γ, esli ∫∫ D ρ^2_0(z) dxdy = m(Γ) i suwestvuet semeæstvo

Γ_0 ⊂ Γ takoe, qto m_2(Γ_0) = 0 i ∫ γ ρ_0(z) ds ≥ 1 dlØ vseh γ ∈ Γ \ Γ_0.

Mnoßestvo e ⊂ D nazovœm 2-iskl¸qitel~nym mnoßestvom otnositel~no D, esli 2-modul~ semeæstva Γ(e, D) vseh lokal~no sprØmlØemyh krivyh γ, γ ⊂ D, soedinØ¸wih e s toqkami D, raven 0.

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 37 Budem govorit~, qto nekotoroe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ 2- poqti vseh krivyh γ iz semeæstva Γ, esli ono spravedlivo dlØ vseh γ ∈ Γ \ Γ_0, gde m_2(Γ_0) = 0.

Otmetim, qto m_2(Γ^∞) = 0 dlØ semeæstva Γ^∞ vseh nesprØmlØemyh krivyh v C (sm. [6]).

Kak obyqno, L_n(·) – n-mernaØ mera Lebega, C^∞(D) ( C^∞_0 (D) ) – klass beskoneqno differenciruemyh funkciæ v D (podklass funkciæ iz C^∞(D) s kompaktnym nositelem v D); L^1_2(D) – prostranstvo funkciæ u : D → (−∞, +∞), lokal~no integriruemyh v D, ime¸wih obobwennye qastnye proizvodnye, summiruemye

v D so stepen~¸ 2, i polunormoæ ‖u‖ = ( ∫∫ D |∇u|^2 dxdy )_{1/2} < +∞. Pod kondensatorom budem ponimat~ troæku (F_0, F_1, D), gde F_0, F_1 ⊂ D – nepustye bez obwih toqek kompakty. Opredelim 2-œmkost~ kondensatora (F_0, F_1, D) kak veliqinu

C_2(F_0, F_1, D) = inf ∫∫ D |∇u|^2 dxdy, gde inf berœtsØ po vsem vewestvennoznaqnym funkciØm u takim, qto u | |_D ∈ C^∞(D) ∩ L^1_2(D), u = j v nekotoroæ okrestnosti kompakta F_j dlØ j = 0, 1. Klass takih funkciæ oboznaqim qerez Adm(F_0, F_1, D). Esli u_0 = u(z, F_0, F_1, D) = lim_{k→∞} u_k(z) v L^1_2(D), gde

u_k ∈ Adm(F_0, F_1, D), 0 ≤ u_k ≤ 1 v D, ∫∫ D |∇u_0|^2 dxdy = C_2(F_0, F_1, D),

to u_0 nazovœm ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ C_2(F_0, F_1, D). Esli v = lim_{k→∞} u_k v L^1_2(D), u_k ∈ C^∞(D) ∩ L^1_2(D) i u_k = 0 v nekotoroæ okrestnosti kompakta F_0 ∪ F_1, to v nazovœm probnoæ funkcieæ (dlØ C_2(F_0, F_1, D)).

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ kriteriæ ffkstremal~nosti funkcii u dlØ C_2(F_0, F_1, D) (sm., naprimer, [7]): funkciØ u, u = lim_{k→∞} u_k v L^1_2(D), u_k ∈ Adm(F_0, F_1, D), ffkstremal~na dlØ C_2(F_0, F_1, D) togda i tol~ko togda, kogda ∫∫ D (∇u, ∇v) dxdy = 0 (1) dlØ l¸boæ probnoæ funkcii v.

38 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK

Semeæstvo vseh lokal~no sprØmlØemyh krivyh γ, γ ⊂ D, soedinØ¸wih F_0 i F_1, oboznaqim qerez Γ(F_0, F_1, D), ego 2-modul~ – qerez ρ_0(z, F_0, F_1, D).

Izvestno (sm. [4]), qto

C_2(F_0, F_1, D) = m_2(F_0, F_1, D) (2) i ρ_0(z, F_0, F_1, D) = |∇u(z, F_0, F_1, D)|. (3)

Poloßim C(r) = {z : |z| = r} dlØ r > 0, K(R) = {z : |z| < R}, K(r, R) = {z : r < |z| < R}. Pust~ E – kompakt v C takoæ, qto dlØ mnoßestva E(r, R) = E ∩ K(r, R) kaßdaØ ego komponenta svØznosti ne soedinØet C(r) i C(R); G(r, R) = K(r, R) \ E(r, R) – oblast~ v C . Qerez ¶_1 oboznaqim vnexn¸¸ graniqnu¸ komponentu oblasti G(r, R); qerez ¶_0 – graniqnu¸ komponentu fftoæ oblasti, kotoraØ otdelØet z = 0 ot ¶_1.

Opredelenie 1. Oblast~ G(r, R) nazovœm normal~noæ kol~cevoæ

oblast~¸ s radial~nymi razrezami, esli

1) ρ_0(z) = ρ_0 ( z, C(r), C(R), K(r, R) ) = ( |z| · log^R_r )_{−1} – obobwœnnaØ

ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) ; 2) m_2 ( C(r), C(R), K(r, R) ) = m_2 ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) . Opredelenie 2. Esli dlØ vseh poloßitel~nyh, dostatoqno ma-

lyh r mnoßestvo G(r, R) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~ s radial~nymi razrezami, to G(R) = K(R) \ E nazovœm normal~noæ krugovoæ oblast~¸ s radial~nymi razrezami.

Sledu¸waØ teorema harakterizuet geometri¸ mnoßestv, poroßda¸wih opredelœnnye vyxe normal~nye oblasti.

Teorema 1. Esli oblast~ G(r, R) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~

s radial~nymi razrezami, to

1) L_2 ( E(r, R) ) = 0, 2) (¶_0 \ C(r)) ∪ (¶_1 \ C(R)) – 2-iskl¸qitel~noe mnoßestvo otnositel~no G(r, R);

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 39 3) kaßdaØ nevyroßdennaØ komponenta svØznosti τ mnoßestva E(r, R) ØvlØetsØ segmentom ili polusegmentom na luqe l_τ , ishodØwim iz toqki z=0.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku

m_2 ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) = ∫∫ G(r,R) ( |z| ln R r )_{−2} dxdy =

= ∫∫ K(r,R) ( |z| ln R r )_{−2} dxdy = m_2 ( C(r), C(R), K(r, R) ) ,

to L_2 ( G(r, R) ) = L_2 ( K(r, R) ) , znaqit, L_2 ( E(r, R) ) = 0. Bolee togo, ni odna iz komponent svØznosti mnoßestva E(r, R) ne ograniqivaet oblast~ v K(r, R). Ustanovim teper~ svoæstvo 2). V silu (1), (2) i opredeleniØ ffkstremal~noæ funkcii (sm. [8, c. 179]):

u_0 = ln |z| − ln r ln R − ln r dlØ C_2 ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) , naædutsØ u_k ∈ Adm ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) , 0 ≤ u_k ≤ 1 v G(r, R), i posto- ØnnaØ c_k takie, qto (sm. [5, teorema 14]) pri k → ∞ ∫∫ G(r,R) |∇u_k − ∇u_0|^2 dxdy → 0, u_k + c_k → u_0 v G(r, R) \ e_0 (4)

gde e_0 – 2-iskl¸qitel~noe mnoßestvo v G(r, R), ∫ γ |∇u_k − ∇u_0| ds → 0 (5) dlØ 2-poqti vseh sprØmlØemyh krivyh γ ⊂ G(r, R). Pust~ dlØ takoæ krivoæ γ toqka a – eœ naqalo, b – eœ konec. Iz (5) srazu sleduet, qto

u_k(b) − u_k(a) = ∫ γ ∂u_k ∂x dx + ∂u_k ∂y dy → u_0(b) − u_0(a) =

= ∫ γ ∂u_0 ∂x dx + ∂u_0 ∂y dy (6)

40 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK pri k → ∞. Esli teper~ dlØ sprØmlØemoæ krivoæ γ ∈ Γ(¶_0, ¶_1, G(r, R)) odin iz eœ koncov a, b prinadleßit (¶_0 \ C(r)) ∪ (¶_1 \ C(R)), to

|u_k(b) − u_k(a)| = 1, |u_0(b) − u_0(a)| < 1

i, sledovatel~no, (6) i, znaqit, (5) dlØ fftoæ krivoæ γ ne vypolnØetsØ. Drugimi slovami, 2-poqti vse krivye γ ∈Γ(¶_0, ¶_1, G(r, R)) soedinØ¸t C(r) i C(R) v G(r, R). �to vleqœt suwestvovanie sprØmlØemoæ krivoæ γ ⊂ G(r, R), soedinØ¸weæ toqku b ∈ G(r, R) \ e_0 s toqkoæ a ∈ C(r) i udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (6). Togda pri k → ∞ u_k(b) − u_k(a) = u_k(b) → u_0(b) − u_0(a) = u_0(b).

�to pozvolØet sqitat~ vse c_k v (4) ravnymi 0. Pust~ teper~ sprØmlØemaØ krivaØ γ ⊂ G(r, R) soedinØet toqku a ∈ G(r, R) \ e_0 s toqkoæ b ∈ (¶_0 \ C(r)) ∪ (¶_1 \ C(R)). ˚sno, qto u_k(a) → u_0(a), lim_{k→∞} u_k(b)

raven 0 ili 1, 0 < u_0(b) < 1. Pofftomu lim_{k→∞} ( u_k(b) − u_k(a) ) ≠ u_0(b) − u_0(a), sledovatel~no, usloviØ (5), (6) ne vypolnØ¸tsØ. Togda semeæstvo vseh takih sprØmlØemyh krivyh ØvlØetsØ 2- iskl¸qitel~nym otnositel~no G(r, R).

Pust~ teper~ τ – komponenta svØznosti mnoßestva E(r, R), radial~naØ proekciØ kotoroæ na okrußnost~ |z| = r est~ nevyroßdennaØ duga λ. Pust~ z_0 – toqka τ , kotoraØ proektiruetsØ v seredinu dugi λ. Poloßim ρ̃ = 0 v dostatoqno maloæ okrestno-

sti U toqki z_0 i ravnoæ ρ_0 = ( |z|·log^R_r )_{−1} v K(r, R)\U . Izvestnym priœmom (sm. [9]) poluqim, qto ρ̃_0 ∈ adm ( C(r), C(R), K(r, R) \ τ ) . Togda

m_2 ( ¶_0, ¶_1, G(r, R) ) = m_2 ( C(r), C(R), G(r, R) ) ≤ ≤ m_2 ( C(r), C(R), K(r, R) \ τ ) < m ( C(r), C(R), K(r, R) ) . �to protivoreqit opredeleni¸ 1 dlØ G(r, R). Sledovatel~no, τ ØvlØetsØ radial~nym razrezom, zamknutym ili poluzamknutym v G(r, R). Privedœm teper~ funkcional~nu¸ harakteristiku normal~- noæ kol~cevoæ oblasti s radial~nymi razrezami. Poloßim l(φ) = {z : arg z = φ}.

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 41

Teorema 2. Pust~ dlØ oblasti G(r, R) komponenty svØznosti

mnoßestva E(r, R) sut~ radial~nye razrezy, vozmoßno, vyroßdennye, L_2 ( E(r, R) ) = 0, (¶_0 \ C(r)) ∪ (¶_1 \ C(R)) – 2-iskl¸qitel~noe mnoßestvo otnositel~no G(r, R). G(r, R) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~ s radial~nymi razrezami togda i tol~ko togda, kogda l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^1_2 ( G(r, R) ) moßno prodolßit~ do absol¸tno nepreryvnoæ funkcii na l(φ) ∩ K(r, R) dlØ poqti vseh (v smysle L_1-mery) φ ∈ [0, 2π].

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Pust~ G(r, R) – normal~naØ

kol~cevaØ oblast~ s radial~nymi razrezami. Togda u_0 = u_0(z, C(r), C(R), K(r, R)) = ln |z| − ln r ln R − ln r

– ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_2(¶_0, ¶_1, G(r, R)). Poloßim dlØ z = x + iy: |z| = ρ, arg z = φ ∈ [0, 2π], i pust~ T_1 = {(ρ, φ) : z = ρe^{iφ} ∈ K(r, R)\(¶_0 ∪¶_1 ∪ l(0))}, T_2 = {(ρ, φ) : z = ρe^{iφ} ∈ G(r, R)\ l(0). Pust~ f – nekotoraØ funkciØ iz L^1_2(G(r, R)) i w ∈ C^∞_0 (K(r, R) \ (¶_0 ∪ ¶_1 ∪ l(0))). PrimenØØ variacionnoe uslovie (1) i zapis~ gradienta funkcii v polØrnyh koordinatah, poluqaem ∫ G(r,R) (∇u_0, ∇(f.w)) dxdy = 0 ili ∫∫ G(r,R) ∂u_0 ∂ρ · ∂(f · w) ∂ρ dxdy = ∫∫ T2 ∂(f · w) ∂ρ dρdφ = 0. (7)

Poloßim f_1 = f na G(r, R) i f_1 = 0 na E(r, R); v =^{∂f}_{∂ρ} na G(r, R) i v = 0 na E(r, R). Iz (7) i usloviØ L_2(E(r, R)) = 0 srazu sleduet ∫∫ T1 wv dρdφ = ∫∫ T2 w ∂f_1 ∂ρ dρdφ = − ∫∫ T2 ∂w ∂ρ f_1 dρdφ = ∫∫ T1 f_1 ∂w ∂ρ dρdφ. V silu proizvola v vybore w funkciØ v – obobwœnnaØ proizvodnaØ po ρ funkcii f_1 v K(r, R)\ ( ¶_0 ∪¶_1 ∪l(0) ) , summiruemaØ tam so stepen~¸ 2. Togda (sm. [8]) f_1 i, sledovatel~no, f prodolßaetsØ do absol¸tno nepreryvnoæ funkcii na l(φ) ∩ K(r, R) dlØ poqti vseh φ iz [0, 2π].

42 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK

Dostatoqnost~. Poskol~ku L_2(E(r, R)) = 0, (¶_0 \ C(r)) ∪ (¶_1 \ C(R)) – 2-iskl¸qitel~noe mnoßestvo otnositel~no G(r, R), to C(r) ⊂ ¶_0, C(R) ⊂ ¶_1 i m_2(¶_0, ¶_1, G(r, R)) = m_2(C(r), C(R), G(r, R)) ≤ ≤ m_2(C(r), C(R), K(r, R)). (8) UbedimsØ teper~ v spravedlivosti neravenstva protivopoloßnogo (8). Poloßim Γ_1(r, R) = {l(φ) ∩ K(r, R) : φ ∈ [0, 2π)}. Oqevidno (sm., naprimer, [10]), m_2(Γ_1(r, R)) = m_2(C(r), C(R), K(r, R)). S drugoæ storony, pust~ dlØ u_0 = u_0(z, ¶_0, ¶_1, G(r, R)) {u_k} – posledovatel~nost~ funkciæ u_k ∈ Adm(¶_0, ¶_1, G(r, R)), lim_{n→∞} u_k = u_0 v L^1_2(G(r, R)). Rassußdenie iz dokazatel~stva teoremy 1 i ukazannaØ absol¸tnaØ nepreryvnost~ funkciæ u_k, u_0 privodØt k ocenke 1 = R∫ r ∂u_k(ρe^{iφ}) ∂ρ dρ = R∫ r ∂u_0(ρe^{iφ}) ∂ρ dρ ≤ R∫ r |gradu_0(ρe^{iφ})| dρ dlØ poqti vseh φ iz [0, 2π). Sledovatel~no, |gradu_0|∈adm(Γ_1(r, R)\ Γ̃_1), gde m_2(Γ̃_1) = 0. Ots¸da

m_2(Γ_1) ≤ ∫∫ G(r,R) |∇u_0|^2 dxdy = m_2(¶_0, ¶_1, G(r, R)). �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.

Zameqanie 2. Zamenim v opredeleniØh modulØ m2(Γ) i œmko-

sti C_2(F_0, F_1, D) pokazatel~ summiruemosti 2 v integralah na p ∈ (1, +∞), C – na evklidovo prostranstvo R^n, n ≥ 2, i zametim, qto dokazatel~stva teorem 1, 2 ne ispol~zu¸t tehniku konformnyh otobraßeniæ. Dannoe obstoØtel~stvo pozvolØet rasprostranit~ ukazannye teoremy na p-normal~nye sferiqeskie oblasti s radial~nymi razrezami.

§3. Teoremy suwestvovaniØ

Rassmotrim beskoneqnosvØznu¸ oblast~ D ⊂ C s dvumØ otmeqennymi graniqnymi komponentami l_0, l_1, dlØ kotoroæ m_2(l_0, l_1, D) =^{2π}_{ln R} > 0.

Pust~ {D_n} – isqerpanie oblasti D iznutri oblastØmi D_n, gde D_n ograniqena koneqnym qislom zamknutyh sprØmlØemyh

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 43 krivyh ȷordana, D_n ⊂ D_{n+1}, ⋃ n≥1 D_n = D; l_{0n} – graniqnaØ kom-

ponenta oblasti D_n, otdelØ¸waØ toqki oblasti D_n ot l_0, l_{1n} – graniqnaØ komponenta oblasti D_n, otdelØ¸waØ toqki D ot l_1. Pust~ f_n ∈ F(l_{0n}, l_{1n}, D) – kanoniqeskoe otobraßenie oblasti D_n na koneqnosvØznu¸ normal~nu¸ oblast~ G(1, R_n) s radial~nymi razrezami (sm., naprimer, [8, str. 124]). ˚sno, qto 1 ≤ |f_n(z)| ≤ R_n ≤ R v D_n i dlØ fiksirovannoæ zamknutoæ prostoæ gladkoæ krivoæ γ, otdelØ¸weæ l_{0n} ot l_{1n} v D_n, n ≥ 1, spravedlivo 1 2πi ∫ γ f^′_n(z) f_n(z) dz = 1. Sledovatel~no, f_n(z) → f_0(z) ∈ F(l_0, l_1, D) ravnomerno vnutri D.

Teorema 3. FunkciØ w = f0(z) otobraßaet oblast~ D na nor-

mal~nu¸ kol~cevu¸ oblast~ vida G(1, R) s radial~nymi razrezami. Esli w = f̃_0(z) ∈ F(l_0, l_1, D) – ewœ odna takaØ ße funkciØ, to f̃_0(z) = eiαf_0(z) dlØ nekotorogo α ∈ [0, 2π).

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ funkcii w = fn(z) sleduet, qto ρ_{0n}(z) = ρ_0(z, l_{0n}, l_{1n}, D) = (| |fn(z) f^′_n(z) | | log Rn )_{−1}

– ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ(l_{0n}, l_{1n}, D_n). Poloßim ρ_{0n}(z) = 0 vne D_n. Poskol~ku

ρ_{0n}(z) + ρ_{0m}(z) 2 ∈ admΓ(l_{0n}, l_{1n}, D_n)

dlØ n ≥ m, to v silu neravenstva Klarksona (sm. [11]) ∫∫ Dn | | ρ_{0n}(z) + ρ_{0m}(z) 2 | |^2 dxdy+

+ ∫∫ Dn | | ρ_{0n}(z) − ρ_{0m}(z) 2 | |^2 dxdy ≤

≤ 1 2 ( ∫∫ Dn ρ^2_{0n} dxdy + ∫∫ Dm ρ^2_{0m} dxdy ) .

44 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK �to vleqœt fundamental~nost~ {ρ_{0n}} i, znaqit, eœ shodimost~ v srednem k funkcii ρ_0 takoæ, qto ∫∫ D ρ^2_0 dxdy = m_2(l_0, l_1, D). S

drugoæ storony,

ρ_{0n} = |f^′_n| |f_n| · ln R_n → |f^′_0| |f_0| · ln R v D. Pofftomu ρ_0 =^{|f 00|}_{|f0|·ln R} – obobwœnnaØ ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ(l_0, l_1, D). Vvidu konformnoæ invariantnosti 2-modulØ, v oblasti f_0(D) vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

ρ_0 ( w, f_0(l_0), f_0(l_1), f_0(D) ) = ( |w| log R )_{−1} , m_2 ( C(r), C(R), K(1, R) ) = m_2 ( f_0(l_0), f_0(l_1), f_0(D) ) . Drugimi slovami, f_0(D) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~ G(1, R) s radial~nymi razrezami. Esli f̃_0(z) ∈ F(l_0, l_1, D) takße otobraßaet oblast~ D na normal~nu¸ kol~cevu¸ oblast~ G̃(1, R̃) s radial~nymi razrezami, to, oqevidno, R = R̃ i Re ( ln ( f^′_0(z) f_0(z) )) = ln ( |f^′_0(z)| |f_0(z)| ) = Re ( ln (~ f^′_0(z) f̃_0(z) ))

v silu edinstvennosti obobwœnnoæ ffkstremal~noæ metriki ρ_0 ( z, l_0, l_1, D ) . Ots¸da f̃_0(z) = e^{iα}f_0(z) dlØ nekotorogo α ∈ [0, 2π), qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 3.

Pereædœm teper~ k rassmotreni¸ suwestvovaniØ konformnogo i odnolistnogo otobraßeniØ beskoneqnosvØznoæ oblasti D ⊂ C s otmeqennoæ graniqnoæ komponentoæ l i fiksirovannoæ toqkoæ z_0 ∈ D na normal~nu¸ krugovu¸ oblast~ s radial~nymi razrezami. Pust~ dlØ oblasti D naædœtsØ krug U (z_0, ε) = {z : |z−z_0| < ε}, ε > 0, takoæ, qto U (z_0, ε) ⊂ D i

m_2 ( C(ε), l, D \ U (z_0, ε) ) > 0. (9)

Pust~ {Q_n} – isqerpanie oblasti D iznutri oblastØmi Q_n ∋ z_0, gde Q_n ograniqena koneqnym qislom zamknutyh sprØmlØemyh krivyh ȷordana, Q_n ⊂ Q_{n+1}, ⋃ n≥1 Q_n = D, U (z_0, ε) ⊂ Q_n;

l_n – graniqnaØ komponenta oblasti Q_n, otdelØ¸waØ z_0 ot l; g_n ∈ F(z_0, l_n, Q_n) – kanoniqeskoe otobraßenie oblasti Q_n na

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 45 normal~nu¸ krugovu¸ oblast~ K(R_n) s radial~nymi razrezami, g^′_n(z_0) = 1 (sm. [10]). Poloßim lim_{n→∞} R_n = R_0. Zametim, qto R_0 < +∞.

Deæstvitel~no, posledovatel~nost~ {g_n(z)} kompaktna na U (z_0, ε) (ε · g_n (_{z0+z} ε ) prinadleßit izvestnomu klassu S odnolistnyh funkciæ v ediniqnom kruge) i po obobwennomu priznaku kompaktnosti (sm. [12]), primenœnnomu dlØ {g_n(z)} v oblasti D \ {z_0}, moßno sqitat~, qto g_n(z) → g_0(z) ∈ F(z_0, l, D) ravnomerno vnutri D.

Pust~ M = sup_n |g_n(z)| na C(ε). Togda dlØ dostatoqno bol~xih n

m_2 ( C(ε), l, D ) ≤ m_2 ( C(ε), l_n, D ) ≤ m_2 ( C(M ), C(R_n), g(D_n) ) . (10)

SravnivaØ (9), (10) i uqityvaØ opredelenie 2 dlØ G(R_n) = g_n(D_n), poluqaem ukazannoe uslovie iz ocenki 2π ( ln R_n M )_{−1} ≥ m_2 ( C(ε), l, D ) > 0. Pokaßem teper~, kak iz teorem 1, 2 moßno ustanovit~ klassiqeskiæ rezul~tat XtrebelØ [2], Reæha [3].

Teorema 4. FunkciØ g0(z) otobraßaet oblast~ D na normal~nu¸

krugovu¸ oblast~ s radial~nymi razrezami. Esli g ∈ F(z_0, l, D), g^′(z_0) = 1 i g(D) – normal~naØ krugovaØ oblast~ s radial~nymi razrezami, to g(z) = g_0(z) v D.

Dokazatel~stvo. Po postroeni¸, g0(D) ⊂ K(R0). Vybor r pod-

qinim uslovi¸ U (0, r) ⊂ g_0(D), g_n(D_n), n ≥ 1.

Pokaßem, soglasno opredeleni¸ 2, qto K(r, R) ∩ g_0(D) = G(r, R_0) – normal~naØ krugovaØ oblast~ s radial~nymi razrezami. Poloßim g^{−1}_0 ( U (0, r) ) = U , g^{−1}_n ( U (0, r) ) = U_n, Ω = D \ U , Ω_n = D_n \ U , Ω̃_n = D_n \ U_n, g^{−1}_0 ( C(r) ) = l_0, g^{−1}_n ( C(r) ) = l̃_{0n};

m_n = inf |w|, M_n = sup |w| na g_n(l̃_{0n}). ˚sno, qto m_n = r + o(1), M_n = r + o(1). Pofftomu v silu nepreryvnosti modulØ kondensatora [4] m_2(l_0, l_n, Ω_n) =m_2(l_0, l, Ω) + o(1),

m_2(l̃_{0n}, l_n, Ω̃_n) =m_2(l_0, l, Ω) + o(1).

(11)

Pust~

ρ_n(z) = |f^′_n(z)| |f_n(z)| ( ln R_n M_n )_{−1} , z ∈ Ω_n, 0, z /∈ Ω_n.

46 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK Togda ρ_n ∈ admΓ(l_0, l, Ω) i ∫∫ Ω ρ^2_n dxdy = m_2 ( C(r), C(R_n), g_n(Q̃_n) ) + o(1). (12)

PovtorØØ rassußdeniØ iz dokazatel~stva teoremy 1 s uqœtom (11), (12), ustanovim, qto

ρ_n(z) → ρ_0(z) = ρ_0(z, l_0, l, Ω) = |g^′_0(z)| |g_0(z)| ( ln R_0 r )_{−1} v srednem po oblasti Ω i ∫∫ Ω ρ^2_0 dxdy = m_2(l_0, l, Ω) = 2π ( ln R_0 r )_{−1} . V silu konformnoæ invariantnosti 2-modulØ g_0(Ω) = G(r, R_0) – trebuemaØ oblast~, a funkciØ g_0(z) : D → C osuwestvlØet zadannoe otobraßenie.

Pust~ teper~ dlØ g(z) ∈ F(z_0, l, D), g^′(z_0) = 1, g(D) = G(R̃_0) – normal~naØ krugovaØ oblast~ s radial~nymi razrezami. Poloßim m(r) = inf |w|, M (r) = sup |w| na g(l_0). V silu normirovki g_0(z), g(z) dlØ malyh r krivaØ g(l_0) vypukla (sm. [12, str. 167]) i spravedlivy ravenstva

m(r) = r + o(r), M (r) = r + o(r). (13)

Ispol~zuØ izloßennoe vyxe, ots¸da zamenoæ g_n(z) na g(z) srazu poluqaem

m_2(l_0, l, Ω) = 2π ( ln R_0 r )_{−1} = 2π ln

R̃_0 r ( 1 + o(1) ) , qto vleqœt R_0 = R̃_0. Pokaßem ravenstvo g = g_0 v D. Vvedœm oboznaqenie g(Ω) = B, B(r) – dvusvØznaØ oblast~, ograniqennaØ g(l_0) i okrußnost~¸ C(R), φ(w) = g_0 ( g^{−1}(w) ) : g(D) → g_0(D), Γ(r) = {l(ψ) ∩ B(r) : 0 ≤ ψ ≤ 2π}. Po postroeni¸, u_0(w) = ln |φ(w)| − ln r ln R_0 − ln r

– ffkstremal~naØ funkciØ dlØ C_2 ( g(l_0), C(R_0), B ) , |gradu_0(w)| =^{|φ0(w)|}_{|φ(w)|} ( ln^{R0}_r )_{−1} v B.

Soglasno teoreme 2, funkciØ φ(w) absol¸tno nepreryvna na 2-poqti vseh γ iz Γ(r). Bolee togo, rassußdeniØ iz dokazatel~- stva teoremy 2 (zamenoæ Γ(r, R) na Γ(r)) pokazyva¸t, qto dlØ

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 47 2-poqti vseh krivyh γ krivaØ φ(γ) soedinØet toqku a_γ ∈ C(r) s toqkoæ b_γ ∈ C(R_0). Sledovatel~no, dlØ takih krivyh γ ∫ γ ∂u_0 ∂u du + ∂u_0 ∂v dv = 1 (w = u + iv)

i, tem bolee, ∫ γ |gradu_0| |dw| ≥ 1 ili ∫ γ | |^{φ0(w)}_{φ(w)} | | |dw| ≥ ln R0 − ln r. Esli teper~ funkciØ φ(w) ne otobraßaet radiusy, ishodØwie iz w = 0, v samih sebØ, to ∫

γ∩K (_{M(r),R0}) | | φ^′(w) φ(w) | | |dw| ≥ ln R0 − ln r + k + o(1),

gde ψ v opredelenii γ = l(ψ) ∩ B(r) berœtsØ iz mnoßestva e ⊂ [0, 2π), L_1(e) > 0, postoØnnaØ k > 0 i ne zavisit ot vybora ψ ∈ e, r → 0. PrimenØØ izvestnu¸ lemmu ob izbytke “plowadi nad modulem” (sm. [10, str. 37]), ustanavlivaem protivoreqie 2π ( ln R_0 r )_{−1} ≥ ∫∫ B∩K(M(r),R0) ( |φ(w)| |φ^′(w)| ln R r )_{−2} dudv ≥

≥ 2π ( ln R_0 r )_{−1}( 1 + k + o(1) ) . Sledovatel~no, funkciØ φ(w) dolßna otobraßat~ radiusy v sebØ (hotØ by v maloæ okrestnosti toqki w = 0). S uqœtom normirovki i izvestnyh usloviæ Koxi–Rimana v polØrnyh koordinatah ffto realizuet ravenstvo φ(w) = w. Ots¸da g_0(z) = g(z) v D, qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 4.

§4. �kstremal~nye zadaqi dlØ f ∈ F(l0, l1, D), F(z0, l, D) Pust~ w = f(z) regulØrna i odnolistna v D, l – nekotoraØ graniqnaØ komponenta oblasti D. DlØ f suwestvuet veliqina m(f, l) = ess inf_{w∈f(l)}|w|, ponimaemaØ kak naibol~xee sredi qisel m, oblada¸wih tem svoæstvom, qto mnoßestvo vseh w ∈ f(l), dlØ kotoryh |w| <

48 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK

m, ØvlØetsØ 2-iskl¸qitel~nym mnoßestvom otnositel~no f(D). Analogiqno opredelim M (f, l) = ess sup_{w∈f(l)} |w|.

Dalee obobwa¸tsØ na sluqaæ beskoneqnosvØznyh oblasteæ s estestvennymi ograniqeniØmi rezul~taty (sm. [1–3, 10]), opisyva¸wie ffkstremal~nye svoæstva kanoniqeskih otobraßeniæ na krugovye, kol~cevye oblasti s radial~nymi razrezami.

Teorema 5. Esli f ∈ F(l0, l1, D), m2(l0, l1, D) = 2π(ln R)^{−1} i

M (f, l_0) = 1, to m(f, l_1) ≤ R. Ravenstvo dostigaetsØ tol~ko dlØ f(z) = e^{iα}f_0(z), gde α ∈ [0, 2π] i f_0(z) iz teoremy 3.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto m = m(f, l1) > R. Ots¸da

m_2(l_0, l_1, D) = m_2 ( f(l_0), f(l_1), f(D) ) ≤ ≤ m_2 ( C(1), C(m), K(1, m) ) < m_2 ( C(1), R, K(1, R) ) . (14)

Sootnoxenie (14) protivoreqivo, znaqit, m ≤ R. Ravenstvo v (14) dostigaetsØ, esli f(D) ⊂ K(1, R), L_2 ( K(1, R) \ f(D) ) = 0 i ρ_0(w) = ( |w| ln R )_{−1} – obobwœnnaØ ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ ( f(l_0), f(l_1), f(D) ) . Drugimi slovami, f(D) = G(1, R) – normal~- naØ kol~cevaØ oblast~ s radial~nymi razrezami. Po teoreme 3 f(z) = e^{iα}f_0(z), α ∈ [0, 2π], qto zaverxaet dokazatel~stvo teore- my. Teorema 6. Esli f ∈ F(z0, l, D), f^′(z0) = 1, m2^(C(ε), l, D^) > 0 dlØ

U (z_0, ε) ⊂ D, to m(f, l) ≤ R_0. Ravenstvo zdes~ dostigaetsØ tol~ko dlØ f(z) = g_0(z), gde R_0, g_0(z) iz teoremy 4.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto m = m(f, l) > R0. Pust~ f^{−1} ( C(r) ) = l_0 i m(r) = min|w|, M (r) = max|w| na g_0(l_0) dlØ malyh r. Iz rassußdeniæ v dokazatel~stve teoremy 4 i obwih svoæstv modulØ m_2(Γ) sleduet

m_2(l_0, l_1, D) ≤ m_2 ( C(r), C(m), K(r, m) ) < < m_2 ( C(r), C(R_0), K(r, R_0) ) = = m_2 ( g_0(l_0), C(R_0), g_0(D) )( 1 + o(1) ) . (15)

O KANONIQESKIH OTOBRAȷENI˚H 49

Poskol~ku (15) protivoreqivo, to m ≤ R_0. Pust~ teper~ m = R_0. Vvidu (15) ffto vozmoßno tol~ko pri vypolnenii usloviæ

f(D) ⊂ K(R_0), L_2 ( K(R_0) \ f(D) ) = 0 ρ_0 = ( |w| · ln R_0 r )_{−1} ∈ adm ( Γ ( C(r), C(R_0), f(D) ) \ Γ_0 ) , gde m_2(Γ_0) = 0.

Predpoloßim, qto f(D) ∩ K(r, R_0) ne ØvlØetsØ normal~noæ oblast~¸ dlØ vseh dostatoqno malyh r. Voz~mœm maloe r^′: 0 < r < r^′. Togda iz teh ße soobraßeniæ i iz-za normal~nosti g_0(D) imeem

m^{−1}_2 ( C(r), C(r^′), f(D)) ) + m^{−1}_2 ( C(r^′), C(R_0), f(D)) ) ≤ ≤ m^{−1}_2 ( C(r), C(R_0), f(D)) ) = ( m_2 ( C(r), C(R_0), g_0(D) ) (1+o(1)) )_{−1} = = m^{−1}_2 ( C(r), C(r^′), g_0(D)) ) +m^{−1}_2 ( C(r^′), C(R_0), g_0(D)) ) (1+o(1)). (16)

FiksiruØ r^′ i ustremlØØ r k nul¸, iz (16) snova poluqim protivoreqie.

Takim obrazom, f(D) – normal~naØ krugovaØ oblast~ s radial~nymi razrezami. Po teoreme 4 ffto osuwestvlØetsØ tol~ko dlØ f(z) = g_0(z) v D, qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 6.

Literatura

1. E. Reich, S. E. Warschawski, On canonicl conformal maps of region of arbitrary

connectivity, Pacif. J. Math. 10, No. 3 (1960), 965–989.

2. K. Strebel, Die extremale Distanz zweier Enden einer Riemannschen Fläche, Ann.

Acad. Sci. Fenn. Ser. A. I, 179 (1955), 1–22.

3. E. Reich, On radial slit mappings, Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser A. I. 296 (1961), 1–12.

4. I. N. Dœmxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk, Kriterii nul~-mnoßestv

dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv, Zap. nauq. semin. POMI 276

(2001), 52–82.

5. B. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 126, No. 3 (1957), 171–219.

6. A. V. Syqœv, Moduli i prostranstvennye kvazikonformnye otobraßeniØ, Novosibirsk, 1983.

7. W. P. Ziemer, Extremal length and conformal capacity, Trans. Amer. Math. Soc.

126, No. 3 (1967), 460–473.

8. V. N. Gol~dxteæn, ı. G. RexetnØk, Vvedenie v teori¸ funkciæ s obob-

wœnnymi proizvodnymi i kvazikonformnye otobraßeniØ, M., 1983.

50 A. S. GUL˚EV, V. A. XLYK

9. I. P. Mit¸k, Obobwœnnyæ privedœnnyæ modul~ i nekotorye ego primeneniØ, Izv. vysx. uqebn. zavedeniæ. Matematika, No. 2 (1964), 110–119.

10. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

11. S. N. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy

vloßeniØ, M., 1977.

12. G.M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M., 1966.

Postupilo 10 i¸lØ 2006 g. Dal~nevostoqnyæ gosudarstvennyæ universitet, Vladivostok

E-mail: yurakl@imcs.dvgu.ru