Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVE ZNAQENI` SISTEMY

{f(z_1), . . . , f(z_n)} V KLASSE TIPIQNO

VEWESTVENNYH FUNKCI`. III PosvØwaetsØ 100-leti¸ so dnØ roßdeniØ moego otca

Vvedenie

K qislu izvestnyh klassov funkciæ, rassmatrivaemyh v geometriqeskoæ teorii funkciæ, otnositsØ klass T funkciæ, regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge U = {z : |z| < 1}, t.e. udovletvorØ¸wih v U uslovi¸

Im f(z) · Im z > 0 pri Im z ≠ 0.

Pust~ S – klass funkciæ vida

f(z) = z + c_2z^2 + . . . , (1)

regulØrnyh i odnolistnyh v kruge U . Klass T soderßit podklass S_R funkciæ iz S s vewestvennymi kofffficientami c_2, c_3, . . .: klass T predstavlØet soboæ zamknutu¸ vypuklu¸ oboloqku klassa S_R.

Klass T obladaet bolee prostymi ffkstremal~nymi svoæstvami po sravneni¸ s klassom S_R. Odnoæ iz priqin fftogo fakta ØvlØetsØ integral~noe predstavlenie klassa T , poluqennoe M. Robertsonom [1] i G. M. Goluzinym [2]: f(z) ∈ T ⇔ f(z) = 1∫ −1 s(z, t)dα(t), α(t) ∈ M_1, (2) gde s(z, t) = z(1 − 2tz + z^2)^{−1}, M_1 – klass funkciæ α(t), neubyva¸- wih na otrezke [−1, 1], takih, qto

∫_1 −1 dα(t) = 1.

Iz fftogo rezul~tata neposredstvenno sleduet, qto mnoßestvo znaqeniæ f(z_0 ) v klasse T , ranee naædennoe Rogozinskim 23

24 E. G. GOLUZINA

[3], predstavlØet soboæ, v sluqae Im z_0 ≠ 0, krugovoæ segment, ograniqennyæ dugoæ Γ okrußnosti, prohodØweæ qerez toqki 0, K(z_0), −K(−z_0 ), i otrezkom [K(z_0), −K(−z_0 )], gde K(z) =^z_{(1+z)2} – funkciØ Kœbe. Zadaqa o mnoßestve znaqeniæ veliqiny f(z_0 ) v klasse S_R ØvlØetsØ znaqitel~no bolee sloßnoæ. Togda kak max |f(z_0 )| v klasse S_R realizuetsØ toqkami dugi Γ, sredi funkciæ realizu¸wih min |f(z_0)| v klasse S_R, ime¸tsØ funkcii ves~- ma transcendentnoæ prirody. Mnoßestvo znaqeniæ f(z_0 ) v klasse S_R s opisaniem vseh graniqnyh funkciæ fftogo mnoßestva opredeleno v detal~nom issledovanii S. I. Fedorova [4].

S pomow~¸ integral~nogo predstavleniØ klassa T udaetsØ poluqit~ rezul~taty obwego haraktera v zadaqe o mnoßestve znaqeniæ na klasse T sistemy vida {f(z_j )}, gde z_j , j = 1, 2, . . ., M , – razliqnye toqki kruga U .

Pust~ {z_j }^{m+n}_{j=1} – zadannye razliqnye toqki kruga U , udovletvorØ¸wie uslovi¸:

Im z_j ≠ 0 pri j = 1, 2, . . ., m, Im z_j = 0 pri j = m + 1, m + 2, . . ., m + n, m + n > 1, n > 0, m > 0.

DannaØ rabota zaverxaet seri¸ stateæ avtora v “Zap. nauqn. semin. POMI,” posvØwennyh opredeleni¸ v klasse T mnoßestva znaqeniæ sistemy vida

I_{m,n}(f) = {f(z_j )}^{m+n}_{j=1} . (3)

Predstavlenie (2) pozvolØet svesti zadaqu opredeleniØ mnoßestva znaqeniæ sistemy (3) na klasse T k obobwennoæ probleme momentov i ispol~zovat~ izvestnye kriterii razreximosti problemy momentov. Takoæ sposob byl primenen dlØ klassa T vpervye v rabote avtora [5] pri harakteristike mnoßestva znaqeniæ sistemy

{f(z_1), f^′(z_1 ), . . ., f^{(m1 )}(z_1), . . . , f(z_n), f^′(z_n), . . . , f^{(mn )}(z_n)}. z_j ∈ U , j = 1, 2, . . ., n. Ranee analogiqnaØ zadaqa byla rexena [6] dlØ C-funkciæ Karateodori s ispol~zovaniem integral~nogo predstavleniØ klassa C.

Mnoßestvo znaqeniæ sistemy I_{m,n}(f) naædeno avtorom v [7] pri m > 1, n = 0, v [8] pri m > 1, n = 1. Qastnye sluqai fftoæ zadaqi rassmotreny v [9] (m = n = 1), v [10] (m = 2, n = 0), v

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 25

[11] (m + n = 3). V kaqestve priloßeniæ v rabotah [7, 8, 10, 11] naædeno mnoßestvo znaqeniæ f(z_1 ) v podklasse funkciæ iz T s fiksirovannymi znaqeniØmi {f(z_j )}^{m+n}_{j=2} .

V nastoØweæ rabote poluqeno logiqeskoe zaverxenie ukazannyh rezul~tatov: issledovan sluqaæ n > 1, m > 1. Dana algebraiqeskaØ harakteristika mnoßestva znaqeniæ sistemy (3) v vide trebovaniØ neotricatel~nosti nekotoryh ffrmitovyh form i naædeny vse graniqnye funkcii. V sluqae Im z_j = 0, j = 2, 3, 4, naædeno mnoßestvo znaqeniæ f(z_1 ) pri fiksirovannyh znaqeniØh f(z_j ), j = 2, 3, 4.

1. OboznaqeniØ i formulirovki rezul~tatov

1. Pust~ {zj }^m_{j=1} i {rj}^n_{j=1} – zadannye razliqnye toqki kruga U ,

Im z_j ≠ 0, j = 1, 2, . . ., m, 0 < r_j < 1, j = 1, 2, . . ., n, i n > 1.

Oboznaqim qerez D_{m,n}(T ) mnoßestvo znaqeniæ sistemy I(f) = {f(z_1 ), f(z_2), . . . , f(z_m), f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n)} na klasse T .

Pust~

ζ_j = z_j + 1 z_j , w_j = x_j + iy_j = f(z_j ), x_j, y_j ∈ R, j = 1, 2, . . ., m; ρ_j = r_j + 1 r_j , x^′_j = x_{m+j} = f(r_j ), j = 1, 2, . . ., n. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. V sluqae n = 2N poloßim

g_j = n∏ j^0=1 j^0≠j (ρ_j0 − ρ_j )^{−1}, h_j = ( 1 − ρ^2_j 4 ) g_j, j = 1, 2, . . ., n;

c_j = n∏ j^0=1

(ρ_j0 − ζ_j)^{−1}, d_j = ( 1 − ζ^2_j 4 ) c_j , j = 1, 2, . . ., m;

a_{kl} = n∑ j=1 g_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j pri k, l = 0, 1, . . ., N, k + l ≠ 2N ;

a_{NN} = n∑ j=1 g_j ( ρ_j 2 )_{2N} x^′_j + ( 1 2 )_{2N} ;

26 E. G. GOLUZINA a_{kl} = n∑ j=1 g_j ( ρ_j 2 )_k x^′_j ζ_{l−N} − ρ_j + c_{l−N} ( ζ_{l−N} 2 )_k w_{l−N} pri k = 0, 1, . . ., N i l = N + 1, N + 2, . . ., N + m;

a_{kl} = n∑ j=1 g_j x^′_j (ζ_{k−N} − ρ_j )(ζ_{l−N} − ρ_j ) + c_{l−N} w_{l−N} − c_{k−N} w_{k−N} ζ_{k−N} − ζ_{l−N} pri k, l = N + 1, N + 2, . . . , N + m i k 6 l; a_{lk} = a_{kl}; b_{kl} = n∑ j=1 h_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j pri k, l = 0, 1, . . ., N − 1, k + l ≠ 2N − 2;

b_{(N−1)(N−1)} = n∑ j=1 h_j ( ρ_j 2 )_{2N−2} x^′_j − ( 1 2 )_{2N} ;

b_{kl} = n∑ j=1 h_j ( ρ_j 2 )_k x^′_j ζ_{l−N +1} − ρ_j + d_{l−N +1} ( ζ_{l−N +1} 2 )_k w_{l−N +1} pri k = 0, 1, . . ., N − 1 i l = N, N + 1, . . ., N + m − 1;

b_{kl} = n∑ j=1 h_j x^′_j (ζ_{k−N +1} − ρ_j )(ζ_{l−N +1} − ρ_j ) + d_{l−N +1} w_{l−N +1} − d_{k−N +1}w_{k−N +1} ζ_{k−N +1} − ζ_{l−N +1} pri k, l = N, N + 1, . . ., N + m − 1, k 6 l; b_{lk} = b_{kl}. V sluqae n = 2N + 1 poloßim ε = ±1,

h^{(ε)}_j = ( 1 + ερ_j 2 )_n∏ j^0=1 j^0≠j (ρ_j0 − ρ_j )^{−1}, j = 1, 2, . . ., n,

d^{(ε)}_j = ( 1 + εζ_j 2 )_n∏ j^0=1

(ρ_j0 − ζ_j )^{−1}, j = 1, 2, . . ., m;

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 27

a^{(ε)}_{kl} = n∑ j=1 h^{(ε)}_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j pri k, l = 0, 1, . . ., N, k + l ≠ 2N ;

a^{(ε)}_{NN} = n∑ j=1 h^{(ε)}_j ( p_j 2 )_{2N} x^′_j − ε 2^{n−1} ,

a^{(ε)}_{kl} = n∑ j=1 h^{(ε)}_j ( ρ_j 2 )_k x^′_j ζ_{l−N} − ρ_j + d^{(ε)}_{l−N} ( ζ_{l−N} 2 )_k w_{l−N} pri k = 0, 1, . . ., N i l = N + 1, N + 2, . . ., N + m;

a^{(ε)}_{kl} = n∑ j=1 h^{(ε)}_j x^′_j (ζ_{k−N} − ρ_j)(ζ_{l−N} − ρ_j ) + d^{(ε)}_{l−N} w_{l−N} − d^{(ε)}_{k−N} w_{k−N} ζ_{k−N} − ζ_{l−N} pri k, l = N + 1, N + 2, . . . , N + m i k 6 l;

a^{(ε)}_{lk} = a^{(ε)}_{kl} .

Pri vvedennyh vyxe oboznaqeniØh imeet mesto

Teorema 1. 1. Mnoßestvo Dm,n(T ) (m > 1, n > 1) znaqeniæ si-

stemy I_{m,n}(f) na klasse T est~ mnoßestvo vseh toqek X = X(x_1 , y_1, x_2, y_2, . . . , x_m, y_m, x_{m+1}, x_{m+2}, . . ., x_{m+n}) ∈ R^{2m+n}, v kotoryh neotricatel~ny vse glavnye minory matric A i B, gde A = (a_{kl})^{m+N}_0 , B = (b_{kl})^{m+N−1}_0 , esli n = 2N,

A = (a^{(1)}_{kl} )^{m+N}_0 , B = (a^{(−1)}_{kl} )^{m+N}_0 , esli n = 2N + 1. 2. DlØ togo, qtoby nekotoraØ toqka X = X(x_1, y_1, . . . , x_m, y_m, x_{m+1}, . . . , x_{m+n}) ∈ R^{2m+n} byla vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D_{m,n}(T ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ neravenstva

det(a_{kl})^s_0 > 0, det(b_{kl})^{s0}_0 > 0, s = 0, 1, . . ., m + N, s^′ = 0, 1, . . ., m + N − 1, esli n = 2N,

28 E. G. GOLUZINA i det(a^{(ε)}_{kl} )^s_0 > 0, s = 0, 1, . . ., m + N, ε = ±1, esli n = 2N + 1.

3. Kaßdoæ toqke X ∈ ∂D_{m,n}(T ) sootvetstvuet tol~ko odna funkciØ klassa T i ona imeet vid

f_X (z) = m+N +1 ∑ k=1 λ_kz 1 − 2t_kz + z^2 ,

gde λ_k > 0,^{m+N +1} ∑ k=1 λ_k = 1, t_j ≠ t_k pri j ≠ k, i pri n = 2N libo −1 < t_k < 1, k = 1, 2, . . ., m + N + 1, libo t_1 = 1, t_2 = −1, −1 < t_k < 1, k = 3, 4, . . ., m + N + 1, a pri n = 2N + 1 t_1 = 1 libo −1, −1 < t_k < 1, k = 2, 3, . . ., m + N + 1.

2. Predstavim matricy A i B v vide bloqnyh matric:

A = (a_{kl})^{m+N}_0 = ( A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ) }N + 1 }m , N_{+1} _m

B = (b_{kl})^{m+N−1} 0 = ( B_{11} B_{12} B_{21} B_{22} ) }N }m , N _m

A ≡ A^{(1)} = (a^{(1)}_{kl} )^{m+N}_0 = ( A^{(1)}_{11} A^{(1)}_{12} A^{(1)}_{21} A^{(1)}_{22} ) }N + 1 }m , N_{+1} _m

B ≡ A^{(−1)} = (a^{(−1)}_{kl} )^{m+N}_0 = ( A^{(−1)}_{11} A^{(−1)}_{12} A^{(−1)}_{21} A^{(−1)}_{22} ) }N + 1 }m , N_{+1} _m Togda v sluqae m = 1 imeem

A_{11} = ( a_{kl} )_N 0 = (_n∑ j=1 g_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j + g_0 ) k,l=0,1,...,N ,

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 29

gde g_0 = 0 pri k + l ≠ 2N i g_0 = (^1_4 )^N pri k + l = 2N , A_{12} = (a_{kl})_{k=0,1,...,N} l=N +1 = (_n∑ j=1 g_j ( ρ_j 2 )_k x^′_j ζ_1 − ρ_j

+ c_1 ( ζ_1 2 )_k w_1 )_N k=0 , A_{21} = (a_{kl})_{k=N +1} l=0,1,...,N ,

A_{22} = n∑ j=1 g_j x^′_j |ζ_1 − ρ_j |^2 − Im(c_1w_1) Im ζ_1 ;

B_{11} = (b_{kl})^{N−1}_0 = (_n∑ j=1 h_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j + h_0 )_{N−1} k,l=0 , gde h_0 = 0 pri k + l ≠ 2N − 2 i h_0 = −(^1_4 )^N pri k + l = 2N − 2, B_{12} = (b_{kl})_{k=0,1,...,N−1} l=N = (_n∑ j=1 h_j ( ρ_j 2 )_k x^′_j ζ_1 − ρ_j

+ d_1 ( ζ_1 2 )_k w_1 )_{N−1} k=0 , B_{21} = (b_{kl})_{k=N} l=0,1,...,N−1 ,

B_{22} = n∑ j=1 h_j x^′_j |ζ_1 − ρ_j |^2 − Im(d_1w_1) Im ζ_1 ;

A^{(ε)}_{11} = (a^{(ε)}_{kl} )^N_0 = (_n∑ j=1 h^{(ε)}_j ( ρ_j 2 )_{k+l} x^′_j + h^{(ε)}_0 )_N k,l=0 , gde h^{(ε)}_0 = 0 pri k + l ≠ 2N i h^{(ε)}_0 = −^ε_{4N} pri k + l = 2N ,

A^{(ε)}_{12} = (a^{(ε)}_{kl} )_{k=0,1,...,N} l=N +1 = (_n∑ j=1 h^{(ε)}_j x^′_j ζ_1 − ρ_j ( ρ_j 2 )_k + d^{(ε)}_1 ( ζ_1 2 )_k w_1 )_N k=0 A^{(ε)}_{21} = (a^{(ε)}_{kl} )_{k=N +1} l=0,1,...,N ,

A^{(ε)}_{22} = n∑ j=1 h^{(ε)}_j x^′_j |ζ_1 − ρ_j |^2 − Im(d^{(ε)}_1 w_1) Im ζ_1 , ε = ±1.

30 E. G. GOLUZINA

V sluqae m = 1, n = 3 (N = 1) imeem

A^{(ε)} ≡ A^{(ε)}(w_1, x_2, x_3, x_4)

= a^{(ε)}_{00} a^{(ε)}_{01}^3 ∑ j=1 h^{(ε)}_j^{x0j}_{ζ1−ρj} + d^{(ε)}_1 w_1

a^{(ε)}_{01} a^{(ε)}_{11}^3 ∑ j=1 h^{(ε)}_j^{ρj}_2^{x0j}_{ζ1 −ρj} + d^{(ε)}_1^{ζ1}_2 w_1

a^{(ε)}_{02} a^{(ε)}_{12}^3 ∑ j=1 h^{(ε)}_j^{x0j}_{|ζ1−ρj |2} −^{Im(d(ε)1 w1)}_{Im ζ1}

V silu teoremy 1,

Int D_{1,3}(T ) = {(x_1, y_1, x_2, x_3, x_4) ∈ R^5 : det(a^{(ε)}_{kl} )^s_0 > 0, s = 0, 1, 2, ε = ±1}.

Fiksiruem x_2, x_3, x_4 takim obrazom, qtoby vypolnØlis~ neravenstva det(a^{(ε)}_{kl} )^s_0 > 0, s = 0, 1, ε = ±1. (4) A imenno, poloßim x_j = a_j, j = 2, 3, 4, gde a_j – fiksirovannye qisla i 0 < a_j < 1.

Pust~ ~T – klass funkciæ f(z) ∈ T , udovletvorØ¸wih uslovi¸ (4) pri x_j = a_j (j = 2, 3, 4).

Sledstvie 1. V sluqae Im z1 ≠ 0 mnoßestvo znaqeniæ f(z1 ) na

klasse ~T est~ pereseqenie dvuh krugov: |w − O_ε| 6 R_ε, ε = ±1, gde

O_ε = i 2d^{(ε)}_1 Im ζ_1 {[_3∑ j=1 h^{(ε)}_j (ρ_j −ζ_1)a_{j+1}

]_2[_3∑ j=1 h^{(ε)}_j |ρ_j −ζ_1|^2a_{j+1} − ε 2 ]_{−1}

− 3∑ j=1 h^{(ε)}_j ζ̄_1 − ρ_j ζ_1 − ρ_j a_{j+1} } ,

R_ε = 1 2|d^{(ε)}_1 Im ζ_1| {(_3∑ j=1 h^{(ε)}_j a_{j+1} ) − | | | | 3∑ j=1 h^{(ε)}_j (ρ_j − ζ_1)a_{j+1} | | | | 2

× [_3∑ j=1 h^{(ε)}_j |ρ_j − ζ_1|^2a_{j+1} − ε 2 ]_{−1}}

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 31 pri h^{(ε)}_j = 2 + ερ_j 2 3∏ j^0=1 j^0=j

(ρ_j0 − ρ_j )^{−1}, j = 1, 2, 3,

d^{(ε)}_1 =

2 + εζ_1 2 3∏ j^0=1

(ρ_j0 − ζ_1)^{−1}.

2. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teoremy 1. Iz (2) poluqaem dlØ sistemy

I_{m,n}(f) integral~noe predstavlenie

f(z_j ) = 1∫ −1 dα(t) ζ_j − 2t , ζ_j = z_j + 1 z_j , j = 1, 2, . . ., m,

f(r_j ) = 1∫ −1 dα(t) ρ_j − 2t , ρ_j = r_j + 1 r_j , j = 1, 2, . . ., n, α(t) ∈ M_1. (5) Obrazuem funkci¸ φ(t) ≡ Re [ δ_0 + m∑ j=1 δ_j ζ_j − 2t + n∑ j=1 δ_{j+m} ρ_j − 2t ]

> 0, −1 6 t 6 1, (6)

gde δ_0 ≠ 0, δ_j (j = 1, 2, . . ., m + n) – nekotorye kompleksnye qisla.

Po teoreme 1.3 [12, s. 86–87], dlØ togo qtoby imelo mesto predstavlenie (5), neobhodimo i dostatoqno, qtoby iz spravedlivosti dlØ vseh t ∈ [−1, 1] neravenstva φ(t) > 0 vytekalo neravenstvo H ≡ Re [ δ_0 + m∑ j=1 δ_j w_j + n∑ j=1 δ_{j+m}x_{j+m} ]

> 0 (7)

Zapixem funkci¸ φ(t) v vide φ(t) = A_{2m+n}(t) m∏ j=1 |ζ_j − 2t|^2 n∏ j=1 (ρ_j − 2t)

, (8)

32 E. G. GOLUZINA

gde A_{2m+n}(t) – neotricatel~nyæ na otrezke [−1, 1] algebraiqeskiæ mnogoqlen ot t stepeni 6 2m + n. Po teoreme Markova– Lukaqa (sm. [12, s. 89]), imeem A2m+n(t) = (1 − t2)

(_{m+N}�_1 ∑ k=0 βktk )_2 + (_{m+N} ∑ k=0 γk tk )_2

pri n = 2N,

(1 − t) (_{m+N} ∑ k=0 βktk )_2

+ (1 + t) (_{m+N} ∑ k=0 γktk )_2

pri n = 2N + 1, (9)

Podstavim (9) v (8) i zapixem φ(t) sledu¸wim obrazom: φ(t) = [| |^N ∑ k=0 ξktk + m∑ k=1 ξN+k ζk − 2t | |^2 + (1 − t^2) | |^N �1_∑ k=0 ηktk

+ m∑ k=1 ηN+k�1 ζk − 2t | |^2 ] 1 n∏ j=1 (ρj − 2t) , esli n = 2N,

φ(t) = [ (1 − t) | |^N ∑ k=0 ξktk + m∑ k=1 ξN+k ζk − 2t | |^2

+(1 + t) | |^N ∑ k=0 ηktk + m∑ k=1 ηN+k ζk − 2t | |^2 ] 1 n∏ j=1 (ρj − 2t) , esli n = 2N + 1,

(10)

gde {ξ_k} i {η_k} – nekotorye kompleksnye qisla, zavisØwie ot

{β_k} i {γ_k}, sootvetstvenno.

Ispol~zuØ predstavlenie (10) dlØ funkcii φ(t) poluqaem, qto dlØ spravedlivosti predstavleniØ (5), neobhodimo i dostatoqno qtoby byli neotricatel~ny ffrmitovy formy H_1 i H_2, gde

H_1 = N +m∑

k,l=0 a_{kl}ξ̄_kξ_l, H_2 = N +m−1 ∑ k,l=0 b_{kl}η_kη_l, esli n = 2N,

H_1 = N +m∑

k,l=0 a^{(1)}_{kl} ξ̄_kξ_l, H_2 = N +m∑

k,l=0 a^{(−1)}_{kl} η_kη_l, esli n = 2N + 1,

qto ravnosil~no neotricatel~nosti vseh glavnyh minorov matric A i B.

Utverßdenie 1 teoremy 1 dokazano.

Dokazatel~stvo utverßdeniæ 2 i 3 teoremy 1 analogiqno dokazatel~stvu sootvetstvu¸wih utverßdeniæ teoremy 1 v [7]. �

O MNOȷESTVE ZNAQENI` 33

Dokazatel~stvo sledstviØ 1. Pust~ Im z1 ≠ 0. Oboznaqim

~D_{1,3}(f) = {f(z_1 ) : f ∈ ~T }, Δ^{(ε)}(w_1) = det A^{(ε)}(w_1, a_2, a_3, a_4).

Imeem

Int ~D_{1,3}(f) = {w_1 ∈ C : Δ^{(ε)}(w_1) > 0, ε = ±1}.

Preobrazuem matricu A^{(ε)}, poluqim

A^{(ε)}(w_1, a_2, a_3, a_4) = 1 4|ζ_1 − ζ_1|^2 × 3∑ j=1 h(ε)j aj+1 3∑ j=1 h(ε)j (ρj − ζ1)aj+1 W 3∑ j=1 h(ε)j (ρj − ζ1)aj+1 3∑ j=1 h(ε)j |ρj − ζ1|2aj+1 − ε2 3∑ j=1 h(ε)j (ρj − ζ1)aj+1 W 3∑ j=1 h(ε)j (ρj − ζ1)aj+1 3∑ j=1 h(ε)j aj+1 ,

gde W = d^{(ε)}_1 (ζ_1 − ζ_1)w_1 + 3∑ j=1 h^{(ε)}_j ζ_1 − ρ_j ζ_1 − ρ_j a_{j+1}. Ispol~zuØ neravenstva (4), poluqim, qto neravenstva Δ^{(ε)}(w_1) > 0, ε = ±1, ravnosil~ny neravenstvam |w_1 − O_ε| < R_ε. Sledstvie 1 dokazano.

Literatura

1. M. S. Robertson, On the coefficients of typically-real function, Bull. Amer. Math.

Soc. 41, No. 8 (1935), 565–572.

2. G. M. Goluzin, O tipiqno vewestvennyh funkciØh, Mat. sb. 27(69), No. 2 (1950), 201–218.

3. W. Rogosinski, Über positive harmonische Eutwicklungen und typisch-reelle Potenzreihen, Math. Z. 35, No. 1 (1932), 93–121.

4. S. I. Fedorov, Moduli nekotoryh semeæstv krivyh i mnoßestvo znaqeniæ f (ζ_0) v klasse odnolistnyh funkciæ s vewestvennymi kofffficientami, Zap. nauqn. semin. LOMI 139 (1984), 156–167.

5. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ nekotoryh sistem fukncionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU, ser. mat., meh. i astron. 1965, vyp. 2 (No. 7), 45–63.

6. V. A. Andreeva, N. A. Lebedev, A. V. Stovbun, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ, Vestn. LGU, ser. mat., meh. i astronom. 1961, vyp. 2 (No. 7), 8–22.

34 E. G. GOLUZINA

7. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy {f (z_1), . . . , f (zn)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 41–51.

8. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy {f (z_1), . . . , f (zn)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ. II, Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 24–33.

9. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

10. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistem {f (z_1), f 0(z_1)} i {f (z_1),

f (z2)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI

254 (1998), 65–75.

11. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy {f (z_1), f (z_2), f (z_3)} v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 5–17.

12. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi. M., 1973.

Postupilo 12 maØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: goluzina@pdmi.ras.ru