Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 337, 2006 g.

E. P. Golubeva

O MOMENTAH �LEMENTOV NEPRERYVNYH DROBE` DL˚ NEKOTORYH RACIONAL^NYH QISEL

Pust~ p – prostoe qislo, 1 6 a 6 p − 1 i a p = [ 0, q_{1,a}, . . . , q_{n(a),a} ] (1) – razloßenie a/p v koneqnu¸ nepreryvnu¸ drob~.

V rabote [1] bylo pokazano, qto pri bol~xih fiksirovannyh p p−1∑ a=1 n(a)∑

i=1 q_{i,a} = 6 π^2 p log^2 p + O(p log p). (2)

Izvestny drugie varianty rezul~tata (2); v [2] imeetsØ sootvetstvu¸waØ bibliografiØ.

Pust~ 0 < α < 1 i S(α) = p−1∑ a=1 n(a)∑

i=1 q^α_{i,a}. V nastoØweæ rabote my ocenivaem veliqinu S(α) (sm. teoremu niße).

Legko videt~, qto pri α > 1 imeet mesto neravenstvo S(α) > Cp^α. Sledovatel~no, mnoßestvo q_{i,a} ne imeet predel~nogo (pri p → ∞) raspredeleniØ.

Takim obrazom, v fftom sluqae situaciØ otliqaetsØ ot rassmotrennoæ v rabote [3], v kotoroæ byl poluqen zakon raspredeleniØ fflementov razloßeniØ b/c, gde (b, c) = 1, a b^2 + c^2 6 R^2 (R → ∞). Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema. Pri 0 < α < 1 imeet mesto sootnoxenie S(α) = = 6 π^2

2^α 1 − α p log p+O(p log p)+O ( p (1 − α)^2 ) +O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) (1 − α) ) , 13

14 E. P. GOLUBEVA gde vse konstanty, vhodØwie v ostatok, absol¸tnye.

VybiraØ zdes~ α_0 = 1 − 1/ log log p, my vidim, qto

S(α_0 ) ∼ 12 π^2 p log p log log p.

Poskol~ku q^{α0} ≍ q, esli q < log^λ p (gde λ > 0 – postoØnnaØ), ots¸da sleduet, qto glavnyæ qlen v formule (2) sostoit iz teh znaqeniæ q, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ q ¿ log^λ p: p−1∑ a=1 ∑ 16i6n(a) q_{i,a}>log^λ p q_{i,a} = 6 π^2 p log^2 p + O(p log p log log p).

V kaqestve drugogo sledstviØ my poluqaem ocenku dlØ qisla teh a, u kotoryh v razloßenii (1) hotØ by odin iz fflementov q_{i,a} udovletvorØet uslovi¸ q_{i,a} > log^λ p, gde λ > 1. Oboznaqim koliqestvo takih a qerez N (p, λ).

Sledstvie. Imeem N (p, λ) = O ( e^λ p log log p (log p)^{λ−1} ) . �ta ocenka neposredstvenno vytekaet iz teoremy, poskol~ku ∑ a ∑ i q_{i,a}>log^λ p log^λp e^{−λ} = O ( p log p log log p ) .

Iz sootnoxeniØ (2) sleduet analogiqnyæ rezul~tat pri λ > 2. My ispol~zovali ego v rabote [4], qtoby poluqit~ netrivial~- nye ocenki snizu dlØ osnovnyh edinic poqti vseh vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ.

Pri dokazatel~stve teoremy my opiraemsØ na soobraßeniØ raboty [1].

Preßde qem dokazyvat~ teoremu, privedem dva horoxo izvestnyh fakta iz teorii nepreryvnyh drobeæ (sm. [5, 6]).

Lemma 1. VsØkaØ nesokratimaØ drob~ c/b takaØ, qto |α − c/b| <

1/(2b^2), ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k qislu α.

O MOMENTAH �LEMENTOV NEPRERYVNYH DROBE` 15

Lemma 2. Esli^a_p = [q1, . . . , qn], to [qn, . . . , q1] =^a_p, gde aa ≡

(−1)^{n−1}(mod p).

Dokazatel~stvo teoremy. Opredelim dlØ kaßdogo a qislo s =

s(a) tak, qto drob~ [q_1, . . . , q_{s−1}] imeet znamenatel~ b < √ p, a znamenatel~ [q_1, . . . , q_s] bol~xe √p.

Zapixem S(α) v vide S(α) = ∑ a ( q^α_1 + · · · + q^α_s ) + ∑ a ( q^α_s + · · · + q^α_{n(a)} ) − ∑ a q^α_s = = ∑ 1 + ∑ 2 − ∑ 3 . (3) Poluqim ocenki sverhu i snizu dlØ kaßdoæ iz treh poslednih summ.

Ocenim snaqala ∑ 1 sverhu. Pust~ 0 ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k a/p, togda a/p < 1/2.

Koliqestvo takih slagaemyh est~ veliqina O(p) i sootvetstvu¸wie fflementy q = [_p a ] . Takim obrazom, ∑ a/p<1/2 q^α = p^α ∑ a<p/2 1 a^α + O(p) = O ( p 1 − α ) , gde summa rasprostranena na te slagaemye iz ∑ 1, dlØ kotoryh 0 ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸.

DlØ vseh ostal~nyh podhodØwih drobeæ c/b vypolneny usloviØ b ¿ 2 i c ¿ 1. Iz teorii nepreryvnyh drobeæ (sm. [5]) izvestno, qto, esli c_k/b_k – podhodØwaØ drob~ k a/p, to | | a p − c_k b_k | | 6^1_{bk bk+1} , gde b_{k+1} = q_{k+1}b_k + b_{k+1} > q_{k+1}b_k.

Iz dvuh poslednih neravenstv sleduet ocenka q^α_k < b^{−2α}_k | | | a p − c_k b_k | | |^{−α}. Pofftomu ∑ 1 6^{p−1∑}_{a=1}^∑_{bk<√p}^1_{b2αk}^|^a_p −^{ck}_{bk}^|^{−α}, (4)

16 E. P. GOLUBEVA

gde vnutrennØØ summa v pravoæ qasti est~ summa po podhodØwim drobØm k qislam a/p so znamenatelØmi b_k < √p.

Dalee imeem ∑ a ∑ b_k< √ p 1 b^{2α}_k | | | a p − c_k b_k | | |^{−α} =

= ∑ a ∑ b_k √ p |a/p−c_k/b_k|<1/(2b2_k)

1 b^{2α}_k | | | a p − c_k b_k | | |^{−α} + O(p log p) =

= ∑ 4 + O(p log p).

Deæstvitel~no, esli |a/p − c_k/b_k| ¿ 1/(2b^2_k), to q_{k+1} 6 2, a qislo takih slagaemyh v (4) ravno O(p log p), poskol~ku, oqevidno, n(a) = O(log p).

V silu lemmy 1, neravenstvo |a/p − c/b| < 1/(2b^2) obespeqivaet to, qto c/b ØvlØetsØ podhodØweæ drob~¸ k a/p. Pofftomu ∑ 4 = ∑ 16c<b<^√p (c,b)=1 1 b^{2α} ∑ |^a_p −^c_b |< 12_b2 | |a p − c b | |^{−α} =

= p^α ∑ 16c<b<^√p (c,b)=1 1 b^{2α} ∑ |a−^{cp}_b |<^p2_b2 | | |a − cp b | | |^α.

IzbavimsØ ot usloviØ (b, c) = 1. Togda ∑ 4 = p^α ∑ d< √ p μ(d) d^{2α} ∑ 1<b< √ p/d 1 b^{2α} ∑ 16c<b ∑ a |a−^{pc}_b |<^p2_b2_d2 | | |a − pc b | | |^{−α}.

Kogda c menØetsØ ot 1 do b − 1, pc probegaet polnu¸ sistemu vyqetov (mod b), krome 0. Pofftomu ∑ 16c<b ∑ a |a−^{pc}_b |<^p2_b2_d2 | |a − pc b | |^{−α} = 2b p/(2b2d2 ) ∫ 0 dx x^α + O(b^α) =

= 2b 1 − α p^{1−α} 2^{1−α}b^{2−2α}d^{2−2α} + O(b^α).

O MOMENTAH �LEMENTOV NEPRERYVNYH DROBE` 17

Sledovatel~no, ∑ 4 = 2^α 1 − α p ∑ d< √ p μ(d) d^2 ∑ 1<b< √ p/d 1 b + O ( p^α ∑ b< √ p 1 b^α ) =

= 3 · 2^α π^2(1 − α) p log p + O ( p 1 − α ) i ∑ 1 6^3_{π2}^{2α}_{1 − α} p log p + O(p log p) + O^{( p}_{1 − α}^). (5)

Ocenim teper~ ∑ 2 sverhu. V silu lemmy 2, nepreryvnye drobi [q_n], [q_n, q_{n−1}], . . . , [q_n, . . . , q_{s+1}] ØvlØ¸tsØ podhodØwimi drobØmi dlØ qisel a/p, gde aa ≡ (−1)^{n(a)−1}(mod p).

Esli pokazat~, qto znamenateli vseh fftih drobeæ, krome posledneæ, men~xe qem √p, to, oqevidno, dlØ ∑ 2 spravedliva ta ße ocenka sverhu, qto i dlØ ∑ 1. Dostatoqno rassmotret~ drob~

[q_n, q_{n−1}, . . . , q_{s+1}] s samym bol~xim znamenatelem.

My imeem c_{s−1} b_{s−1} = [q_1, . . . , q_{s−1}], c_s b_s = [q_1, . . . , q_s], gde b_{s−1} < √p i b_s > √p. Krome togo a p = (q_s + γ_s)c_{s−1} + c_{s−2} (q_s + γ_s)b_{s−1} + b_{s−2}

, (6)

gde γ_s = [q_{s+1}, . . . , q_n] = α_s/β_s. Znamenatel~ β_s raven znamenatel¸ drobi [q_n, . . . , q_{s+1}]. Nam dostatoqno pokazat~, qto β_s < √p. Perepixem ravenstvo (6) v vide a p = (q_sc_{s−1} + c_{s−2})β_s + c_{s−1}α_s (q_sb_{s−1} + b_{s−2})β_s + b_{s−1}α_s = c_sβ_s + c_{s−1}α_s b_sβ_s + b_{s−1}α_s . Poskol~ku (α_s, β_s) = 1, (c_s, b_s) = 1 i c_sb_{s−1} −c_{s−1}b_s = ±1, poslednØØ drob~ ØvlØetsØ nesokratimoæ i, znaqit, p = b_sβ_s + b_{s−1}α_s. (7) Tak kak b_s > √p, to β_s < √p.

Ocenim teper~ ∑ 3 snizu. Iz teorii nepreryvnyh drobeæ izvestno, qto | | | a p − c_{s−1} b_{s−1} | | > 1 b_{s−1}(b_s + b_{s−1}) .

18 E. P. GOLUBEVA

Poskol~ku

b_s + b_{s−1} = b_{s−1}(q_s + 1) + b_{s−2} < b_{s−1}(q_s + 2),

ots¸da sleduet, qto

q_s > 1 b^2_{s−1} | | | a p − c_{s−1} b_{s−1} | | |^{−1} − 2. (8)

Tak kak pri x ¿ 4 spravedlivo neravenstvo (x − 2)^α > x^α − 2^α, to ∑ 3 = p−1∑ a=1 q^α_s > p−1∑ a=1 1 b^{2α}_{s−1} | | | a p − c_{s−1} b_{s−1} | | |^{−α} + O(p) = ∑ 5 + O(p).

Poskol~ku b_s > √p, to | | | a p − c_{s−1} b_{s−1} | | | < 1 b_{s−1}b_s < 1 b_{s−1} √ p .

Takim obrazom, ∑ 5 > ∑ 16c<b<^√p (c,b)=1 |a/p−c/b|<1/(2b √ p)

1 b^{2α} | | | a p − c b | | |^{−α} = ∑ 6 .

Perepixem ∑ 6 v vide ∑ 6 = p^α ∑ 1<b< √ p 1 b^{2α} ∑ 1<c<b ∑ |a−^{pc}_b |< p_{p2b} | | |a − pc b | | |^{−α}.

O MOMENTAH �LEMENTOV NEPRERYVNYH DROBE` 19

DeæstvuØ tak ße kak pri ocenke ∑ 1, poluqim ∑ 6 = p^α ∑ 16d<^√p μ(d) d^{2α} ∑ 1<b< p_{pd} 1 b^{2α} ∑ 16c<b ∑ |a−^{pc}_b |< p_{p2bd} | |a − pc b | |^{−α} =

= p^α ∑ 16d<^√p μ(d) d^{2α} ∑ 1<b< p_{pd} 1 b^{2α} ( 2b √ p/(2bd) ∫ 0 dx x^α + O(b^α) ) =

= 2^α 1 − α p^{1/2+α/2} ∑ 16d<^√p μ(d) d^{2α} ∑ 1<b< p_{pd} 1 b^α +

+ O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) 1 − α ) =

= 2^α (1 − α)^2 p ∑ 16d<^√p μ(d) d^2 + O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) 1 − α ) =

= 2^α (1 − α)^2ζ(2) p + O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) 1 − α ) . (9)

SobiraØ vmeste ocenki (5) i (9), imeem

S(α) 6 6 π^2

2^α 1 − α p log p +

2^α (1 − α)^2ζ(2) p + O(p log p)+ + O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) 1 − α ) .

Ocenim teper~ ∑ 1 i ∑ 2 snizu i ∑ 3 sverhu. Imeem ∑ 3 < ∑ 16a6p−1 |a/p−c_k/b_k|<1/(b_k √ p) 1 b^{2α}_k | | | a p − c_k b_k | | |^{−α}.

Naloßim dopolnitel~noe uslovie |a/p − c_k/b_k| < 1/(2b^2_k). Slagaemye, ne udovletvorØ¸wie fftomu uslovi¸, ne prevoshodØt 2^α, a

20 E. P. GOLUBEVA

ih summa ne bol~xe, qem 2^αp. Pofftomu ∑ 3 < p^α ∑ 1<b< √ p 1 b^{2α} ∑ 16c<b |a−^{pc}_b |<min(^p2_b2 ,

p_{pb )} | | |a − pc b | | |^{−α} =

= p^α ∑ 1<b< p_{p2} 1 b^{2α} ∑ 16c<b (b,c)=1 ∑ a |a−^{pc}_b |<^p2_b2 | | |a − pc b | | |^{−α}+

+ O ( p^α ∑ √ p/2<b< √ p 1 b^{2α} ∑ 16c<b ∑ a |a−^{pc}_b |< p_{pb} | | |a − pc b | | |^{−α} =

= ∑ 7 + O (∑ 8 ) . Summa ∑ 8 dopuskaet ocenku O ( p^α ∑ b< √ p 1 b^{2α} b^α ∑ c(mod b) 1 c^α ) = O ( p 1 − α ) . DlØ ∑ 7 imeem analogiqno (9) ∑ 7 = p^α ∑ d< √ p/2 μ(d) d^{2α} ∑ 1<b< √ p/(2d) 1 b^{2α} ( 2b √ p/(bd) ∫ 0 dx x^α + O(b^α) ) =

= 2 1 − α p^{1/2+α/2} ∑ d< √ p/2 μ(d) d^{1+α} ∑ 1<b< √ p/(2d) 1 b^α +

+ O ( p^α ∑ d< √ p/2 1 d^{2α} ∑ b< √ p/(2d) 1 b^α ) =

= 2^α (1 − α)^2 p ∑ d< √ p/2 μ(d) d^2 + O ( p 1 − α ) =

= 6 π^2

2^α (1 − α)^2 p + O ( pζ(1 + α) 1 − α ) . SravnivaØ ocenki dlØ ∑ 3 sverhu i snizu, my vidim, qto ∑ 3 = 6 π^2

2^α (1 − α)^2 p + O ( ζ(1 + α) 1 − α p ) .

O MOMENTAH �LEMENTOV NEPRERYVNYH DROBE` 21

DlØ togo, qtoby ocenit~ ∑ 1 snizu, vospol~zuemsØ neravenstvom (8), togda ∑ 1 > ∑ 16a6p−1 ∑ b^{−2α}_k | | | a p − c_kb_k | | |^{−α} + O(p log p), gde vnutrennØØ summa vzØta po podhodØwim drobØm c_k/b_k so znamenatelØmi b_k < √p. Naloßim dopolnitel~noe uslovie |a/p − c_k/b_k| < 1/(2b^2_k). Togda ∑ 1 > p^α ∑ 16a6p−1 ∑ 1<b< √ p 1 b^{2α} ∑ 16c<b (c,b)=1 | |a − pc b | |^{−α} + O(p log p).

PoslednØØ summa sovpadaet s toæ, kotoraØ voznikala pri ocenke ∑ 1 sverhu. Takim obrazom, ∑ 1 = 3 π^2

2^α 1 − α p log p + O(p log p) + O ( p 1 − α ) . Nam ostalos~ ocenit~ ∑ 2 snizu. Vvedem vspomogatel~nu¸ summu ∑ 16a<p−1 ( q^α_{s̃} + · · · + q^α_{n(a)} ) (10)

taku¸, qto drob~ [q_{n(a)}, . . . , q_{s̃+1}] imeet znamenatel~ β_{s̃} < √p/3, a znamenatel~ drobi [q_{n(a)}, . . . , q_{s̃}] uße bol~xe √p/3. Rassmotrim drob~ [q_{s̃+1}, . . . , q_{n(a)}] = α_{s̃}/β_{s̃} (s tem ße znamenatelem β_{s̃}). Analogiqno (7), imeem p = b_{s̃}β_{s̃} + b_{s̃−1}α_{s̃}.

Ots¸da sleduet, qto

p < β_{s̃} ((q_{s̃} + 1)b_{s̃−1} + b_{s̃−2}) < β_{s̃}(q_{s̃} + 2)b_{s̃−1} < < √ p 3 (q_{s̃} + 2)b_{s̃−1} < √ pq_{s̃}b_{s̃−1}. Sledovatel~no, q_{s̃}b_{s̃−1} > √p i b_{s̃} = q_{s̃}b_{s̃−1} + b_{s̃−2} > √p.

Poslednee neravenstvo oznaqaet, qto q_{s̃} ØvlØetsØ odnim iz fflementov q_s, . . . , q_{n(a)}, vhodØwih v ∑ 2. Pofftomu ∑ 2 ocenivaetsØ snizu summoæ (10), kotoru¸ v silu lemmy 2 moßno perepisat~ v vide ∑ 9 = ∑ 16a<p−1^{(q} α 1 + · · · + q^α_s0) ,

22 E. P. GOLUBEVA

gde summa beretsØ po fflementam razloßeniØ a/p, dlØ kotoryh znamenatel~ drobi [q_1, . . . , q_s0_{−1}] men~xe √p/3, a znamenatel~ drobi [q_1, . . . , q_s0] bol~xe √p/3. Summa ∑ 9 ocenivaetsØ tak ße, kak ∑ 1: ∑ 9 > 3 π^2

2^α 1 − α p log p + O(p log p) + O ( p 1 − α ) . V rezul~tate, dlØ S(α) imeem S(α) = 6 π^2

2^α 1 − α p log p + O(p log p)+ + O ( p (1 − α)^2 ) + O ( p^{1/2+α/2}ζ(1 + α) 1 − α ) , i teorema dokazana.

Literatura

1. V. N. Popov, Asimptotika summy summ fflementov nepreryvnyh drobeæ qisel vida a/p, Zap. nauqn. semin. LOMI 91 (1979), 81–93.

2. G. Myerson, On semi-regular finite continued fractions, Arch. Math. 48, No. 5 (1987), 420–425.

3. M. O. Avdeeva, V. A. Bykovskiæ, Rexenie zadaqi Arnol~da o statistikah Gaussa–Kuz~mina, Preprint/DVO, Habarovskoe otdelenie IPM,

No. 8, 2002.

4. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. II, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 11–22.

5. A. ˚. Hinqin, Cepnye drobi, M., 1978.

6. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel, M.–L., 1937.

Postupilo 25 i¸lØ 2006 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa E-mail: elena�golubeva@mail.ru