Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

A. O. Rodnikov, B. A. Samokix

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ V ZADAQE ISKLıQENI˚

Zadaqeæ iskl¸qeniØ v monografii [1] avtory nazyva¸t zadaqu vyqisleniØ lineænoæ formy μ = (g, x^∗) = g_1x^∗_1 + . . . + g_nx^∗_n ot rexeniØ x^∗ lineænoæ sistemy Ax = f. (1) �ta zadaqa dostatoqno tipiqna dlØ priloßeniæ. Naprimer, v lineænyh zadaqah approksimacii, v proekcionnyh metodah nas interesu¸t ne kofffficienty razloßeniØ po koordinatnoæ sisteme, a, naprimer, znaqeniØ v toqkah. Termin “zadaqa iskl¸- qeniØ” upotreblØetsØ v rabotah [2]–[6]. V nih rassmotreny razliqnye algoritmy rexeniØ fftoæ zadaqi i daleko iduwih ee obobweniæ, s osobym vnimaniem k toqnosti rezul~tata. V rabote [7] rassmotren sluqaæ, kogda funkcional μ zamenØetsØ na operator R^n → R^k, k < n. VvodØtsØ qisla obuslovlennosti i dany metody ih priblißennoæ ocenki – nestrogie, no ffkonomiqnye. Vproqem, sluqaæ obweæ skalØrnoæ formy g takße rassmotren: opredelØetsØ qislo obuslovlennosti – blizkoe k naxemu, no ne toßdestvennoe emu.

RazumeetsØ, dlØ rexeniØ zadaqi iskl¸qeniØ dostatoqno rexit~ sistemu (1) podstavit~ rexenie v lineænu¸ formu. Avtory [1] predlaga¸t modificirovannu¸ shemu iskl¸qeniØ, pozvolØ¸wu¸ neposredstvenno vyqislit~ μ, izbeßav vyqisleniØ x^∗. Niße predlagaetsØ analogiqno modificirovat~ metod ortogonalizacii strok. Tak kak oxibka okrugleniØ pri vyqislenii x^∗ imeet porØdok qisla obuslovlennosti k(A) = ‖A‖ ‖A^{−1}‖ matricy A, predstavlØetsØ veroØtnym, qto takie bolee neposredstvennye metody pozvolØt umen~xit~ oxibku okrugleniØ.

VyØsnim snaqala, kakova neustranimaØ pogrexnost~ rexeniØ zadaqi iskl¸qeniØ. Budem sqitat~, qto ‖A‖ ≤ 1. Rassmotrim vozmuwennu¸ sistemu:

(A + ΔA)(x + Δx) = f + Δf. 193

194 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX S toqnost~¸ do malyh vtorogo porØdka

x + Δx = A^{−1}f + A^{−1}Δf − A^{−1}ΔAA^{−1}f,

tak qto

(x + Δx, g + Δg) − (x, g) = (A^{−1}f, g) + (A^{−1}Δf, g) + (A^{−1}f, Δg) − (A^{−1}ΔAA^{−1}f, g) − (A^{−1}f, g) = (A^{−1}f, Δg) + (Δf, A^T �1 g) − (ΔAA^{−1}f, A^T �1 g), ‖Δμ‖ ≤ ‖A^{−1}f‖ ‖Δg‖ + ‖A^T �1 g‖ ‖Δf‖ + ‖A^{−1}f‖ ‖A^T �1 g‖ ‖ΔA‖. Veliqiny ‖A^{−1}f‖, ‖A^T �1 g‖, po-vidimomu, i sleduet sqitat~ qislami obuslovlennosti zadaqi iskl¸qeniØ. Vozmoßna, sledovatel~no, takaØ situaciØ, kogda pri ploho obuslovlennoæ matrice pogrexnost~ rexeniØ zadaqi iskl¸qeniØ nevelika.

DlØ rexeniØ zadaqi iskl¸qeniØ my primenim metod iskl¸- qeniØ i metod ortogonalizacii strok.

Metod iskl¸qeniØ

Zapixem rasxirennu¸ matricu sistemy i dopolnim ee strokoæ kofffficientov vyqislØmoæ lineænoæ formy ( A f −g^T 0 ) . ZnaqeniØ form, zadavaemyh strokami rasxirennoæ matricy (a_{i1}, . . . , a_{in}, f_i), na vektore (x^∗_1, . . . , x^∗_n, −1) – nuli, a dopolnitel~- noæ stroki – μ. Provedem process iskl¸qeniØ v sheme, dobavlØØ k kaßdoæ stroke predyduwie (s mnoßitelem); togda znaqenie posledneæ formy ne izmenitsØ, i esli v dopolnitel~noæ stroke v poziciØh 1, . . . , n okaßutsØ nuli, to v pravom nißnem uglu okaßetsØ znaqenie formy.

OrtogonalizaciØ

My budem primenØt~ k strokam matricy A tak nazyvaemyæ modificirovannyæ process Grama–Xmidta [8]. ModifikaciØ sostoit v tom, qto kogda my ortogonalizuem dannyæ vektor k nekotoroæ posledovatel~nosti uße postroennyh ortogonal~nyh vektorov, to, vyqtØ iz dannogo vektora proekci¸ na pervyæ vektor, dalee vyqitaem proekci¸ na vtoroæ vektor ne ishodnogo

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 195 dannogo vektora, a poluqennoæ na pervom xage raznosti, na tretiæ vektor proektiruem poluqennu¸ na vtorom xage raznost~ i t.d.

Krome togo, provedØ ortogonalizaci¸ k i − 1 vektoru, v kaqestve sledu¸wego vektora my vybiraem naibol~xiæ po norme iz ostavxihsØ.

Togda process ortogonalizacii strok protekaet po sledu¸- wim formulam.

Pust~ a^{(1)}_i = a_i = (a_{i1}, a_{i2}, . . . , a_{in}) – stroki ishodnoæ matricy. Ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto 1 ≥ ‖a^{(1)}_1 ‖ ≥ ‖a^{(1)}_i ‖. Pervyæ xag sostoit v ortogonalizacii vseh strok k 1-oæ:

a^{(2)}_i = a^{(1)}_i − k^{(1)}_i a^{(1)}_1 , k^{(1)}_i =

(a^{(1)}_i , a^{(1)}_1 ) (a^{(1)}_1 , a^{(1)}_1 ) , i = 2, . . . , n. I t.d., na m-om xage, sqitaØ ‖a^{(m−1)}_{m−1} ‖ ≥ ‖a^{(m−1)}_i ‖, i ≥ m − 1, ortogonalizuem poluqennye na predyduwem xage stroki k a^{(m−1)}_{m−1} :

a^{(m)}_i = a^{(m−1)}_i − k^{(m−1)}_i a^{(m−1)}_{m−1} , k^{(m−1)}_i = (a^{(m−1)} i , a^{(m−1)}_{m−1} ) (a^{(m−1)} m−1 , a^{(m−1)}_{m−1} ) , f^{(m)}_i = f^{(m−1)}_i − k^{(m−1)}_i f^{(m−1)}_{m−1} . (2) PrimenØØ takoæ process k sheme zadaqi iskl¸qeniØ, na kaßdom xage vypolnØem ortogonalizaci¸ takße i dopolnitel~noæ stroki

g^{(m)} = g^{(m−1)} − k^{(m−1)}_{n+1} a^{(m−1)}_{m−1} , k^{(m−1)}_{n+1} =

(g^{(m−1)}, a^{(m−1)}_{m−1} ) (a^{(m−1)} m−1 , a^{(m−1)}_{m−1} ) . (3)

Togda v konce poluqim na meste kofffficientov formy nuli, a posledniæ fflement budet raven znaqeni¸ formy:

μ = (g, x^∗) = −k^{(1)}_{n+1}f^{(1)}_1 − k^{(2)}_{n+1}f^{(2)}_2 − . . . − k^{(n)}_{n+1}f^{(n)}_n . (4) Takim obrazom, v processe vyqisleniæ vypolnØ¸tsØ neravenstva: ‖a^{(m)}_i ‖ ≤ ‖a^{(m)}_m ‖, i ≥ m, (5.a) v qastnosti, ‖a^{(1)}_1 ‖ ≥ ‖a^{(2)}_2 ‖ ≥ . . . ≥ ‖a^{(n)}_n ‖. (5.b)

196 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Sledovatel~no, | | |k^{(m)}_i | | | = | | | | | (a^{(m)}_i , a^{(m)}_m )

(a^{(m)}_m , a^{(m)}_m ) | | | | | ≤ 1. (5.c) Zametim krome fftogo, qto dlØ dopolnitel~noæ stroki | | |k^{(m)}_{n+1} | | | = | | | | | (g^{(m)}, a^{(m)}m )

(a^{(m)}_m , a^{(m)}_m ) | | | | | ≤ ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ . (6)

Teper~ my dadim ocenku oxibki okrugleniØ pri rexenii za-

daqi iskl¸qeniØ po opisannoæ sheme ortogonalizacii strok i

ubedimsØ, qto ona zavisit ot teh ße samyh veliqin ‖A^{−1}f‖, ‖A^T �1 g‖, qto i neustranimaØ pogrexnost~. AnalogiqnaØ ocenka

moßet byt~ dana (i poluqitsØ ewœ prowe) dlØ metoda iskl¸qe-

niØ, razumeetsØ, s vyborom glavnogo fflementa.

Pust~ ε - maxinnaØ toqnost~, t.e. takoe qislo, qto otnositel~-

naØ pogrexnost~ okrugleniØ pri umnoßenii i delenii, otnosi-

tel~naØ pogrexnost~ zapisi qisla v maxinu pri polnoznaqnoæ

mantisse ne prevoshodØt ε.

Nas interesuet zavisimost~ pogrexnosti ot dannyh zadaqi.

Zavisimost~ ot porØdka n my prosleßivat~ ne budem. Poffto-

mu bukvoæ C budem oboznaqat~ razliqnye konstanty, zavisØwie

razve lix~ ot n.

Teorema. |δ(g, x)| ≤ Cε + Cε‖A^{−1}f‖ + Cε‖A^T �1 g‖ + Cε‖A^{−1}f‖ ‖A^T �1 g‖, gde C - konstanta, zavisØwaØ lix~ ot porØdka matricy A siste- my. Lemma 1. Esli pered naqalom preobrazovaniæ matricy A siste-

my (1) absol¸tnaØ pogrexnost~ v eœ fflementah ocenivalas~ ve-

liqinoæ Cε, to i posle preobrazovaniæ pogrexnost~ budet oceni-

vat~sØ veliqinoæ Cε.

Dokazatel~stvo. Oxibka v kofffficiente ortogonalizacii k^{(i)}m

sostavlØetsØ iz nasledstvennoæ oxibki ~δk^{(i)}m i oxibki okrugle-

niØ η^{(i)}m :

δk^{(i)}_m = ~ δk^{(i)}_m + η^{(i)}_m .

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 197 Oboznaqim ~a^{(j)}_k = a^{(j)}_k + δa^{(j)}_k real~no vyqislennoe znaqenie. Togda s toqnost~¸ do malyh vtorogo porØdka ~ δk^{(i)}_m =

(a^{(i)}_m + δa^{(i)}_m , a^{(i)}_i + δa^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i + δa^{(i)}_i , a^{(i)}_i + δa^{(i)}_i ) − (a^{(i)}_m , a^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i )

= (δa^{(i)}_m , a^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) + (a^{(i)}_m , a^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) ( 1 − 2

(a^{(i)}_i , δa^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) )

= (δa^{(i)}_m , a^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) + 1 (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) ( a^{(i)}_m , ( E − 2 a^{(i)}_i a^{(i)T}_i (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) ) δa^{(i)}_i ) .

Zametim, qto E − 2^{a(i)i a(i)Ti}_{(a(i)i , a(i)i )} – matrica otraßeniØ, i eœ norma ravna 1. Ocenim η^{(i)}m – oxibku okrugleniØ. Otnositel~naØ pogrexnost~ qislitelØ ravna Cε^{‖a(i)m ‖‖a(i)i ‖}_{|(a(i)m , a(i)i )|} , znamenatelØ – Cε, vseæ drobi – Cε + Cε^{‖a(i)m ‖·‖a(i)i ‖} |(a(^i)_m , a(^i)_i )| , i znaqit absol¸tnaØ pogrexnost~ |η^{(i)}_m | ≤ Cε^{‖a(i)m ‖}_{‖a(i)i ‖} ≤ Cε. Togda |δk^{(i)}_m | ≤ ‖δa^{(i)}_m ‖ + ‖δa^{(i)}_i ‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε. (7) Teper~ iz formuly a^{(2)}m = a^{(1)}m − k^{(1)}m a^{(1)}_1 , δa^{(2)}m = δa^{(1)}m − δk^{(1)}_m a^{(1)}_1 − k^{(1)}_m δa^{(1)}_1 + η^{(2)}_m (takße s toqnost~¸ do malyh vtorogo porØdka) poluqim ‖η^{(2)}m ‖ ≤ Cε‖a^{(1)}_1 ‖ ≤ Cε, ‖δa^{(2)}m ‖ ≤ Cε + (_{‖δa(1)} m ‖+‖δa(1)1 ‖ ‖a(1)1 ‖ + Cε ) ‖a^{(1)}_1 ‖ + ‖δa^{(1)}_1 ‖ + Cε ≤ Cε.

Toqno tak ße dlØ sledu¸wego xaga iz poluqennoæ ocenki sleduet ‖δa^{(3)}m ‖ ≤ Cε, i po indukcii dlØ vseh i.

Lemma 2. Pri vseh i ¿ 1 |δk^{(i)}_{n+1}| ≤ ‖δg^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖^2 .

198 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, δk^{(i)}_{n+1} = δ̂k^{(i)}_{n+1} + η^{(i)}_{n+1} – nasled-

stvennaØ oxibka pl¸s tekuwaØ oxibka okrugleniØ, priqœm

δk^{(i)}_{n+1} =

(δg^{(i)}, a^{(i)}_i ) (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) + 1 (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) ( g^{(i)}, ( E − 2 a^{(i)}_i a^{(i)T}_i (a^{(i)}_i , a^{(i)}_i ) ) δa^{(i)}_i ) . Otnositel~naØ pogrexnost~ okrugleniØ qislitelØ k^{(i)}_{n+1} v vyraßenii (3) est~ Cε^{‖g(i)‖‖a(i)i ‖}

|(g(^i) , a(^i)_i )| , znamenatelØ – Cε, absol¸tnaØ po-

grexnost~ – |η^{(i)}_{n+1}| ≤ Cε^{‖g(i) ‖}_{‖a(i)i ‖} , i s uqœtom lemmy 1 |δk^{(i)}_{n+1}| ≤ ‖δg^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖^2 ‖δa^{(i)}_i ‖ + Cε ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ ≤ ‖δg^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖^2 . Lemma 3. Pri i ≥ 2 ‖δg^{(i)}‖ ≤ Cε + Cε i−1∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ . Dokazatel~stvo. Iz formuly dlØ g^{(i)}, g^{(i)} = g^{(i−1)} − k^{(i−1)}_{n+1} a^{(i−1)}_{i−1} ,

naædœm

δg^{(i)} = δg^{(i−1)} − δk^{(i−1)}_{n+1} a^{(i−1)}_{i−1} − k^{(i−1)}_{n+1} δa^{(i−1)}_{i−1} + η_i i, ispol~zuØ vyraßenie dlØ δk^{(i)}_{n+1} iz dokazatel~stva predyduweæ lemmy, zapixem δg^{(i)} = ( E − a · a^T (a, a) ) δg^{(i−1)} − ( g^{(i−1)}, ( E − 2 a · a^T (a, a) ) δa ) a (a, a) +η^′_i, gde a = a^{(i−1)}_{i−1} , η^′_i = η^{i−1}_{n+1}k^{(i)}_{n+1} + η_i.

Odna matrica est~ matrica proektirovaniØ, drugaØ – matrica otraßeniØ, ih normy ne prevoshodØt 1; zametim ewœ, qto |k^{(i+1)}_{n+1} | ≤^{‖g(i} �1)_‖

‖a(^i�1)

i�1^‖

, znaqit |η_i| ≤ Cε‖g^{(i−1)}‖ + Cε|k^{(i−1)}_{n+1} |‖a^{(i−1)}_{i−1} ‖ ≤ Cε‖g^{(i−1)}‖. Togda ‖δg^{(i)}‖ ≤ ‖δg^{(i−1)}‖ + Cε^{‖g(i} �1)_‖

‖a(^i�1)

i�1^‖

; summiruØ, poluqaem neravenstvo lemmy.

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 199

Lemma 4. Pri vseh i ¿ 1 |δk^{(i)}_{n+1}| ≤ Cε 1 ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε 1 ‖a^{(i)}_i ‖ i∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ . Dokazatel~stvo. Trebuemoe neravenstvo neposredstvenno sle-

duet iz lemm 2 i 3.

Lemma 5. Pri i ≥ 2 |δf^{(i)}_i | ≤ Cε + Cε i−1∑ m=1 |f^{(m)}m | ‖a^{(m)}_m ‖ . Dokazatel~stvo. Iz formuly (2) poluqim

|δf^{(i)}_i | ≤ |δf^{(1)}_i | + i−1∑ m=1 |δk^{(m)}_i | |f^{(m)}_m | + i−1∑ m=1 |k^{(m)}_i | |δf^{(m)}_m | + η^{(i)}_i , gde |η^{(i)}_i | ≤ Cε ∑_{i−1} m=1 |k(^m)_i | |f (^m)_m |.

UqityvaØ neravenstvo (7), ots¸da naædœm |δf^{(i)}_i | ≤ Cε + i−1∑ m=1 |δf^{(m)}_m | + Cε i−1∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}_m ‖ . PodstavlØØ ffti ocenki rekurrentno drug v druga, poluqaem: |δf^{(i)}_i | ≤ Cε + Cε (_{i−1} ∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}_m ‖ + i−2∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}_m ‖ + 2 i−3∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}_m ‖ + . . . + 2^{i−3}

|f^{(1)}_1 | ‖a^{(1)}_1 ‖ )

= Cε + Cε ( 2^{i−2} |f^{(1)}_1 | ‖a^{(1)}_1 ‖

+ 2^{i−3}

|f^{(2)}_2 | ‖a^{(2)}_2 ‖ + . . . + |f^{(i−1)} i−1 | ‖a^{(i−1)}_{i−1} ‖ )

= Cε + Cε i−1∑ m=1 |f^{(m)}m | ‖a^{(m)}_m ‖ . Lemma dokazana.

Zametim, odnako, qto konstanta C moßet dostigat~ znaqitel~- noæ veliqiny ∼ 2^n.

200 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Lemma 6. |δ(g, x)| ≤ Cε + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ n∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ .

Dokazatel~stvo. Iz (4) sleduet, qto |δ(g, x)| ≤ Cε + n∑ i=1 |δk^{(i)}_{n+1}| |f^{(i)}_i | + n∑ i=1 |k^{(i)}_{n+1}| |δf^{(i)}_i | + η, gde η – pogrexnost~ okrugleniØ. |η| ≤ ε n∑ i=1 |k^{(i)}_{n+1}| |f^{(i)}_i | ≤ ε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖|f^{(i)}_i | ≤ ε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖^2 v silu usloviØ normirovki strok matricy shemy. Togda v silu formuly (6) i lemm 4 i 5 imeem |δ(g, x)| ≤ Cε + n∑ i=1 |δk^{(i)}_{n+1}| |f^{(i)}_i | + n∑ i=2 |k^{(i)}_{n+1}| |δf^{(i)}_i | + |k^{(1)}_{n+1}| |δf^{(1)}_1 | + |η|

≤ Cε + n∑ i=1 ( Cε 1 ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε 1 ‖a^{(i)}_i ‖ i∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}m ‖ ) |f^{(i)}_i |

+ n∑ i=2 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ ( Cε + Cε i−1∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}m ‖ ) + Cε ‖g^{(1)}‖ ‖a^{(1)}_1 ‖ + |η|

= Cε + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ i∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}m ‖ + Cε n∑ i=2 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ i−1∑ m=1 |f^{(m)}_m | ‖a^{(m)}m ‖ + |η|

≤ Cε + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ n∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ .

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 201 Vvedœm matricu

K := 1 k^{(1)}_2 1 0 k^{(1)}_3 k^{(2)}_3 1 . . . . . . . . . ... k^{(1)}_n k^{(2)}_n . . . k^{(n−1)}_n 1 .

Lemma 7._(

k^{(1)}_{n+1}, . . . , k^{(n)}_{n+1} )_T = K^T A^T �1 g. Dokazatel~stvo. Iz (2) dlØ vsØkogo i, 1 ≤ i ≤ n,

a^{(i)}_i = a^{(1)}_i − k^{(1)}_i a^{(1)}_1 − . . . − k^{(i−1)}_i a^{(i−1)}_{i−1} . Znaqit a^{(1)}_i = k^{(1)}_i a^{(1)}_1 + . . . + k^{(i−1)}_i a^{(i−1)}_{i−1} + a^{(i)}_i .

V matriqnoæ zapisi A = K ~A, gde ~A = (a^{(1)}_1 , a^{(2)}_2 , . . . , a^{(n)}_n )^T .

S drugoæ storony, g^T = k_{n+1} ~A, gde

k_{n+1} = ( k^{(1)}_{n+1}, k^{(2)}_{n+1}, . . . , k^{(n)}_{n+1} ) . Togda

g^T A^{−1} = k_{n+1} ~AA^{−1} = k_{n+1}K^{−1}AA^{−1} = k_{n+1}K^{−1}.

Lemma 8._{‖g(i)‖} ‖a^{(i)}_i ‖ ≤ ‖K‖ ‖A^T �1 g‖, i 6 1 6 n. Dokazatel~stvo. Tak kak g^{(i)} =^{∑n}_{j=i} k^{(j)}_{n+1}a^{(j)}_j i vektory a^{(j)}_j vza-

imno ortogonal~ny, to

‖g^{(i)}‖^2 = n∑ j=i ( k^{(j)}_{n+1}

)_2 ‖a^{(j)}_j ‖^2,

202 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX i v silu neravenstv (5) ‖g^{(i)}‖^2 ‖a^{(i)}_i ‖^2 ≤ n∑ j=i ( k^{(j)}_{n+1}

)_2 . Sledovatel~no, ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ ≤ √∑ j≥i k^{(j)}_{n+1}^2 ≤ ‖ ‖ ( k^{(1)}_{n+1}, k^{(2)}_{n+1}, . . . , k^{(n)}_{n+1} )‖ ‖_2 ≤ ‖K‖ ‖A^T �1 g‖ po lemme 7.

Lemma 9._{n∑} i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ ≤ C‖A^{−1}f‖. Dokazatel~stvo. Oboznaqim x = A^{−1}f. Togda verno toßdestvo

Ax = f. V matriqnoæ zapisi a^{(1)}_1 a^{(1)}_2 . . . a^{(1)}_n x = f^{(1)}_1 f^{(1)}_2 . . . f^{(1)}_n . Posle preobrazovaniæ poluqim a^{(1)}_1 a^{(2)}_2 . . . a^{(n)}_n x = f^{(1)}_1 f^{(2)}_2 . . . f^{(n)}_n ili s uqœtom normirovki

a(1)1 ‖a(1)1 ‖ a(2)2 ‖a(2)2 ‖ . . ._{a(n)n} ‖a(^n)_n ‖ x = f (1)1 ‖a(1)1 ‖ f (2)2 ‖a(2)2 ‖ . . ._{f (n)n} ‖a(^n)_n ‖ .

Oboznaqim ~A := a(1)1 ‖a(1)1 ‖ a(2)2 ‖a(2)2 ‖ . . ._{a(n)n} ‖a(^n)_n ‖ , ~F := f (1)1 ‖a(1)1 ‖ f (2)2 ‖a(2)2 ‖ . . ._{f (n)n} ‖a(^n)_n ‖ .

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 203 Togda n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ = ‖ ~F ‖_1 = ‖ ~Ax‖_1 ≤ C‖ ~A‖ ‖x‖_2 = C‖A^{−1}f‖, poskol~ku ~A – ortogonal~naØ matrica i, sledovatel~no, ‖ ~A‖ = 1.

Dokazatel~stvo teoremy. Imeem ‖K‖ ≤ n v silu (5.c). Po lem-

mam 6, 8 i 9 imeem |δ(g, x)| ≤ Cε + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 ‖g^{(i)}‖ ‖a^{(i)}_i ‖ + Cε n∑ i=1 |f^{(i)}_i | ‖a^{(i)}_i ‖ n∑ m=1 ‖g^{(m)}‖ ‖a^{(m)}_m ‖ ≤ Cε + Cε‖A^{−1}f‖ + Cε‖A^T �1 g‖ + Cε‖A^{−1}f‖ ‖A^T �1 g‖, gde C – konstanta, zavisØwaØ lix~ ot porØdka matricy A sistemy (1).

PoluqennaØ ocenka vyraßaetsØ qerez te ße veliqiny, qto i ocenka neustranimoæ pogrexnosti.

V ffksperimental~nyh vyqisleniØh rassmotrim sledu¸wie zadaqi.

Zadaqa 1

Zadaqa nailuqxego kvadratiqnogo priblißeniØ: 1∫ 0 (f(x) − p_n(x))^2 dx → min. Neobhodimo vyqislit~ znaqenie priblißa¸wego polinoma v proizvol~noæ toqke x otrezka [−1, 1]. V kaqestve priblißaemoæ funkciæ berœtsØ polinom ∑_n k=0 x^k. Shema imeet vid

1^1_2^1_3 . . .^1_{n+1}

∫_1 0 f(x)dx 1 2 1 3 . . . . . .^1_{n+2}

∫_1 0 xf(x)dx 1 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 n+1 1 n+2 . . . . . .^1_{2n+1}

∫_1 0 x^nf(x)dx −1 −x −x^2 . . . −x^n 0

.

204 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Zadaqa 2

Zadaqa interpolØcii: vyqislit~ znaqenie interpolØcionnogo polinoma v proizvol~noæ toqke x otrezka [−1, 1] po izvestnym znaqeniØm v uzlah interpolØcii. V kaqestve priblißaemyh funkciæ berutsØ polinomy Qebyxœva, Leßandra, ∑_n k=0 c^kx^k. Shema imeet vid

1 x_0 x^2_0 . . . x^n_0 B_0 1 x_1 x^2_1 . . . x^n_1 B_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 x_n x^2_n . . . x^n B_n −1 −x −x^2 . . . −x^n 0 ,

gde B_i – znaqenie polinoma v i-om uzle.

Zadaqa 3

Zadaqa interpolØcii drobno-racional~nymi funkciØmi, t.e. posredstvom koordinatnyh funkciæ φ_k(x) =^1_{x−ak} na otrezke [−1, 1], a_k /∈ [−1, 1]. V kaqestve priblißaemoæ funkciæ berœtsØ ∑_n k=0 a_k x−a_k . Shema

imeet vid φ_0(x_0) . . . φ_n(x_0) f(x_0) . . . . . . . . . . . . φ_0(x_n) . . . φ_n(x_n) f(x_n) −φ_0(x) . . . −φ_n(x) 0 .

Rezul~taty

VyqisleniØ provodilis~ na Øzyke Pascal v formate double, tak qto ε ≈ 10^{−16}.

OboznaqeniØ: 0 – ‖A^{−1}‖ 1 – ‖A^{−1}f‖ 2 – ‖A^T �1 g‖ 3 – k(A) = ‖A‖ ‖A^{−1}‖ 4 – Toqnoe znaqenie formy v toqke x.

5 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym podstanovkoæ v formu rexeniØ sistemy, poluqennogo metodom Gaussa.

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 205 6 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym podstanovkoæ v formu rexeniØ sistemy, poluqennogo metodom otraßeniØ.

7 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym podstanovkoæ v formu rexeniØ sistemy, poluqennogo metodom ortogonalizacii.

8 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym po sheme iskl¸qeniØ metodom Gaussa.

9 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym po sheme iskl¸qeniØ metodom otraßeniØ.

10 – Raznica meßdu toqnym znaqeniem formy v toqke x i znaqeniem, vyqislennym po sheme iskl¸qeniØ metodom ortogonalizacii.

Zadaqa 1 (c = 1).

n 10 25 40

x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01

0 4.08E + 14 4.02E + 19 1.41E + 19

1 1.10E + 01 1.84E + 08 4.57E + 09

2 5.37E + 07 1.54E + 10 1.24E + 10

3 1.23E + 15 1.55E + 20 6.08E + 19

4 9.72E + 00 1.93E + 01 2.58E + 01

5 �2.32E � 10 3.88E � 08 1.12E � 08 6 �4.58E � 11 9.30E � 08 �6.85E � 08

7 6.18E � 04 3.87E + 01 3.93E + 00

8 �4.58E � 11 9.30E � 08 �6.85E � 08

9 1.54E � 09 2.95E � 08 �6.19E � 08

10 �2.32E � 10 3.88E � 08 1.12E � 08

206 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX Zadaqa 2.

Polinom P^n_{k=0} c^kx^k, c = 0.95. RavnootstoØwie uzly na otrezke [�1, 1].

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 3.65 + 03 3.55E + 10 7.56E + 16 1 8.62E + 00 1.47E + 01 4.22E + 04 2 2.16E + 01 2.49E + 05 5.12E + 08 3 4.01E + 04 9.24E + 11 3.10E + 18 4 7.72E + 00 1.17E + 01 1.30E + 01

5 �2.66E � 15 �3.70E � 11 �7.01E � 08

6 0.00E + 00 �8.65E � 12 1.84E � 08

7 �3.55E � 15 7.59E � 11 �1.18E + 00

8 8.88E � 16 �8.65E � 12 1.84E � 08

9 �8.88E � 16 �2.44E � 11 8.05E � 09

10 0.00E + 00 �3.70E � 11 �7.01E � 08

Polinom P^n_{k=0} c^kx^k, c = 0.95. Qebyxœvskie uzly na otrezke [�1, 1]

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 8.41E + 02 1.96E + 08 6.85E + 13 1 8.62E + 00 1.47E + 01 3.13E + 02 2 1.80E + 00 2.44E + 00 2.86E + 00 3 9.25E + 03 5.10E + 09 2.81E + 15 4 7.72E + 00 1.17E + 01 1.30E + 01

5 �1.78E � 15 0.00E + 00 3.55E � 15 6 �2.66E � 15 �8.88E � 15 3.55E � 15 7 �4.44E � 15 �5.33E � 15 1.90E � 03 8 �3.55E � 15 �1.07E � 14 3.55E � 15 9 �2.66E � 15 �3.55E � 15 8.88E � 15 10 �1.78E � 15 �3.55E � 15 1.78E � 15

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 207

Polinom Leßandra. RavnootstoØwie uzly na otrezke [�1, 1]

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 3.65E + 03 3.55E + 10 7.56E + 16 1 2.08E + 02 6.87E + 07 5.25E + 13 2 2.16E + 01 2.49E + 05 5.12E + 08 3 4.01E + 04 9.24E + 11 3.10E + 18 4 2.76E � 01 �8.21E � 02 �2.15E � 04 5 2.04E � 14 �3.89E � 05 1.00E + 04 6 9.77E � 15 1.38E � 04 2.59E + 05

7 �9.03E � 11 �3.31E + 02 3.41E + 12

8 5.88E � 15 1.38E � 04 2.59E + 05

9 �1.32E � 14 1.43E � 05 2.21E + 04

10 2.68E � 14 �3.89E � 05 1.00E + 04

Polinom Leßandra. Qebyxœvskie uzly na otrezke [�1, 1]

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 8.41E + 02 1.96E + 08 6.85E + 13 1 2.08E + 02 6.87E + 07 2.96E + 13 2 1.79E + 00 2.43E + 00 2.86E + 00 3 9.25E + 03 5.10E + 09 2.81E + 15 4 2.76E � 01 �8.21E � 02 �2.15E � 04 5 4.33E � 15 1.86E � 09 8.45E � 04

6 �5.99E � 15 6.88E � 09 �2.57E � 04 7 �1.35E � 11 �2.31E + 00 �5.58E + 11 8 �9.55E � 15 7.33E � 09 �1.25E � 04 9 �1.39E � 15 2.99E � 09 4.48E � 04 10 �8.33E � 16 1.76E � 09 8.99E � 04

208 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Polinom Qebyxœva. RavnootstoØwie uzly na otrezke [�1, 1]

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 3.65E + 03 3.55E + 10 7.56E + 16 1 5.77E + 02 3.18E + 08 3.15E + 14 2 2.16E + 01 2.49E + 05 5.12E + 08 3 4.01E + 04 9.24E + 11 3.10E + 18

4 �2.26E � 01 4.42E � 01 �6.35E � 01

5 7.46E � 14 �1.74E � 04 6.36E + 04 6 3.04E � 14 6.26E � 04 1.58E + 06

7 �2.42E � 10 �1.50E + 03 2.05E + 13

8 1.22E � 14 6.26E � 04 1.58E + 06

9 �3.78E � 14 6.13E � 05 1.35E + 05

10 8.06E � 14 �1.74E � 04 6.36E + 04

Polinom Qebyxœva. Qebyxœvskie uzly na otrezke [�1, 1].

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 8.41E + 02 1.96E + 08 6.85E + 13 1 5.77E + 02 3.18E + 08 1.76E + 14 2 1.80E + 00 2.44E + 00 2.86E + 00 3 9.25E + 03 5.10E + 09 2.81E + 15

4 �2.26E � 01 4.42E � 01 �6.35E � 01

5 2.22E � 14 �5.07E � 09 6.05E � 03

6 �6.30E � 15 3.33E � 08 1.92E � 03 7 �3.63E � 11 �1.06E + 01 �3.29E + 12 8 �2.59E � 14 3.43E � 08 �7.11E � 04 9 �2.80E � 15 1.39E � 08 2.66E � 03 10 �3.61E � 16 8.44E � 09 5.41E � 03

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 209 Zadaqa 3.

Pol¸sy �^1_{i+1} � 1. Qebyxœvskie uzly na otrezke [�1, 1] .

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 7.36E + 15 1.41E + 17 2.02E + 16 1 6.99E + 02 1.38E + 07 1.08E + 09 2 1.75E + 00 3.30E + 01 1.51E + 01 3 1.86E + 17 1.31E + 19 3.74E + 18

4 �6.18E + 00 �1.40E + 01 �2.17E + 01

5 1.78E � 15 �5.86E � 14 2.84E � 14 6 0.00E + 00 �4.97E � 14 �1.74E � 13

7 �1.01E � 01 �7.89E + 00 �5.08E + 01 8 �8.88E � 16 �8.88E � 14 �1.78E � 13

9 3.55E � 15 1.77E � 15 1.07E � 14 10 8.88E � 16 3.55E � 14 4.98E � 14

Pol¸sy �^1_{i+1} � 1. RavnootstoØwie uzly na otrezke [�1, 1].

n 10 25 40 x 9.75E � 01 9.75E � 01 9.75E � 01 0 7.56E + 16 8.74E + 16 4.60E + 16 1 3.72E + 03 1.62E + 06 2.13E + 08 2 1.30E + 01 4.56E + 01 6.78E + 01 3 1.74E + 18 5.81E + 18 5.28E + 18

4 �6.18E + 00 �1.40E + 01 �2.17E + 01

5 1.78E � 15 1.76E � 13 �3.55E � 14

6 �4.44E � 15 2.84E � 14 8.88E � 13

7 1.65E + 00 �2.96E + 01 �5.77E + 01

8 �3.55E � 15 2.31E � 14 1.02E � 12

9 8.88E � 16 0.00E + 00 7.11E � 15

10 �2.66E � 15 1.85E � 13 1.31E � 13

210 A. O. RODNIKOV, B. A. SAMOKIX

Pol¸sy �^1_{i+1} � 1. Qebyxœvskie uzly na otrezke [�1, 1].

n 10 25 40 x 6.00E � 01 6.00E � 01 6.00E � 01 0 7.36E + 15 1.41E + 17 2.02E + 16 1 6.99E + 02 1.38E + 07 1.08E + 09 2 1.62E + 00 3.19E + 01 1.39E + 01 3 1.86E + 17 1.31E + 19 3.74E + 18

4 �7.43E + 00 �1.69E + 01 �2.65E + 01

5 5.33E � 15 �4.62E � 14 1.42E � 14 6 2.66E � 15 �4.97E � 14 �1.63E � 13

7 �1.23E � 01 �9.17E + 00 �6.20E + 01

8 1.78E � 15 �6.75E � 14 �2.34E � 13 9 8.88E � 16 3.55E � 15 �1.78E � 14 10 1.78E � 15 6.75E � 14 3.20E � 14

Pol¸sy �^1_{i+1} � 1. RavnootstoØwie uzly na otrezke [�1, 1].

n 10 25 40 x 6.00E � 01 6.00E � 01 6.00E � 01 0 7.56E + 16 8.74E + 16 4.60E + 16 1 3.72E + 03 1.62E + 06 2.13E + 08 2 6.64E + 00 3.49E + 01 5.87E + 01 3 1.74E + 18 5.81E + 18 5.28E + 18

4 �7.43E + 00 �1.70E + 01 �2.65E + 01

5 1.07E � 14 �3.20E � 14 �2.67E � 13

6 �1.07E � 14 2.13E � 14 4.12E � 13

7 2.02E + 00 �3.59E + 01 �6.94E + 01

8 �1.24E � 14 2.13E � 14 4.44E � 13 9 �8.88E � 16 3.55E � 15 0.00E + 00

10 2.66E � 15 �2.13E � 14 7.11E � 15

OCENKA OXIBKI OKRUGLENI˚ 211

Vyvody

Poluqennye rezul~taty podtverßda¸t, qto, deæstvitel~no, qislami obuslovlennosti ØvlØ¸tsØ ‖A^{−1}f‖, ‖A^T �1 g‖, a ne qislo obuslovlennosti matricy sistemy. Qrezvyqaæno l¸bopytno, qto sposob rexeniØ sistemy i podstanovki naædennogo rexeniØ v lineænu¸ formu daœt primerno tu ße pogrexnost~, za iskl¸qeniem metoda ortogonalizacii. Bolee togo, sozdaœtsØ vpeqatlenie, qto v nekotoryh sluqaØh, qtoby ne skazat~ v bol~xinstve, deæstvitel~no, qislom obuslovlennosti ØvlØetsØ ne proizvedenie norm ‖A^{−1}f‖, ‖A^T �1 g‖, a maksimum iz nih. Osobenno vydelØetsØ tret~Ø zadaqa, gde pogrexnost~ paradoksal~no mala.

Literatura 1. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, Vyqislitel~nye metody lineænoæ alge-

bry. Izdanie 3-e, stereotipnoe. Izd. Lan~, SPb., 2002.

2. A. A. Abramov, Ob odnom metode iskl¸qeniØ v lineænyh zadaqah. — ȷ.

vyqisl. matem. matem. fiz. 20 (1980), 226–230.

3. A. A. Abramov, V. O. Belax, Ob odnom metode iskl¸qeniØ dlØ lineænyh

zadaq. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 35 (1995), 499–510.

4. A. A. Abramov, O shodimosti odnogo metoda iskl¸qeniØ. — ȷ. vyqisl.

matem. matem. fiz. 38 (1998), 351–364.

5. A. A. Abramov, V. I. Ul~Ønova, L. F. ıhno, O realizacii odnogo metoda

iskl¸qeniØ v lineænyh zadaqah s netoqno zadannymi ishodnymi dannymi.

— ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 44 (2004), 640–649.

6. L. F. ıhno, Ob odnoæ modifikacii metoda soprØßennyh gradientov. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 46 (2006), 7-11.

7. Y. Cao, L. Petzold, A subspace error estimate for linear systems. — SIAM J.

Matrix Anal. Appl. 24 (2003), 787–801.

8. Dß. Golub, Q. Van Loun, Matriqnye vyqisleniØ. Mir, M., 1999.

Rodnikov A. O., Samokish B. A. An estimate of the round-off error in the elimination problem.

The paper demonstrates that in computing a linear form (g, x) of the solution of a system of linear equations Ax = f, the round-off error depends on the quantities ‖A^{−1}f‖ and ‖A^T �1 g‖ rather than on the condition number of the coefficient matrix A. Estimates of the inherent and round-off errors in solving the above problem by the orthogonalization method are provided. Numerical results confirming theoretical conclusions are presented.

Postupilo 14 sentØbrØ 2006 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet