Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 9. METOD ΨF –q FAKTORIZACII INVARIANTNYH POLINOMOV I EGO PRIMENENI˚

Vvedenie

V stat~e predlagaetsØ novyæ metod (ΨF -q metod) dlØ vyqisleniØ invariantnyh polinomov q-parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy F (q ¿ 1). Invariantnye polinomy vyqislØ¸tsØ v faktorizovannom vide, soderßawem informaci¸ o stroenii regulØrnogo spektra matricy F , pozvolØ¸wu¸ nahodit~ uroven~ nasledstvennosti toqek spektra F , vydelØt~ deliteli, nuli kotoryh prinadleßat tol~ko rassmatrivaemomu invariantnomu polinomu, vydelØt~ deliteli, nuli kotoryh ØvlØ¸tsØ obwimi dlØ po kraæneæ mere dvuh sosednih invariantnyh polinomov i dr. Metod ΨF -q faktorizacii primenØetsØ dlØ predstavleniØ matricy F v vide proizvedeniØ somnoßiteleæ, spektry kotoryh sovpada¸t s nulØmi sootvetstvu¸wih deliteleæ harakteristiqeskogo polinoma, v qastnosti, s nulØmi l¸bogo invariantnogo polinoma, a takße ego deliteleæ. ΨF -q metod ispol~zuet RP -q metod (sm. [5]) razloßeniØ na mnoßiteli skalØrnogo polinoma ot q ¿ 1 peremennyh. Osnovnymi operaciØmi metoda ØvlØ¸tsØ: vyqislenie harakteristiqeskogo polinoma i nekotoryh minorov matricy F , vyqislenie naibol~xego obwego delitelØ dvuh skalØrnyh polinomov ot k 6 q peremennyh, a takße sootvetstvu- ¸wih im vzaimno prostyh polinomov. Drugimi slovami, ΨF -q metod ispol~zuet algoritm vyqisleniØ ravenstva vida

[f_1, f_2] = δ[ ^f_1, ^f_2 ]. (∗)

Zdes~ f_1, f_2 – polinomy, δ – ih naibol~xiæ obwiæ delitel~: δ = NOD{f_1, f_2}; ^f_1, ^f_2 – vzaimno prostye polinomy.

Vyqislenie minorov moßno realizovat~ metodom sledov D. K. Faddeeva dlØ q-parametriqeskih polinomial~nyh matric 165

166 V. N. KUBLANOVSKA˚ (sm., naprimer, [1]). Vyqislenie ravenstva (∗) moßno realizovat~ s pomow~¸ algoritmov iz [1, 2] dlØ q = 1 i iz [3, 4] dlØ q > 1.

Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ i dvuh paragrafov. V §1 privoditsØ metod ΨF -q faktorizacii invariantnyh polinomov i ego obosnovanie. V §2 rassmatriva¸tsØ primeneniØ metoda k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry.

§1. Metod vyqisleniØ invariantnyh polinomov

1. Postanovka zadaqi

Pust~ F est~ q-parametriqeskaØ (q ¿ 1) regulØrnaØ polinomial~naØ n × n matrica. Oboznaqim qerez {f_k}, k = 0, 1, . . . , r, sledu¸wu¸ posledovatel~nost~ netrivial~nyh polinomov ot k 6 q peremennyh: f_0 = f[F ] = det F , f_k – naibol~xiæ obwiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka n − k matricy F ; ψ_k = f_k�_1/f_k,

k = 1, . . . , r + 1, – posledovatel~nost~ netrivial~nyh invariant-

nyh polinomov matricy F , tak qto f_k = ψ_{k+1}ψ_{k+2} · · · ψ_{r+1} . Budem predpolagat~, qto qislo r izvestno. Zadaqa sostoit v vyqislenii kaßdogo iz polinomov ψ_k v sledu¸wem faktorizovannom vi- de: ψ_k = u^{(k)}∇^{(k)}_0 ∇^{(k)}_1 · · · ∇^{(k)}_{tk} h_k, k = 1, . . . , r + 1. (1.1)

Zdes~ ∇^{(k)}_{tk} = const; ∇^{(k)}_i = v^{(k)}_{i+1}v^{(k)}_{i+2} · · · v^{(k)}_{tk} , i = 1, . . . , t_k − 1, est~ posledovatel~nost~ netrivial~nyh polinomov, t.e. ∇_i ≠ const pri

i < t_k. DlØ fiksirovannogo k, k = 1, . . . , r +1, polinom u^{(k)} vzaim-

no prost s kaßdym iz polinomov v_0, v_1, . . . , v_{tk} , h_k i f_k. Polinom

∇^{(k)}_0 ØvlØetsØ obwim delitelem polinomov ψ_k i f_k.

Ravenstva vida (1.1) budem nazyvat~ ΨF -q faktorizacieæ invariantnyh polinomov matricy F .

1.2. Algoritm vyqisleniØ ΨF -q faktorizacii

Algoritm vyqisleniØ posledovatel~nosti invariantnyh polinomov vida (1.1) sostoit iz r tipiqnyh xagov. Na kaßdom xage s nomerom k, k = 1, . . . , r, vyqislØ¸tsØ polinomy f_k, h_k i invariantnyæ polinom ψ_k v faktorizovannom vide (1.1). Rassmotrim tipiqnyæ pervyæ xag, predpolagaØ, qto polinom f_0 = det F vyqislen. VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ nenulevoæ minor p_n�_1 porØdka n − 1 matricy F .

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 9 167 (2) NahoditsØ polinom g_1 = NOD{f_0, p_n�_1}. Oqevidno, g_1 =

h_1f_1, gde h_1 – polinom, nuli kotorogo prinadleßat spektru ma-

tricy F .

Esli g_1 ≠ f_0, to osuwestvlØetsØ perehod k operacii (3). V protivnom sluqae minor p_n�_1 dolßen byt~ zamenen drugim nenulevym minorom matricy F togo ße porØdka.

(3) K polinomam f := f_0 i g := g_1 primenØetsØ algoritm RP -q faktorizacii skalØrnyh polinomov ot k 6 q peremennyh, soglasno kotoromu rekurrentno vyqislØetsØ posledovatel~nost~ ravenstv

[u_i�_1, ∇_i�_1] = ∇_i[u_i, v_i], i = 1, . . . , t. (1.2)

Zdes~ ∇_i = NOD{u_i�_1, ∇_i�_1}, a u_i, v_i sut~ vzaimno prostye polinomy. Polinomy u_0 i ∇_0 opredelØ¸tsØ iz ravenstva [ f g , g ] = ∇_0[u_0, v_0], (1.3)

gde ∇_0 = NOD{^f_g , g}, a polinomy u_0, v_0 vzaimno prosty.

Vyqislenie qastnogo f/g takße moßet byt~ vypolneno s ispol~zovaniem ravenstva [f, g] = ^∇[^u, ^v ], gde ^∇ = NOD{f, g}, ^v = const, ^u = f g . Postroenie sootnoxeniæ (1.2) zakanqivaetsØ na xage t, kogda

∇_t = const (∇_i ≠ const pri i < t). V rezul~tate budut poluqeny

ravenstva f g∇_0∇_1 · · · ∇_t = u_t; g = ∇_0v_0.

Ots¸da, s uqetom togo, qto f/g = f_0/g_1 = ψ_1/h_1, f_0 = ψ_1f_1, g =

g_1 = h_1f_1, budem imet~

ψ_1 = u_t∇_0∇_1 · · · ∇_th_1;

f := f_0 = u_t∇_0∇_1 · · · ∇_tg ≡ ψ_1f_1; g = ∇_0v_0 = h_1f_1. (1.4)

DlØ vyqisleniØ polinoma h_1 rassmotrim razdel~no dve situacii: ∇_t = const pri t = 0 i ∇_t = const pri t > 0.

Ravenstvo ∇_0 ≡ ∇_t = const oznaqaet, qto polinomy f/g i g ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi, qto vozmoßno pri vypolnenii l¸- bogo iz usloviæ f = g ili r = 1, t.e. f = ψ_1ψ_2. Sluqaæ f = g ne

168 V. N. KUBLANOVSKA˚ moßet imet~ mesto v silu svoæstv posledovatel~nosti polinomov p_k, k = 1, . . . , r.

Rassmotrim vtoroæ sluqaæ, kogda r = 1. S uqetom togo, qto

g_1 = h_1f_1 = h_1ψ_2, po opredeleni¸ polinoma ∇_0 imeem

∇_0 = NOD {f g , g } = NOD {ψ_1 h_1

, h_1ψ_2 } = const,

tak qto ∇_0 = 1h_1 NOD{ψ_1, h^2_1ψ_2} = 1h_1 (NOD{ψ_1, h_1})^2 NOD{ψ_1, ψ_2}

=const. Iz ravenstva NOD{f_1, g_1} = ψ_2NOD{ψ_1, h_1}, gde NOD{f, g} = g = h_1ψ_2, nahodim h_1 = NOD{ψ_1, h_1}. Tak qto pri uslovii ∇_0 = const ime¸t mesto sootnoxeniØ: h_1 = NOD{ψ_1, h_1} = const, ∇_0NOD{ψ_1, ψ_2} = const. Takim obrazom, v tom sluqae, kogda ∇_t = const pri t = 0, iskomye polinomy budut imet~ vid h_1 = 1, ψ_1 = u_0, ψ_2 = v_0, f = u_0v_0 = ψ_1ψ_2. Pri fftom polinomy ψ_1 i ψ_2

ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi.

Rassmotrim situaci¸, kogda ∇_t = const pri t > 0. DlØ vyqisleniØ polinoma h_1 sleduet primenit~ algoritm ΨF -q faktorizacii k polinomam g = ∇_0v_0 i v_0, t.e. predstavit~ matricu [ g v_0 , v_0 ] ≡ [∇_0, v_0] v vide

[∇_0, v_0] = ∇^{(1)}[u^{(1)}, v^{(1)}], (1.5)

gde ∇^{(1)} = NOD{∇_0, v_0}, a polinomy u^{(1)} i v^{(1)} vzaimno prosty. S uqetom (1.4) i (1.5) imeem g = ∇_0v_0 = u^{(1)}v^{(1)}(∇^{(1)})^2.

V kaqestve polinoma h_1 v ravenstvah (1.4) sleduet vzØt~ polinom ∇^{(1)}. Togda iskomye polinomy ψ_1, f_1 i f budut imet~ vid

ψ_1 = u_1∇_0∇_1 · · · ∇_th_1; f_1 = g h_1 = ∇_0v_0 h_1

= (u^{(1)}∇^{(1)})v^{(1)}_0 = ∇_0v^{(1)};

f ≡ ψ_1f_1 = u_1∇_0∇_1 · · · ∇_t g. (1.6)

Vyqislenie ravenstv (1.1) dlØ l¸bogo k = 1, . . . , r + 1 vypolnØetsØ analogiqno. Tak dlØ vyqisleniØ ψ_k v kaqestve naqal~- nyh polinomov f i g berutsØ polinomy f := f_k�_1 i g = g_k, gde

f_k�_1 est~ polinom, poluqennyæ na predyduwem (k − 1)-om xage; g_k = h_kf_k = NOD{f_k�_1, p_n�_k}, p_n�_k est~ nenulevoæ minor porØdka n − k matricy F .

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 9 169 Pereædem k obosnovani¸ algoritma, t.e. dokaßem svoæstva polinomov-somnoßiteleæ, vhodØwih v faktorizaci¸ (1.1) polinoma ψ_k, k = 1, . . . , r + 1. Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno dlØ vseh ψ_k. Rassmotrim dokazatel~stvo dlØ ψ_1.

Iz ravenstv (1.2) sleduet, qto polinom u_t ØvlØetsØ delitelem kaßdogo iz polinomov u_t�_1, u_t�_2, . . . , u_0. UqityvaØ, qto po postroeni¸ polinomy u_i i v_i ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi dlØ kaßdogo fiksirovannogo i (i = 0, 1, . . . , t), zakl¸qaem, qto polinom u_t vzaimno prost s kaßdym iz polinomov v_0, v_1, . . . , v_t. Iz (1.5) sleduet, qto polinom ∇^{(1)} ØvlØetsØ delitelem polinoma v_0. Sledovatel~no, polinomy u_t i ∇^{(1)} ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi, tak kak po dokazannomu vyxe u_t i v_0 est~ vzaimno prostye polinomy.

DlØ zaverxeniØ obosnovaniØ algoritma, sleduet dokazat~, qto h_1 = ∇^{(1)}.

Predvaritel~no dokaßem, qto polinom v_0 vzaimno prost s kaßdym iz polinomov ∇_1, . . . , ∇_t, u_t.

Deæstvitel~no, vvidu (1.2), imeet mesto ravenstvo u_0 =

∇_1∇_2 · · · ∇_tu_t. Po postroeni¸, polinomy u_0 i v_0 vzaimno pro-

sty. Ots¸da sleduet, qto polinom v_0 ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov u_t i ∇_i, i = 1, . . . , t. Po dokazannomu vyxe ime¸t mesto ravenstva

ψ_1 = (∇_1 · · · ∇_tu_t)∇_0h_1 i g_1 = ∇_0v_0 = h_1f_1,

tak qto kaßdyæ iz polinomov ∇_0 i h_1 ØvlØetsØ obwim delitelem polinomov ψ_1 i g_1. S uqetom skazannogo, zakl¸qaem, qto

h_1 = NOD{∇_0, v_0} := ∇^{(1)},

qto i trebovalos~ dokazat~.

§2. Primenenie metoda ΨF -q faktorizacii k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry

2.1. Metod ΨF -q faktorizacii dlØ matric obwego vida

Pust~ F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ. TrebuetsØ vyqislit~ posledovatel~nost~ {ψ_k},

k = 1, . . . , r + 1, netrivial~nyh invariantnyh polinomov matri-

cy F v vide (1.1). UqityvaØ, qto matrica F i ee regulØrnaØ qast~ ime¸t odni i te ße invariantnye polinomy, dlØ rexeniØ zadaqi sleduet naæti regulØrnu¸ matricu (oboznaqim ee

170 V. N. KUBLANOVSKA˚ T ), spektr kotoroæ sovpadaet s regulØrnym spektrom matricy F , i vyqislit~ invariantnye polinomy ψ_k[T ], k = 1, . . . , r + 1. DlØ fftogo v sluqae odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy (q = 1) sleduet primenit~ k matrice F = F (λ), naprimer,

U T V -metod faktorizacii (sm. [1, 2]), t.e. naæti ravenstvo vida F = U T V, gde, po svoæstvam U T V -metoda, T est~ regulØrnaØ polinomial~- naØ ρ × ρ matrica, a U i V sut~ m × ρ i ρ × n polinomial~nye matricy, ne ime¸wie regulØrnogo spektra. DlØ vydeleniØ regulØrnoæ qasti mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy moßno primenit~ algoritm ∇V -q faktorizacii (sm. [3]).

2.2. FaktorizaciØ polinomial~nyh matric

Pust~ F = F (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ n × n matrica

(q = 1), f[F ] ≡ f(λ) – harakteristiqeskiæ polinom F , f_1(λ) i f_2(λ) – nekotorye izvestnye deliteli f(λ), (f(λ) = f_1(λ)f_2(λ)).

Sleduet naæti razloßenie F (λ) vida

F (λ) = F_1(λ)F_2(λ),

gde F_1 i F_2 – regulØrnye polinomial~nye n × n matricy, ime- ¸wie f_1(λ) i f_2(λ) svoimi harakteristiqeskimi polinomami:

f_1(λ) = det F_1, f_2(λ) = det F_2.

DlØ rexeniØ fftoæ zadaqi dostatoqno znat~ odin iz deliteleæ f[F ]. Algoritm vyqisleniØ F_1 i F_2 sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Sformirovat~ polinomial~nu¸ n × 2n matricu

Φ(λ) = [f_1(λ)I_n, F ], (2.1)

gde I_n – ediniqnaØ matrica.

(2) Primenit~ k matrice Φ(λ) algoritm ∇V -1 faktorizacii [1, 2]:

Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), (2.2)

gde V := [V_1, V_2], a V_1 i V_2 – n × n polinomial~nye matricy. Iz (2.2) sleduet, qto

F (λ) = ∇(λ)V_2(λ). (2.3)

Po svoæstvam ∇V -1 faktorizacii, spektr matricy ∇(λ) sovpadaet so spektrom matricy Φ(λ), t.e. s nulØmi polinoma f_1(λ).

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 9 171 Pofftomu v kaqestve iskomyh matric sleduet vzØt~ F_1(λ) = ∇(λ) i F_2(λ) = V_2(λ).

Pust~ harakteristiqeskiæ polinom f[F ] regulØrnoæ matricy

F (λ) predstavlen v vide RP -1 faktorizacii:

f[F ] = r+1∏ k=1 ( u^{(k)}∇^{(k)}_0 · · · ∇^{(k)}_{tk} ) ≡ r+1∏ k=1 α^{(k)}, (2.4)

gde α^{(k)} := u^{(k)}∇^{(k)}_0 · · · ∇^{(k)}_{tk} .

Rassmotrim rexenie sledu¸wih zadaq.

a) Naæti delitel~ F_1(λ) matricy F (λ), spektr kotorogo sovpadaet s nulØmi polinoma u^{(1)}. S fftoæ cel~¸ v kaqestve matricy Φ(λ) sleduet vzØt~ Φ(λ) = [u^{(1)}I_n, F ]. V rezul~tate primeneniØ ∇V -1 razloßeniØ k matrice Φ(λ) budem imet~ ravenstva Φ(λ) = ∇(λ)[V_1(λ), V_2(λ)], F (λ) = ∇(λ)V_2(λ). Zdes~ matrica

F_1(λ) := ∇(λ) budet iskomym delitelem F (λ), tak kak po svoæ-

stvam ∇V -1 metoda spektr ∇(λ) sovpadaet so spektrom matricy

Φ(λ), t.e. s nulØmi polinoma u_1.

b) Naæti delitel~ F_1(λ) matricy F (λ), nuli harakteristiqeskogo polinoma kotorogo sovpada¸t s nulØmi invariantnogo polinoma ψ_1(λ). S fftoæ cel~¸ v kaqestve polinoma f_1(λ) pri formirovanii matricy Φ(λ) sleduet vzØt~ polinom ψ_1(λ) =

u^{(1)}∇^{(1)}_0 (λ)∇^{(1)}_1 (λ) · · · ∇^{(1)}_t1 (λ). V rezul~tate ∇V -1 faktorizacii ma-

tricy Φ(λ):

Φ(λ) = ∇(λ)[V_1(λ), V_2(λ)]

poluqim iskomu¸ matricu F_1(λ) = ∇(λ).

v) Poluqit~ razloßenie F (λ) vida

F (λ) = P_i1 · · · P_{ir}+1Q, (2.5)

gde f[P_k] = u^{(k)}∇^{(k)}_0 · · · ∇^{(k)}_{tk} , k = 1, . . . , r + 1, f[Q] = const,

i_1, . . . , i_{r+1} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ indeksov iz mno- ßestva {1, . . . , r+1}. Metod postroeniØ ravenstva (2.5) sostoit iz r + 1 tipiqnyh xagov. DlØ opredelennosti vyberem i_k = k, k = 1, . . . , r + 1.

Na pervom xage vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1) FormiruetsØ matrica Φ_1(λ) = [α^{(1)}I_n, F_0], F_0 = F . (2) NahoditsØ ∇V -1 faktorizaciØ Φ_1(λ): Φ_1(λ) = ∇^{(1)}V^{(1)} =

∇^{(1)}[V^{(1)}_1 , V^{(1)}_2 ], gde V^{(1)}_2 est~ matrica, sostavlennaØ iz poslednih

n stolbcov V^{(1)}.

172 V. N. KUBLANOVSKA˚

Rezul~tatom pervogo xaga budet ravenstvo

F_0 = P_1F_1, gde P_1 = ∇^{(1)}, F_1 = V^{(1)}_2 .

Pust~ na xage k poluqeno ravenstvo

F_k�_1 = P_1P_2 · · · P_kF_k.

DlØ vyqisleniØ ravenstva F_k = P_{k+1}F_{k+1} k matrice Φ_{k+1} =

[α^{(k+1)}I_n, F_k] primenØetsØ metod ∇V -1 faktoriazcii: Φ_{k+1} = ∇^{(k+1)}[V^{(k+1)}_1 , V^{(k+1)}_2 ], tak qto imeet mesto ravenstvo F_k = ∇^{(k+1)}V^{(k+1)}_2 . Iskomymi matricami (k + 1)-go xaga ØvlØ¸tsØ P_{k+1} = ∇^{(k+1)} i F_{k+1} = V^{(k+1)}_2 . Process zakanqivaetsØ na xage k = r + 1. V rezul~tate budem imet~ faktorizaci¸ (2.5) matri-

cy F (λ), gde Q(λ) = V^{(r+1)}_2 est~ unimodulØrnaØ matrica.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 3–329.

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Qislennye metody rexeniØ parametriqeskih zadaq. Q. 1 Odnoparametriqeskie zadaqi. Nauka, S.-Peterburg, 2004.

3. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 5.

— Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 144–153.

4. V. B. Hazanov, Metody rexeniØ nekotoryh parametriqeskih zadaq algebry. — Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 164–181.

5. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry 8.

— Zap. nauqn. semin. POMI 334 (2006), 149–164.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 9. The ΨF -q method for factorizing invariant polynomials and its applications.

A new method (the ΨF -q method) for computing the invariant polynomials of a q-parameter (q ¿ 1) polynomial matrix F is suggested. Invariant polynomials are computed in factored form, which permits one to analyze the structure of the regular spectrum of the matrix F , to isolate the divisors of each of the invariant polynomials whose zeros belong to the invariant polynomial in question, to find the divisors whose zeros belong to at least two of the neighboring invariant polynomials, and to determine the heredity levels of points of the spectrum for each of the invariant polynomials. Applications of the ΨF -q method to representing

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 9 173 a polynomial matrix F (λ) as a product of matrices whose spectra coincide with the zeros of the corresponding divisors of the characteristic polynomial and, in particular, with the zeros of an arbitrary invariant polynomial or its divisors are considered.

Postupilo 9 marta 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: verakub@pdmi.ras.ru