Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 8. METOD RP–q FAKTORIZACII I EGO PRIMENENI˚

1. RP -q faktorizaciØ skalØrnyh polinomov

1.1. Postanovka zadaqi

Pust~ f := f(μ_1, . . . , μ_q) est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh, q ¿ 1, g est~ delitel~ f takoæ, qto polinomy f/g i g ne ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi. V qastnosti, f ≠ g; g ≠ const; polinom f ne ØvlØetsØ neprivodimym v rassmatrivaemom qislovom pole.

Niße predlagaetsØ algoritm (RP -q algoritm) predstavleniØ polinoma f v sledu¸wih vidah:

f = u^{(1)}_t ∇^{(1)}_0 ∇^{(1)}_1 · · · ∇^{(1)}_t g, g = ∇^{(1)}_0 v^{(1)}_0 ; (1.1) f = s∏ k=1 ( u^{(k)}_{tk} ∇^{(k)}_0 ∇^{(k)}_1 · · · ∇^{(k)}_{tk} ) ∇(^s)0 v(^s)0 , (1.2)

gde ∇^{(s)}_0 i v^{(s)}_0 sut~ vzaimno prostye polinomy. Pri fftom ravenstvo (1.2) imeet mesto, esli pri 1 6 k < s polinomy ∇^{(k)}_0 i v^{(k)}_0 ne ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi.

DlØ l¸bogo fiksirovannogo k, k = 1, . . . , s, spravedlivy sledu¸wie svoæstva razloßeniæ (1.1), (1.2).

(α) ∇^{(k)}_{tk} = const, ∇^{(k)}_i = v^{(k)}_{i+1}v^{(k)}_{i+2} · · · v^{(k)}_{tk} ∇^{(k)}_{tk} ≠ const pri i = 1, . . . , t_k − 1. (β) Polinom u^{(k)}_{tk} ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_0 , v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{tk} .

(γ) Polinom ∇^{(k)}_i ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_0 , . . . , v^{(k)}_{i−1}, i = 1, 2, . . . , t_k. DlØ kaßdogo fiksirovannogo i, i = 1, . . . , t_k − 1, polinomy v^{(k)}_0 , v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{i−1} vzaimno prosty s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_j , j = i + 1, . . . , t_k. 149

150 V. N. KUBLANOVSKA˚

(δ) Polinom u^{(k)}_{tk} ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov ∇^{(k)}_0 i g.

RealizaciØ razloßeniæ (1.1) i (1.2) osnovana na vyqislenii naibol~xego obwego delitelØ (NOD) dvuh proizvol~nyh polinomov ot k 6 q peremennyh i ih preobrazovanii vo vzaimno prostye polinomy. Drugimi slovami, osnovnoæ operacieæ realizacii razloßeniæ (1.1) i (1.2) ØvlØetsØ vyqislenie dlØ l¸byh dvuh polinomov f_1 i f_2 sootnoxeniØ

[f_1, f_2] = δ[f_3, f_4], (1.3)

gde [f_i, f_j ] est~ q-parametriqeskaØ (q ¿ 1) polinomial~naØ 1 × 2 matrica, δ est~ NOD polinomov f_1 i f_2, a polinomy f_3 i f_4 vzaimno prosty.^1

1.2. Algoritm RP -faktorizacii i ego obosnovanie

Algoritm vyqisleniØ razloßeniæ (1.1) i (1.2) vypolnØet sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ polinom ^u := f/g, t.e. nahoditsØ ravenstvo vida (1.3) dlØ matricy [f, g] : [f, g] = ^∇[^u, ^v], gde ^v = const, ^u = f/g. (2) Po rekursii vyqislØ¸tsØ sootnoxeniØ vida (1.3) dlØ matricy [u_{k−1}, ∇_{k−1}]:

[^u, g] = ∇_0[u_0, v_0],

[u_{k−1}, ∇_{k−1}] = ∇_k[u_k, v_k], k = 1, . . . , t. (1.4)

Zdes~ ∇_i ≠ const pri i < t; ∇_t = const, g = ∇_0v_0;

u_{i−1} = f g∇_0∇_1 · · · ∇_{i−1} . Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1) i (2) ØvlØetsØ ravenstvo [u_{t−1}, ∇_{t−1}] = ∇_t[u_t, v_t], iz kotorogo nahodim

f = u_t∇_0∇_1 · · · ∇_tg, g = ∇_0v_0. (1.5)

V oboznaqeniØh u^{(1)}_t := u_t, ∇^{(1)}_k := ∇_k, v^{(1)}_k := v_k ravenstvo (1.5) sovpadaet s iskomym ravenstvom (1.1).

1Algoritmy vyqisleniØ ravenstva (1.3) dlØ skalØrnyh polinomov ot odnoæ peremennoæ privedeny, naprimer, v [1, 2], a dlØ polinomov ot neskol~kih peremennyh – v [3, 4].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 151

Esli polinomy ∇_0 i v_0 (t.e. deliteli polinoma g) ne ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi, to process faktorizacii polinoma f dlØ poluqeniØ ravenstva (1.2) prodolßaetsØ. V kaqestve naqal~nyh polinomov dlØ vypolneniØ sledu¸wego xaga berutsØ polinomy g i v^{(1)}_0 , a v kaqestve naqal~noæ matricy dlØ vypolneniØ rekursii (1.4) beretsØ matrica [ g v^{(1)}_0

, v^{(1)}_0 ] ≡ [∇^{(1)}_0 , v^{(1)}_0 ].

Process razloßeniØ f na mnoßiteli zakanqivaetsØ na xage k = s, kogda polinomy ∇^{(s)}_0 i v^{(s)}_0 budut vzaimno prosty.^2 Pereædem k obosnovani¸ algoritma. Snaqala ustanovim, qto algoritm postroeniØ razloßeniæ (1.1) i (1.2) ØvlØetsØ koneqnym.

Po postroeni¸ iz (1.4) vyteka¸t sledu¸wie sootnoxeniØ:

deg ∇^{(k)}_0 > deg ∇^{(k)}_1 > · · · > deg ∇^{(k)}_{tk} ; ∇_{tk} = const

deg ∇^{(1)}_0 > deg ∇^{(2)}_0 > · · · > deg ∇^{(s)}_0 ;

deg v^{(1)}_0 > deg v^{(2)}_0 > · · · > deg v^{(s)}_0 .

(1.6)

Spravedlivost~ (1.6) dokazyvaet koneqnost~ algoritma.

Dokaßem svoæstva polinomov, vhodØwih v razloßeniØ (1.1) i (1.2) dlØ kaßdogo fiksirovannogo k = 1, . . . , s, pri fftom znaqok k budem dlØ kratkosti opuskat~. Pri dokazatel~stve ispol~zuem spravedlivost~ sledu¸wih utverßdeniæ.

Lemma.

1) Esli f_1 i f_2 sut~ vzaimno prostye polinomy, to l¸boæ delitel~ polinoma f_1 (polinoma f_2) ØvlØetsØ vzaimno prostym s polinomom f_2 (s polinomom f_1).

2) Polinomy u_i, v_i, i = 0, 1, . . . , t, vhodØwie v sootnoxeniØ (1.4), ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi.

3) Ime¸t mesto ravenstva:

u_{i−1} = ∇_iu_i = ∇_i∇_{i+1}u_{i+1} = · · · = ∇_i∇_{i+1} · · · ∇_tu_t, i = 1, . . . , t, (1.7)

∇_{i−}1 = ∇_iv_i = ∇_i+1v_iv_i+1 = · · · = v_iv_i+1 · · · v_t∇_t. (1.8)

2Kriteriem vzaimnoæ prostoty dvuh polinomov v (1.3) ØvlØetsØ ravenstvo ffi = const.

152 V. N. KUBLANOVSKA˚

Spravedlivost~ utverßdeniØ 1) sleduet iz opredeleniØ vzaimno prostyh polinomov kak polinomov, ne ime¸wih obwih deliteleæ. Spravedlivost~ 2) i 3) sleduet iz sootnoxeniæ (1.4).

Iz ravenstv (1.7) sleduet, qto polinom u_t ØvlØetsØ delitelem kaßdogo iz polinomov u_i, i = 0, 1, . . . , t. Togda iz utverßdeniæ 2) i 1) sleduet spravedlivost~ svoæstva (β).

Iz (1.7) sleduet, qto polinom ∇_i, i = 1, . . . , t, est~ delitel~ kaßdogo iz polinomov u_{i−1}, . . . , u_0. Po svoæstvu β) polinomy u_j i v_j , j = 0, 1, . . . , t, vzaimno prosty. Sledovatel~no, s uqetom lemmy polinom ∇_i ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v_0, v_1, . . . , v_{i−1}. Ots¸da, uqityvaØ ravenstvo ∇_i = v_{i+1}, . . . , v_t, zakl¸qaem, qto kaßdyæ iz polinomov v_0, v_1, . . . , v_{i−1} ØvdØetsØ vzaimno prostym s l¸bym iz polinomov v_j , j = i + 1, . . . , t − 1. Spravedlivost~ svoæstva γ) ustanovlena. Spravedlivost~ svoæstva (δ) sleduet iz dokazannyh vyxe svoæstv s uqetom ravenstv ∇0 = ∇_tv_1v_2 · · · v_t, g = ∇_0v_0.

V dal~neæxem, ne umØlØØ obwnosti, v kaqestve RP -q faktorizacii polinoma f budem brat~ ravenstvo (1.1).

1.3. Primenenie RP -q metoda k faktorizacii invariantnyh polinomov

Pust~ F est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica (q ¿ 1); f_0 = f_0[F ] = det F – harakteristiqeskiæ polinom F ; ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_{r+1} – posledovatel~nost~ netrivial~nyh invariantnyh polinomov F : ψ_k = f_{k−1}/f_k, k = 1, . . . , r + 1, f_k est~ NOD vsevozmoßnyh minorov porØdka n − k matricy F . Budem predpolagat~, qto polinomy f_0, ψ_k, k = 1, . . . , r +1, izvestny. Vyqislenie f_0 moßno realizovat~ metodom sledov D. K. Faddeeva dlØ regulØrnoæ polinomial~noæ q-parametriqeskoæ matricy (sm. [1]). Sposoby vyqisleniØ posledovatel~nosti invariantnyh polinomov {ψ_k}, k = 1, . . . , r + 1, privedeny v [2] dlØ sluqaØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F = F (λ), a dlØ mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy – v [5, 6].

StavitsØ zadaqa faktorizacii polinomov ψ_k, k = 1, . . . , r +1, s ispol~zovaniem RP -q metoda. DlØ opredelennosti rassmotrim faktorizaci¸ polinoma ψ_1, t.e. predstavlenie ψ_1 v vide

ψ_1 = u^{(1)}_t ∇^{(1)}_0 ∇^{(1)}_1 · · · ∇^{(1)}_t . (1.9)

Zdes~ ∇^{(1)}_i = v^{(1)}_{i+1}v^{(1)}_{i+2} · · · v^{(1)}_t ; ∇^{(1)}_i ≠ const pri i < t, ∇^{(1)}_t = const.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 153

Polinom u^{(1)}_t ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov ψ_i, i = 2, . . . , r + 1; v^{(1)}_j , j = 0, 1, . . . , t, ∇^{(1)}_0 . Polinom ∇^{(1)}_0 imeet obwie deliteli s polinomom f_1, f_1 = ψ_2ψ_3 · · · ψ_{r+1}.

DlØ vyqisleniØ ravenstva (1.9) primenØetsØ algoritm RP - q faktorizacii skalØrnogo polinoma iz p. 1.2, gde v kaqestve naqal~nyh dannyh berutsØ polinomy f := f_0 i g := f_1. Vvidu togo, qto f g = f_0 f_1

= ψ_1, rezul~tatom primeneniØ RP -q algoritma budet ravenstvo (1.9). Spravedlivost~ svoæstv polinomov, vhodØwih v (1.9), sleduet iz svoæstv polinomov, vhodØwih v RP -q faktorizaci¸.

DlØ vyqisleniØ faktorizacii polinoma ψ_k dlØ l¸bogo k > 1, sleduet primenit~ algoritm RP -q faktorizacii k polinomam f := f_{k−1} i g = f_k. S uqetom ravenstv f g = f_{k−1} f_k = ψ_k, poluqim

ψ_k = u^{(k)}_{tk} ∇^{(k)}_0 ∇^{(k)}_1 · · · ∇^{(k)}_{tk} . (1.10)

Zdes~ ∇^{(k)}_{tk} = const, ∇^{(k)}_i = v^{(k)}_{i+1}v^{(k)}_{i+2} · · · v^{(k)}_{tk} , i = 0, 1, . . . , t_k, ∇^{(k)}_i ≠ const pri i < t_k.

Polinom u^{(k)}_{tk} ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_0 , v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{tk} , ∇^{(k)}_0 , f_{k+i}. Polinom ∇^{(k)}_0 imeet obwie deliteli s polinomom f_{k+1}. Polinom ∇^{(k)}_j , j = 1, . . . , t_k, ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_0 , v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{j−1}. Pri fftom polinom v^{(k)}_i , i = j + 1, . . . , t_k, ØvlØetsØ vzaimno prostym s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_0 , v^{(k)}_1 , . . . , v^{(k)}_{i−1}.

1.4. Primenenie algoritma RP -q faktorizacii k rexeni¸ SNAU

Pust~ f_k := f_k(μ) = 0, k = 1, . . . , n, (1.11)

est~ sistema nelineænyh algebraiqekih uravneniæ (SNAU) ot

k 6 q peremennyh μ = (μ1, . . . , μq), ime¸waØ (q − k)-mernye rexe-

niØ. Zadaqa sostoit v vyqislenii (q −1)-mernyh rexeniæ SNAU (v tom qisle i ih pereseqeniæ s drugimi (q − k)-mernymi rexeniØmi) i ih isqerpyvanii iz SNAU (1.11).

PredlagaetsØ algoritm rexeniØ zadaqi, sostoØwiæ iz treh stadiæ. Na pervoæ stadii levaØ qast~ kaßdogo iz uravneniæ

154 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1.11) predstavlØetsØ v vide RP -q faktorizacii. Na vtoroæ stadii vyqislØ¸tsØ polinomy, kaßdyæ iz kotoryh predstavlØet soboæ proizvedeniæ (q − 1)-mernyh rexeniæ. NahoditsØ SNAU, rexeniØ kotoroæ otliqa¸tsØ ot rexeniæ SNAU (1.11) otsutstviem (q − 1)-mernyh rexeniæ. Na tret~eæ stadii iz SNAU, poluqennoæ na vtoroæ stadii, isqerpyva¸tsØ kritiqeskie toqki rexaemoæ sistemy.

Rassmotrim realizaci¸ kaßdoæ stadii razdel~no.

PervaØ stadiØ. Kaßdyæ polinom fk(μ) k = 1, . . . , n, iz (1.11)

predstavlØetsØ v vide RP -q faktorizacii s ispol~zovaniem algoritma iz p. 1.2. V kaqestve naqal~nyh polinomov dlØ primeneniØ RP -q algoritma vybira¸tsØ polinomy f := f_k(μ) i g = g(μ), gde g(μ) est~ naibol~xiæ obwiæ delitel~ sovokupnosti polinomov f_1(μ), . . . , f_n(μ).

Rezul~tatom pervoæ stadii budut ravenstva

f_k(μ) = g(μ)∇^{(k)}_0 (μ)∇^{(k)}_1 (μ) · · · ∇^{(k)}_{tk} (μ)u^{(k)}_{tk} (μ),

k = 1, . . . , n, ∇^{(k)}_{tk} (μ) = const, g = v^{(k)}_0 (μ)∇^{(k)}_0 (μ).

(1.12)

Ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto t_1 < t_2 < · · · < t_r. Po svoæstvam RP -q faktorizacii pri l¸bom fiksirovannom k, k = 1, . . . , n, polinomy, vhodØwie v ravenstva (1.12), oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami.

1^∘. ∇^{(k)}_i (μ) = ∏_{tk} j=i+1 v (k) j (μ), i = 0, 1, . . . , t_k − 1. 2^∘. Kaßdyæ polinom v^{(k)}_j (μ), j = 1, . . . , i − 1, vzaimno prost s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_{i+1}, . . . , v^{(k)}_{tk} .

3^∘. Polinom ∇^{(k)}_i (μ), i = 1, . . . , t_k, vzaimno prost s kaßdym iz polinomov v^{(k)}_j (μ), j = 0, 1, . . . , i − 1.

VtoraØ stadiØ sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØ¸tsØ polinomy δ[∇_i], i = 0, 1, . . . , t_k, gde δ[∇_i] = NOD { ∇(^k)_i (μ) }_n k=1.

(2) VyqislØ¸tsØ polinomy δ[v_i], i = 0, 1, . . . , t_k, gde

δ[v_0] = NOD { v^{(k)}_0 }_n k=1;

δ[v_i] := δ[∇_{i−1}] δ[∇_i] , i = 1, . . . , t_k. (1.13)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 155

Rezul~tatom vtoroæ stadii ØvlØ¸tsØ iskomye polinomy i SNAU, kotoraØ ne soderßit (q − 1)-mernyh rexeniæ SNAU (1.11). Polinom δ[v_0] est~ proizvedenie (q − 1)-mernyh rexeniæ SNAU (1.11), ne ime¸wih obwih nuleæ s drugimi ee (q − k)- mernymi (k ≠ 1) rexeniØmi. Polinom δ[∇_0] =^{tk} ∏ i=1 δ[v_i] est~ proizvedenie (q − 1)-mernyh rexeniæ SNAU (1.11), ime¸wih obwie nuli s drugimi ee (q − k)-mernymi rexeniØmi. RexeniØ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ

^f_k(μ) = 0, k = 1, . . . , n, (1.14)

gde f_k(μ) = δ[v_0]δ[∇_0] ^f_k(μ), otliqa¸tsØ ot rexeniæ SNAU (1.11) otsutstviem ee (q − 1)-mernyh rexeniæ.

Tret~Ø stadiØ sostoit v vypolnii sledu¸wih operaciæ.

(1) Matrica ^F (μ) := [ ^f_1(μ), . . . , ^f_n(μ)] zapisyvaetsØ v vide matriqnogo polinoma po stepenØm odnogo (skaßem μ_i) iz svoih parametrov: ^F (μ) ≡ ^F (μ_i; μ_{q−i}) =^{si} ∑ k=0 μ^k_i C_k(μ_{q−i}), gde μ_{q−i} := (μ_1, . . . , μ_{i−1}, μ_{i+1}, . . . , μ_q). (2) NahoditsØ ΔW -q faktorizaciØ [8] matricy ^F (μ)

^F (μ_i; μ_{q−i})W^{(i)}(μ) = [Δ^{(i)}(μ), 0].

Zdes~ W^{(i)}(μ) = [W^{(i)}_1 (μ), W^{(i)}_0 (μ)] – polinomial~naØ q-parametri-qeskaØ n × n matrica, W^{(i)}_1 (μ) – polinomial~nyæ vektor-stolbec, W^{(i)}_0 (μ) – n × (n − 1) matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy ^F (μ), 0 – nulevaØ stroka, Δ^{(i)}(μ) – polinom ot q peremennyh.

(3) VyqislØetsØ vektor ^W^{(i)}_1 (μ) =^1_{δ[W (i)1 ]} W^{(i)}_1 (μ), gde δ[W^{(i)}_1 ]

est~ NOD komponent vektora W^{(i)}_1 (μ).

(4) VyqislØetsØ polinom

^Δ^{(i)}(μ) := ^F (μ)^W^{(i)}_1 (μ).

156 V. N. KUBLANOVSKA˚

Operacii (1)–(4) vypolnØ¸tsØ dlØ i = 1, . . . , q. Rezul~tatom budet posledovatel~nost~ polinomov ^Δ^{(i)}(μ), i = 1, . . . , q.

(5) VyqislØetsØ polinom Δ(μ) =^q ∏ i=1 Δ^{(i)}(μ), t.e. polinom, nu-

li kotorogo sovpada¸t s kritiqeskimi toqkami matricy ^F (μ) (sm. [7]).

(6) FormiruetsØ 1 × 2n matrica Φ(μ) = [Δ(μ)I_n, ^F ] i vyqislØetsØ ee ∇V -q faktorizaciØ

Φ(μ) = ∇(μ)[V_1(μ), V_2(μ)].

Zdes~ ∇(μ) est~ polinom, nuli kotorogo sovpada¸t s kritiqeskimi toqkami matricy ^F (μ) (ili, qto to ße, s kritiqeskimi toqkami rexaemoæ SNAU); V_2(μ) = [f^{(1)}_1 , . . . , f^{(1)}n ], gde f^{(1)}_k (μ) = 0, k = 1, . . . , n, est~ iskomaØ SNAU, t.e. SNAU, rexeniØ kotoroæ ne soderßat kritiqeskih toqek i sovpada¸t s (q − k)-mernymi rexeniØmi SNAU (1.11) (q ≠ 1).

Zameqanie. Isqerpyvanie kritiqeskih toqek moßno realizo-

vat~ dlØ SNAU (1.11), minuØ perehod k SNAU (1.14). S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) K matrice F (μ) = [f_1(μ), . . . , f_n(μ)] primenØetsØ algoritm ΔW -q faktorizacii, t.e. vypolnØ¸tsØ operacii (1)–(5) iz tret~eæ stadii. Rezul~tatom budet polinom (oboznaqim ego popreßnemu) Δ(μ).

(2) K polinomu Δ(μ) primenØetsØ algoritm nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii [9], t.e. nahoditsØ razloßenie vida Δ(μ) = φ(μ)g(μ), gde g(μ) – polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot k 6 q − 1 peremennyh.

(3) K matrice Φ(μ) = [φ(μ)I_n, F ] primenØetsØ algoritm ∇V -q faktorizacii, Φ(μ) = ∇(μ)[V_1(μ), V_2(μ)],

gde V_2(μ) = [f^{(1)}_1 (μ), . . . , f^{(1)}n (μ)] est~ 1 × n matrica; f^{(1)}_k (μ) = 0, k = 1, . . . , n, est~ iskomaØ SNAU.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 157

2. RP -q faktorizaciØ matricy

2.1. Opredelenie

Pust~ F = F (μ), μ = (μ_1, . . . , μ_q), est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica polnogo stroqnogo ranga: F ∈ F^{m×n}_m . Rassmotrim faktorizaci¸ matricy F vida F = ^G (^t∏ i=0 D_i ) U_t. (2.1)

Zdes~ D_i = D_i(μ), i = 0, . . . , t, regulØrnye q-parametriqeskie polinomial~nye m×m matricy, D_t(μ) est~ unimodulØrnaØ po vsem parametram μ_1, . . . , μ_q matrica, tak qto det D_t(μ) = const ≠ 0, det D_i(μ) ≠ const pri i ≠ t; D_i(μ) = D_{i+1}(μ)V_{i+1}(μ), i = 0, 1, . . . , t−1; V_i = V_i(μ), i = 0, 1, . . . , t, – regulØrnye polinomial~nye m × m matricy: σ_r[V_i] ∩ σ_r[V_j] = ?, i = 0, 1, . . . , t − 1; j = i + 1, . . . , t; ^G = ^G(μ) = D_0V_0 – q-parametriqeskaØ regulØrnaØ polinomial~- naØ m × m matrica; σ[D_0] = σ_{rs}[F ], σ[V_0] = σ_{r1}[F ]; U_t = U_t(μ) – qparametriqeskaØ polinomial~naØ m×n matrica: σ_r[U_t]∩σ_r[D_i] = ?; σr[Ut] ∩ σr [Vi] = ?, i = 0, 1, . . . , t, σs[Ut] ⊆ σs[F ]. Na ravenstvo (2.1) budem ssylat~sØ kak na RP -q faktorizaci¸ matricy F .

2.2. Algoritm vyqisleniØ RP -q faktorizacii

Algoritm vyqisleniØ faktorizacii (2.1) sostoit v vypolnenii sledu¸wiæ operaciæ.

(1) Naæti ΔV -q faktorizaci¸ matricy F (μ):

F (μ) = Δ(μ)V (μ), (2.2)

naprimer, ispol~zuØ algoritm ∇V -q faktorizacii [3]. Zdes~ ∇(μ) – regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m×m matrica: σ_r[∇] = σ_r[F ]; V (μ) – q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m: σ[F ] = σ[∇] ∪ σ[V ], σ_s[F ] = σ_s[V ].

(2) Vyqislit~ ∇V -q faktorizaci¸ m × (n + m) matricy [F, ∇]: [F, ∇] = ^G[ ^U, ^V ], (2.3) gde ^G = ^G(μ) – regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × m matrica; [ ^U , ^V ] – m × (n + m) matrica s blokami ^U = ^U (μ) i ^V = ^V (μ) razmerov m × n i m × m sootvetstvenno.

158 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3) Po rekursii vyqislit~ koneqnu¸ posledovatel~nost~ ravenstv [U_{i−1}, D_{i−1}] = D_i[U_i, V_i], i = 1, . . . , t, (2.4) gde [ ^U , ^G] = D_0[U_0, V_0]. (2.5)

Kaßdoe iz ravenstv (2.4), (2.5) est~ ∇V -q faktorizaciØ m × (n + m) matric Φ_{i−1}(μ) := [U_{i−1}, D_{i−1}], ^Φ(μ) := [ ^U, ^G].

Process vyqisleniØ ravenstv (2.4) zakanqivaetsØ na xage t, kogda det D_t = const. Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1)–(3) ØvlØ¸tsØ sledu¸wie ravenstva:

U_{i−1} = D_iU_i = D_iD_{i+1}U_{i+1} = · · · = D_iD_{i+1} · · · D_tU_t,

i = 1, . . . , t; (2.6)

D_{i−1} = D_iV_i = D_{i+1}V_{i+1}V_i = · · · = D_tV_tV_{t−1} · · · V_i,

i = 1, . . . , t; (2.7)

^G = D_0V_0; (2.8) F = ^G (^t∏ i=0 D_i ) U_t = ^G {^t∏ i=0 ( D_t i+1∏ j=1 V_j )} U_t. (2.9)

2.3. Obosnovanie RP -q algoritma

DlØ obosnovaniØ algoritma p. 2.2 sleduet dokazat~, qto matricy, vhodØwie v ravenstvo (2.9), ime¸t svoæstva matric RP -q faktorizacii (2.1). S fftoæ cel~¸ rassmotrim sledu¸wie svoæstva algoritma.

(1) σ_r[ ^G] = σ_r[∇], (2.10) t.e. matrica ^G otliqaetsØ ot matricy ∇ unimodulØrnym mnoßitelem: ∇ = ^G ^V , gde det ^V = const.

Spravedlivost~ (2.10) sleduet iz (2.3).

(2) Algoritm p. 2.2 postroeniØ posledovatel~nosti matric D_k, k = 0, 1, . . . , t, koneqnyæ. Spravedlivost~ fftogo utverßdeniØ sleduet iz sootnoxeniæ

σ[U_{i−1}] = σ_r[D_i] ∪ σ[U_i], σ_r[U_{i−1}] ⊇ σ_r[D_i], σ_r[D_{i−1}] ⊇ σ_r[D_i], i = 1, . . . , t,

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 159

(pri fftom σ_r[D_{i−1}] ⊃ σ_r[D_i] dlØ vseh i < t), vyteka¸wih iz (2.6) i (2.7).

(3) σ_s[U_i] = σ_s[U_{i−1}], i = 1, . . . , t. (2.11) Spravedlivost~ sleduet iz (2.4) i (2.5).

(4) σ_r[U_i] ∩ σ_r[V_i] = ?, i = 0, 1, . . . , t. (2.12)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Φ := [Ui−1, Di−1], gde Ui−1 i Di−1

sut~ q-parametriqeskie polinomial~nye matricy ranga m razmerov m × n i m × m sootvetstvenno. Po opredeleni¸ koneqnogo regulØrnogo spektra, σ_r[Φ] est~ mnoßestvo nuleæ harakteristiqeskogo polinoma f[Φ], kotoryæ est~ NOD vsevozmoßnyh minorov porØdka m matricy Φ. Iz skazannogo sledu¸t ravenstva f[Φ] = NOD{f[U_{i−1}], f[D_{i−1}]}, gde po postroeni¸ f[Φ] = f[D_i], tak qto imeem f[U_{i−1}] = f[D_i]f[U_i], f[D_{i−1}] = f[D_i]f[V_i].

Zdes~ f[U_i] i f[V_i] sut~ vzaimno prostye polinomy. Sledovatel~- no, σ_r[U_i] ∩ σ_r[V_i] = ?. Spravedlivost~ (2.12) ustanovlena. (5) Spravedlivo ravenstvo σ[D_0] = σ_{rs}[F ]. (2.13)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim^^Φ = [^^U,^^G], Φ0 := [U0, V0]. Iz raven-

stva (2.3) imeem

σ[^Φ] = σ[D_0] ∪ σ[Φ_0] = σ_r[D_0] ∪ σ_s[Φ_0]. (2.14) Zdes~ σ[D_0] = σ_r[D_0], σ[Φ_0] = σ_r [Φ_0] ∪ σ_s[Φ_0] = σ_s[Φ_0], tak kak po ustanovlennomu vyxe σ_r[Φ_0] = σ_r[U_0, V_0] = ?. Po opredeleni¸ regulØrnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy nahodim σ_r[Φ] ≡ {f[^Φ] = 0} = {NOD{f[ ^U ], f[G]} = 0}, gde f[ ^U ] = f[G^{−1}F ] =^{f[F ]}_{f[G]} , tak qto

σ_r[^Φ] = σ_{rs}[F ]. (2.15) Ots¸da σ[^Φ] = σ_r[^Φ] ∪ σ_s[^Φ] = σ_{rs}[F ] ∪ σ_s[^Φ]. (2.16)

160 V. N. KUBLANOVSKA˚

Iz (2.3) nahodim: σ_s[^Φ] = σ_s[Φ_0], tak qto s uqetom (2.14) i (2.16) imeem σ_{rs}[F ] ∪ σ_s[Φ_0] = σ_r[D_0] ∪ σ_s[Φ_0].

Sledovatel~no, σ_r[D_0] = σ_{rs}[F ]. Spravedlivost~ (2.13) ustanovlena.

Pereædem k dokazatel~stvu svoæstv matric, vhodØwih v razloßenie (2.9).

1) Spravedlivy sootnoxeniØ σ_r[D_i] ∩ σ_r [V_{i−1}] = ?, i = 1, . . . , t, (2.17) σ_r[V_i] ∩ σ_r[V_j] = ?, i = 0, 1, . . . , t − 1, j = i + 1, . . . , t. (2.18) Iz (2.6) i (2.7) nahodim σ_r[U_{i−1}] ⊇ σ_r[U_i], σ_r[V_{i−1}] ⊇ σ_r[D_i].

Ots¸da s uqetom (2.12) i ravenstva (2.7) sleduet, qto σ_r[D_i] ∩ σ_r[V_{i−1}] = ?, i = 1, . . . , t; σ_r[V_j] ∩ σ_r[V_{i−1}] = ?, j = i + 1, . . . , t. Tem samym spravedlivost~ (2.17) i (2.18) ustanovlena.

2) Spravedlivy sootnoxeniØ σ_r[U_t] ∩ σ_r [V_{i−1}] = ?, i = 1, . . . , t; (2.19) σ_r[U_t] ∩ σ_r [D_i] = ?, i = 0, 1, . . . , t; (2.20) σ_r[ ^G] ∩ σ_r[U_t] = ?; (2.21) σ_s[U_t] = σ_s[F ]. (2.22)

Dokazatel~stvo. Iz (2.6) sleduet sootnoxenie

σ_r[U_t] ⊆ σ_r[U_{i−1}], i = 1, . . . , t. (2.23) Ots¸da s uqetom (2.12) imeem σ_r[U_t] ∩ σ_r[V_{i−1}] = ?, i = 1, . . . , t, tak qto spravedlivost~ (2.19) dlØ i = 1, . . . , t ustanovlena.

Spravedlivost~ (2.20) sleduet iz (2.19), esli prinØt~ vo vnimanie (2.7) i ravenstvo σ_r[D_i] =^t ⋃ j=i+1 σ_r[V_j].

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 161

Spravedlivost~ (2.21) sleduet iz (2.9), esli prinØt~ vo vnimanie ravenstvo F = F_1U_t, gde F_1 := ^GD_0D_1 · · · D_t est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × m matrica, U_t est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m.

3) Ime¸t mesto sootnoxeniØ

σ_r[ ^G] = σ_r[F ], σ_{rs}[F ] = σ_{rs}[D_0], σ_{r1}[F ] = σ_r[V_0], (2.24)

tak qto

σ_r[F ] = σ_r[D_0] ∪ σ_r[V_0], σ_r[D_0] ∩ σ_r[V_0] = ?.

Deæstvitel~no, po opredeleni¸ regulØrnogo spektra imeem

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{rs}[F ], σ_{r1}[F ] ∩ σ_{rs}[F ] = ?.

Iz (2.8), s uqetom (2.10) i (2.13), nahodim

σ_r[ ^G] = σ_r[F ] = σ_r[D_0] ∪ σ_{r1}[F ] = σ_{rs}[F ] ∪ σ_r [V_0].

Ots¸da σ_r[V_0] = σ_r[F ] \ σ_{rs}[F ]. No σ_r [F ] \ σ_{rs}[F ] = σ_{r1}[F ], tak qto σ_r[V_0] = σ_{r1}[V_0]. Spravedlivost~ (2.24) ustanovlena. Dokazatel~- stvo sootnoxeniæ (2.17)–(2.24) zaverxaet obosnovanie algorit- ma. 2.4. Primenenie metoda RP -q faktorizacii 2.4.1. Vyqislenie nasledstvennyh polinomov

Pust~ F := F (μ) ∈ F^{m×n}_m , m 6 n. Rassmotrim primenenie algoritma iz p. 2.2 k vyqisleni¸ nasledstvennyh polinomov [6] matricy F (μ).

Iz svoæstv algoritma RP -q faktorizacii (2.1) matricy F sledu¸t ravenstva D_k(μ) = D_{k+1}(μ)V_{k+1}(μ), k = 0, 1, . . . , t − 1, det D_t(μ) = const, gde D_k(μ), V_{k+1}(μ) sut~ regulØrnye q-paramet-riqeskie polinomial~nye m × m matricy. Ots¸da nahodim

φ_k(μ) := det V_{k+1}(μ) = det D_k(μ) det D_{k+1}(μ) , k = 0, . . . , t − 1, det D_0(μ) = φ_0(μ)φ_1(μ) · · · φ_{t−1}(μ).

(2.25)

Posledovatel~nost~ { φ_k(μ) }_{t−1} k=0 est~ posledovatel~nost~ nasledstvennyh polinomov matricy F (μ). Kaßdyæ polinom φ_k(μ) zavisit ot q peremennyh. NulØmi φ_k(μ) ØvlØ¸tsØ nabory μ_{q−k−1} iz

162 V. N. KUBLANOVSKA˚

q − k − 1 fiksirovannyh parametrov μ^∗_{q−k−1}, prinadleßawih affinnomu prostranstvu razmernosti q − k − 1.

• Nabory iz mnoßestva { φ_k(μ) = 0 }_{t−1} k=0 obrazu¸t smexannyæ spektr σ_{rs}[F ] matricy F (μ). Pri kaßdom fiksirovannom nabore μ^∗_{q−k−1} matrica ~F (λ) := F (λ, μ^∗_{q−k−1}) ØvlØetsØ singulØrnoæ. Sobstvennoæ pare λ_∗; x_∗ matricy ~F (λ) ( ~F (λ_∗)x_∗ = 0, x_∗ ≠ 0, x_∗ /∈ N_c[ ~F (λ)]) sootvetstvuet sobstvennaØ para (λ_∗, μ^∗_{q−k−1}); x_∗ matricy F (μ): F (λ_∗, μ^∗_{q−k−1})x_∗ = 0, x_∗ ≠ 0, x_∗ /∈ N_c[F (λ, μ^∗_{q−k−1})]. V qastnosti, esli mul~tiparametr λ_∗ = μ^∗_{i1} sostoit iz odnogo parametra, a mul~tiparametr μ^∗_{q−1} = (μ^∗_{i2} , . . . , μ^∗_{iq} ) est~ nul~ polinoma φ_0(μ), to ~F (λ) = F (λ, μ^∗_{q−1}) est~ singulØrnaØ λ-matrica; qisla λ_∗ = λ_{∗i}, i = 1, . . . , p, est~ sobstvennye znaqeniØ, x_{∗i} – sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory regulØrnogo Ødra porØdka p matricy ~F (λ). Tak qto ime¸t mesto sootnoxeniØ F (λ_{∗i}, μ^∗_{q−1})x_{∗i} = 0, x_{∗i} ≠ 0, x_{∗i} /∈ N_c[F (λ, μ^∗_{q−1})], i = 1, . . . , p. Iz skazannogo sleduet, qto vyqislenie nasledstvennyh polinomov matricy F (μ) ∈ F^{m×n}_m , m 6 n, moßet byt~ realizovano algoritmom RP -q faktorizacii matricy F (μ), rassmotrennym v p. 2.2.

Esli F (μ) est~ regulØrnaØ matrica (rank F = m = n), to dlØ vyqisleniØ { φ_k(μ) }_{t−1} k=0 sleduet primenit~ algoritm RP -q faktorizacii iz p. 1.2 dlØ skalØrnyh polinomov ot mnogih peremennyh. S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ harakteristiqeskiæ polinom f[F ] = f(μ) matricy F , naprimer, s pomow~¸ metoda sledov D. K. Faddeeva.

(2) NahoditsØ razloßenie f(F ) = φ[F ]g[F ] (gde g[F ] est~ polinom, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot k 6 q − 1 peremennyh). DlØ fftogo ispol~zuetsØ algoritm nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii skalØrnyh polinomov [9]. V kaqestve naqal~nyh polinomov f i g dlØ realizacii RP -q algoritma berutsØ polinomy f[F ] i g[F ]. DlØ vyqisleniØ {φ_k[F ]} vypolnØ¸tsØ sledu¸- wie operacii.

(1) Vyqislit~ polinom ∇_0(μ) kak NOD polinomov f/g i g: [f/g, g] = ∇_0[u_0, v_0], gde u_0, v_0 – vzaimno prostye polinomy.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ. 8 163

(2) Naæti posledovatel~nost~ polinomov, ispol~zuØ rekursi¸: ∇_i(μ), i = 1, . . . , t, gde ∇_i(μ) est~ NOD polinomov u_{i−1} i ∇_{i−1}. Vyqislenie ∇_i(μ) zakanqivaetsØ na xage t, kogda ∇_t(μ) = const.

(3) Vyqislit~ iskomu¸ posledovatel~nost~ nasledstvennyh polinomov

φ_k[F ] := φ_k(μ) = ∇_k(μ) ∇_k+1(μ) , k = 0, 1, . . . , t − 1. 2.4.2. Preobrazovanie bazisa Nc[F ]

Pust~ F ∈ F^{m×n}_m , X est~ bazisnaØ matrica (bazis) nul~- prostranstva N_c[F ] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F = F (μ).

Bazis ~X nazovem minimal~nym, esli σ_{r1}[ ~X] = ?; bazis ^X nazovem svobodnym, esli σ_r[ ^X] = ?.

DlØ ustanovleniØ spektral~nyh svoæstv bazisa X i preobrazovaniØ X v bazisy ~X i ^X s zadannymi spektral~nymi svoæstvami, a takße dlØ nahoßdeniØ usloviæ suwestvovaniØ bazisov ~X i ^X primenim algoritm RP -q faktorizacii iz p.2.2 k matrice X^T ;

X^T = ^GD_0D_1 · · · D_tU_t, (2.26)

gde ^G = V_0D_0, det D_t = const, det D_i ≠ const pri i ≠ t. Iz svoæstv RP -q faktorizacii vyteka¸t sledu¸wie sootnoxeniØ:

σ_{r1}[X^T ] = {det V_0 = 0}, σ_{rs}[X^T ] = {det D_0 = 0},

σ_r[X^T ] = σ_{r1}[X^T ] ∪ σ_{rs}[X^T ].

(2.27)

Iz (2.26), (2.27), s uqetom sootnoxeniæ [7, 10]

σ_s[F ] = σ_s[X] = σ_s[ ~X], σ_{rs}[F ] = σ_{rs}[X] = σ_{rs}[ ~X]

vyteka¸t sledu¸wie utverßdeniØ.

1^∘. ~X = X ^G^{−1} = U^T_t (D_0D_1 · · · D_t)^T .

2^∘. DlØ suwestvovaniØ svobodnogo bazisa ^X prostranstva N_c[F ] neobhodimo, qtoby σ_{rs}[F ] = ?. Pri fftom ^X = U^T_t , esli v spektre matricy F otsutstvu¸t kritiqeskie toqki, t.e. toqki (λ, ν_∗), v kotoryh vypolnØetsØ sootnoxenie

im F^T (λ, μ) | | |_{μ=ν�} ∩ Nc[F (λ, μ)] | | |_{μ=ν�} ≠ ?.

164 V. N. KUBLANOVSKA˚

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 3–329.

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Qislennye metody rexeniØ parametriqeskih zadaq. Q. 1 Odnoparametriqeskie zadaqi. Nauka, S.- Peterburg, 2004.

3. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 5.

— Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 144–153.

4. V. B. Hazanov, Metody rexeniØ nekotoryh parametriqeskih zadaq algebry. — Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 164–181.

5. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 4.

— Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2003), 127–143.

6. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry 1.

— Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 143–162.

7. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 6.

— Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 132–149.

8. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

9. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 2.

— Zap. nauqn. semin. POMI 296 (2003), 89–107.

10. V. B. Hazanov, O nekotoryh svoæstvah polinomial~nyh bazisov podprostranstv nad polem racional~nyh funkciæ mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 177–191.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 8. The RP -q method and its applications.

A new method (the RP -q method) for factorizing scalar polynomials in q variables and q-parameter polynomial matrices (q ¿ 1) of full rank is suggested. Applications of the algorithm to solving systems of nonlinear algebraic equations and some spectral problems for a q-parameter polynomial matrix F (such as separation of the eigenspectrum and mixed spectrum of F , computation of bases with prescribed spectral properties of the null-space of polynomial solutions of F , and computation of the hereditary polynomials of F ) are considered.

Postupilo 9 marta 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: verakub@pdmi.ras.ru