Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

L. ı. Kolotilina

ZAPOLNENIE PROBELA MEȷDU TEOREMAMI GERXGORINA I BRUAL^DI §1. Vvedenie ZnamenitaØ teorema Gerxgorina (sm., napr., [15]) utverßdaet, qto sobstvennye znaqeniØ proizvol~noæ matricy A = (a_{ij} ) ∈

C^{n×n} , n > 1, leßat v ob¨edinenii G(A) = n⋃ i=1 G_i(A) krugov Gerxgorina G_i(A) = {z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A)}, i = 1, . . . , n, (1.1) gde r^′_i(A) oboznaqaet i-u¸ useqennu¸ absol¸tnu¸ stroqnu¸ summu A, t.e.

r^′_i(A) = n∑ j=1 j≠i |a_{ij}|, i = 1, . . ., n. DlØ n > 2, Brauffrom [7] bylo poluqeno sledu¸wee uluqxenie teoremy Gerxgorina (zametim, qto rezul~tat Brauffra legko sleduet iz sootvetstvu¸wego dostatoqnogo usloviØ nevyroßdennosti, ustanovlennogo Ostrovskim v [14], i pofftomu my budem ssylat~sØ na nego kak na teoremu Ostrovskogo–Brauffra). Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 2, to sobstvennye znaqeniØ matricy A leßat v ob¨edinenii C(A) = ⋃ i≠j C_{ij}(A) ovalov Kassini C_{ij}(A) = {z ∈ C : |a_{ii} − z| |a_{jj} − z| 6 r^′_i(A) r^′_j (A)}, i, j = 1, . . ., n. (1.2) 128

ZAPOLNENIE PROBELA 129

Tot fakt, qto teorema Ostrovskogo–Brauffra uluqxaet teoremu Gerxgorina (sm. [7] ili [15, teorema 2.3]) oznaqaet, qto dlØ proizvol~noæ matricy A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 2, C(A) ⊆ G(A). (1.3) Otnositel~no sluqaØ ravenstva v (1.3), sm. [16].

OsnovyvaØs~ na privedennyh vyxe teoremah, estestvenno zadat~sØ sledu¸wim voprosom. Verno li, qto pri n > r > 3 vse sobstvennye znaqeniØ A leßat v ob¨edinenii oblasteæ D_{i1,...,ir} (A) = z ∈ C :^{r∏}_{j=1} |ai_j i_j − z| 6^{r∏}_{j=1} r^′_{ij} (A)

(1.4)

(nazyvaemyh v [15] lemniskatami porØdka r), gde vse indeksy i_1, · · · , i_r ∈ ⟨n⟩ razliqny?

�tot vopros obsußdalsØ v rabotah [1, 8, 10, 13, 15], v kotoryh otricatel~nyæ otvet bazirovalsØ na primere, predloßennom, kak utverßdaetsØ v knige [13, s. 149], M. N~¸menom.

Korrektnoe (hotØ i dostatoqno dalekoe) konturnoe obobwenie teorem Gerxgorina i Ostrovskogo–Brauffra bylo predloßeno Brual~di v rabote [8]. Napomnim, qto matrica nazyvaetsØ slabo neprivodimoæ, esli ona ne imeet neprivodimyh komponent porØdka odin. Teorema Brual~di utverßdaet, qto vse sobstvennye znaqeniØ slabo neprivodimoæ matricy A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 2, soderßatsØ v mnoßestve B(A) = ⋃ γ∈C(A) |γ|¿2 z ∈ C :^∏_{i∈γ̄} |aii − z| 6^∏_{i∈γ̄} r^′_i(A) . (1.5)

Zdes~ i niße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. DlØ matricy A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, qerez G_A = (⟨n⟩, E_A) oboznaqaetsØ eœ orientirovannyæ graf s mnoßestvom verxin ⟨n⟩ = {1, . . ., n} i mnoßestvom dug E_A = {(i, j) : i, j ∈ ⟨n⟩ i a_{ij} ≠ 0}, a qerez C(A) oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh (prostyh) konturov v G_A. Napomnim, qto konturom dliny k v grafe G_A nazyvaetsØ uporØdoqennaØ posledovatel~nost~ γ = (i_1, . . ., i_k, i_{k+1}), gde

130 L. ı. KOLOTILINA

vse verxiny i_1, . . ., i_k ∈ ⟨n⟩ razliqny, i_{k+1} = i_1, i dlØ kaßdogo j = 1, . . . , k v G_A suwestvuet duga, iduwaØ iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo {i_1, . . . , i_k} nazyvaetsØ nositelem kontura γ i oboznaqaetsØ qerez γ̄. Dlina kontura γ oboznaqaetsØ qerez |γ|; |γ| = k. Napomnim takße, qto esli C(A) ≠ ?, to veliqiny g(G_A) = min_{γ∈}C_{(A)} |γ|

i c(GA) = maxγ∈C(A) |γ| korrektno opredeleny i nazyva¸tsØ so-

otvetstvenno obhvatom i okrußeniem grafa G_A.

DlØ sluqaØ obwih (ne slabo neprivodimyh) matric mnoßestvo (1.5) bylo skorrektirovano (dobavleniem toqek, sootvetstvu¸wih diagonal~nym fflementam matricy, kotorye ØvlØ¸tsØ eœ neprivodimymi komponentami) v [15, teorema 2.5] i v [5] (na samom dele, v [5] byl ustanovlen bolee obwiæ rezul~tat).

Zametim, qto dlØ proizvol~noæ matricy A ∈ C^{n×n} , n > 2, my imeem [15, teorema 2.9] B(A) ⊆ C(A), t.e. mnoßestvo Brual~di B(A) vsegda ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva Ostrovskogo–Brauffra C(A).

PrØmoe obobwenie teorem Gerxgorina i Ostrovskogo–Brauffra bylo predloßeno v [5], gde, kak sledstvie bolee obwego rezul~tata, bylo poluqeno sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1.1. DlØ l¸bogo r > 1 i proizvol~noæ matricy A =

(a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, vse sobstvennye znaqeniØ A soderßatsØ v mnoßestve

P_r(A) = ⋃ (i_1,...,i_r,i_{r+1})∈P_r (A−D_A) z ∈ C :^{r∏}_{j=1} |ai_ji_j − z| 6^{r∏}_{j=1} r^′_{ij} (A)

(1.6)

∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A}.

Zdes~ i niße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. Esli A = (a_{ij}) – matrica porØdka n > 1, to D_A = diag (a_{11}, . . . , a_{nn}) – ee diagonal~naØ qast~, a d(A) = (a_{ii})^n_{i=1} – vektor, sostavlennyæ iz diagonal~nyh fflementov A; mnoßestva P_r (A) puteæ dliny r > 0 opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom:

Pr(A) = {(i_1, . . . , i_r, i_{r+1}) : a_{i1i2} · · · a_{irir+1} ≠ 0}, r > 1, {i ∈ ⟨n⟩ : r_i(A) > 0}, r = 0; (1.7)

ZAPOLNENIE PROBELA 131

dalee, r_i(A) = |a_{ii}| + r^′_i(A), i = 1 . . . , n, – ffto absol¸tnye stroqnye summy A, a r(A) = (r_i(A))^n_{i=1} i r^′(A) = (r^′_i(A))^n_{i=1} – vektory sootvetstvu¸wih stroqnyh summ matricy A.

˚sno, qto mnoßestvo P_1(A), opredelennoe v (1.6), sovpadaet s ob¨edineniem krugov Gerxgorina, togda kak mnoßestvo P_2(A) ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva Ostrovskogo–Brauffra C(A) (uqityva¸tsØ tol~ko te indeksy i ≠ j, dlØ kotoryh a_{ij} ≠ 0). Krome togo, kak budet pokazano v §3, dlØ vseh r > 1, B(A) ⊆ P_r(A) ⊆ G(A), priqem pravoe vkl¸qenie poqti oqevidno. Takim obrazom, teorema 1.1 obobwaet teoremu Gerxgorina na r > 1. Zametim, qto dlØ r > 2 sovokupnost~ mnoßestv (1.4) podpravlØetsØ v dvuh aspektah. Vo-pervyh, uqityva¸tsØ tol~ko te indeksy, dlØ kotoryh (i_1, . . . , i_r, i_{r+1}) ∈ P_r (A − D_A), tak qto vse stroqnye summy r^′_{ij} (A), vstreqa¸wiesØ v (1.6), otliqny ot nulØ. �to pozvolØet iskl¸qit~ iz rassmotreniØ trivial~nye mnoßestva D_{i1,...,ir} (A). Vo-vtoryh, dlØ r > 3 okazyvaetsØ nedostatoqnym uqityvat~ lix~ razliqnye indeksy i_1, . . ., i_r , hotØ sosednie indeksy i_j , i_{j+1} po-preßnemu osta¸tsØ razliqnymi.

V fftoæ stat~e poluqeno novoe obobwenie teoremy Gerxgorina na sluqaæ proizvol~nogo r > 1. �to obobwenie formuliruetsØ v terminah konturov dliny, ne prevoshodØweæ r, i prostyh puteæ dliny r. Takim obrazom, vse kontury dliny bol~xeæ r i vse neprostye puti dliny ravnoæ r, otliqnye ot konturov, iz rassmotreniØ iskl¸qa¸tsØ. Zametim, qto pri r = n v sluqae slabo neprivodimoæ matricy A novoe mnoßestvo sovpadaet s mnoßestvom Brual~di (1.5).

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom. V §2, ispol~zuØ tot ße podhod, qto i v [5], kotoryæ osnovan na primenenii verhnih ocenok dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, my vyvodim rezul~taty, garantiru¸wie nevyroßdennost~ matric, udovletvorØ¸wih nekotorym usloviØm tipa diagonal~nogo preobladaniØ. Zatem v §3 usloviØ nevyroßdennosti interpretiru- ¸tsØ kak teoremy o lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ.

132 L. ı. KOLOTILINA

V zakl¸qenie fftogo vvedeniØ privedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ, kotorye potrebuetsØ nam v dal~neæxem.

Pust~ π = (i_1, . . . , i_r, i_{r+1}) ∈ P_r(A), gde r > 0, pust~ 0 6 α 6 1 i pust~ δ = (δ_i), δ_i > 0, i = 1, . . . , n, – poloßitel~nyæ vektor. Ves w_{α, δ}(π) puti π opredelØetsØ po formule

w_{α, δ}(π) = ([_{r+1} ∏ j=1 δ_{ij} ] /[ δ^{1−α}_{i1} δ^α_{ir+1} ] )_{1/r} , r > 1, δ_i, r = 0. (1.8)

(Napomnim, qto, v sootvetstvii s opredeleniem (1.7), π = (i) ∈

P0(A) ⇔ ri(A) > 0.) ˚sno, qto dlØ kontura γ = (i1, . . . , ir, i1) ∈ C(A), r > 1, v sootvetstvii s (1.8) my imeem w_{α, δ}(γ) = ∏ i∈γ̄ δ_i 1/|γ| ≡ w_δ(γ), (1.9) tak qto ves kontura ne zavisit ot parametra α.

Dalee, poloßim

Cr (A) = {γ ∈ C(A) : |γ| 6 r}, 1 6 r 6 n, ?, r = 0,^{(1.10)}

tak qto C_r(A) – ffto podmnoßestvo konturov dliny, ne prevoshodØweæ r, i

SP_r(A) =

{π ∈ P_r (A) : π – prostoæ put~}, 1 6 r 6 n, P0(A) = {i ∈ ⟨n⟩ : ri(A) > 0}, r = 0.^{(1.11)} Oqevidno, SP_n(A) = ?. Nakonec, mnoßestvo R_r (A) opredelØetsØ ravenstvami

Rr(A) =

Cr (A) ∪ SP_r (A), 0 6 r < c(GA),

C(A), r > c(GA),^{(1.12)}

tak qto pri 0 6 r < c(G_A) mnoßestvo R_r (A) sostoit iz vseh konturov dliny, ne prevoshodØweæ r, i vseh prostyh puteæ dliny

ZAPOLNENIE PROBELA 133

r, togda kak pri r > c(G_A) mnoßestvo R_r (A) sovpadaet s mnoßestvom vseh konturov C(A). Zametim, qto, kak legko videt~,

Rr(A) = Pr (A), 0 6 r 6 g(GA). (1.13)

Zametim takße, qto esli C(A) ≠ ?, to mnoßestvo R_k(A) oqevidno nepusto, a esli matrica A ne imeet nulevyh strok, to C(A) ≠ ?.

Zameqanie 1.1. DlØ r > c(GA) opredelenie (1.12) otliqaetsØ ot

opredeleniØ, vvedennogo v [6], gde pri vseh r mnoßestvo R_r (A) opredelØlos~ pervym iz sootnoxeniæ v (1.12).

§2. UsloviØ nevyroßdennosti, formuliruemye v terminah prostyh puteæ i konturov

V fftom paragrafe dlØ matricy porØdka n > 1 my vyvodim usloviØ tipa diagonal~nogo preobladaniØ, formuliruemye v terminah konturov i prostyh puteæ dliny, ne prevoshodØweæ fiksirovannogo qisla r, 0 6 r 6 n. �ti usloviØ budut poluqeny s ispol~zovaniem verhnih ocenok dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. Preßde vsego, nam ponadobØtsØ ocenki, predstavlennye v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1.

Esli C(A) ≠ ?, to dlØ l¸bogo α, 0 6 α 6 1, perronovskiæ koren~ ρ(A) matricy A udovletvorØet verhnim ocenkam

ρ(A) 6 max

π∈Rr (A)^{wα, r(A)(π), 0} 6^r 6^{n. (2.1)}

Krome togo, esli matrica A neprivodima i libo r 6 g(G_A) libo

r > c(GA) (v qastnosti, pri r = 0, 1, n), to neravenstvo (2.1)

ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda

ρ(A) = w_{α, r(A)}(π) dlØ kaßdogo π ∈ R_r (A). (2.2)

Dokazatel~stvo. VerhnØØ ocenka (2.1) legko sleduet iz teore-

my 2.1 v [6], v kotoroæ nußno poloßit~ δ = r(A), i zameqaniØ 2.5 v toæ ße rabote. Pri r = 0 dlØ neprivodimoæ matricy A ocenka (2.1) sovpadaet s verhneæ ocenkoæ Frobeniusa ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A)

(zametim, qto v sluqae neprivodimoæ matricy A my imeem

R0(A) = ⟨n⟩), pri r 6 g(GA) ocenka (2.1) sovpadaet (sm. (1.13))

s putevoæ ocenkoæ ρ(A) 6 max_{π∈}P_{r (A)} w_{α, r(A)}(π), a pri r > c(G_A) ona

134 L. ı. KOLOTILINA

sovpadaet s konturnoæ ocenkoæ ρ(A) 6 max_{γ∈}C_{(A)} w_{r(A)}(γ). Pofftomu

utverßdenie teoremy 2.1, otnosØweesØ k sluqa¸ ravenstva v (2.1), nemedlenno sleduet iz teoremy Frobeniusa (sm., napr., sledstvie 3.1 v [3]), sledstviØ 6.1 v [3] i sledstviØ 2.2 v [4]. �

Zameqanie 2.1 (sm., napr., [6, zameqanie 1.3]). Esli C(A) = ?,

to ρ(A) = 0.

Zametim, qto, kak bylo pokazano v [6], spravedlivy neravenstva

ρ(A) 6 max_{γ∈}C_{(A)} w_{r(A)}(γ) 6 max_{π∈}R_{r (A)} w_{α, r(A)}(π) 6 max_{π∈}P_{r (A)} w_{α, r(A)}(π),

0 6 r 6 n. (2.3)

Vyvod usloviæ nevyroßdennosti tipa diagonal~nogo preobladaniØ iz verhnih ocenok dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy baziruetsØ na sledu¸wem rezul~tate, nemedlenno vyteka¸wem iz lemmy 2.2 v [5] i lemmy (3,4) v [9] (sm. takße [5, lemma 2.3]).

Lemma 2.1. Pust~ A = (aij) = DA − R ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~

matrica D_A nevyroßdena. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli ρ(|D^{−1}_A R|) < 1, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima i ρ(|D^{−1}_A R|) 6 1, to A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda ρ(|D^{−1}_A R|) = 1 i

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A). (2.4)

V lemme 2.1 i niße my ispol~zuem oboznaqenie

Π_γ (A) = |γ|∏ j=1 a_{ij ij+1} , gde γ = (i_1, . . . , i_{|γ|}, i_1) ∈ C(A). Zameqanie 2.2. Esli A = DA − R, matrica DA nevyroßdena i

ρ(|D^{−1}_A R|) 6 1 (ρ(|D^{−1}_A R|) < 1), to A ØvlØetsØ H-matriceæ (nevyroßdennoæ H-matriceæ).

Teper~ my gotovy predstavit~ novye usloviØ nevyroßdennosti matric, kotorye moßno traktovat~ kak usloviØ tipa diagonal~nogo preobladaniØ.

ZAPOLNENIE PROBELA 135

Teorema 2.2. Pust~ A = (aij ) = DA − R ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ 0 6 r 6 n. Predpoloßim, qto matrica DA nevyroßdena i qto

dlØ nekotorogo znaqeniØ α, 0 6 α 6 1, vypolneno uslovie

w_{α, d(|A|)}(π) > w_{α, r}′_{(A)}(π) dlØ kaßdogo π ∈ R_r (A − D_A), (2.5)

gde d(|A|) = (|a_{ii}|)^n_{i=1}. Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli libo R_r(A − D_A) = ?, libo vse neravenstva v (2.5) vypolnØ¸tsØ strogo, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima i libo r 6 g(G_A), libo r >

c(GA), to A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

• vse neravenstva v (2.5) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i • dlØ kaßdogo kontura γ ∈ C(A − D_A) imeet mesto neravenstvo

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 . (2.6)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku, po predpoloßeni¸, matrica DA

nevyroßdena, uslovie (2.5) moßno zapisat~ v vide

w_{α, r(D}−1_{A R)}(π) 6 1 dlØ kaßdogo π ∈ R_r(A − D_A),

otkuda, vvidu teoremy 2.1, sleduet, qto esli mnoßestvo C(D^{−1}_A R)

= C(A − DA) nepusto, to my imeem

ρ(|D^{−1}_A R|) 6 max π∈Rr (A−DA)^{wα, r(D−1}A^{R)(π)} 6^{1. (2.7)} V fftom sluqae, v silu zameqaniØ 2.2, A ØvlØetsØ H-matriceæ, a esli neravenstva (2.5) i, sledovatel~no, takße i neravenstva (2.7) vypolnØ¸tsØ strogo, to, po lemme 2.1, A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Esli C(D^{−1}_A R) = ?, to, v silu zameqaniØ 2.1, ρ(|D^{−1}_A R|) = 0, i, opØt~ ße po zameqani¸ 2.2, A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matri-ceæ. �tim dokazano utverßdenie (i).

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ (ii) dopustim, qto matrica A neprivodima. PrinimaØ vo vnimanie neravenstva (2.7) i primenØØ lemmu 2.1, my prihodim k vyvodu, qto matrica A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda ρ(|D^{−1}_A R|) = 1 (2.8)

136 L. ı. KOLOTILINA

i vypolneno uslovie (2.6). No, vvidu teoremy 2.1, ravenstvo (2.8) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda

w_{α, r(D}−1_{A R)}(π) = 1 dlØ kaßdogo π ∈ R_r (A − D_A),

ili, qto ravnosil~no, vse neravenstva v (2.5) ØvlØ¸tsØ ravenstvami. �

Napomnim, qto v sootvetstvii s opredeleniem, vvedennym v [5], matrica A nazyvaetsØ kvazineprivodimoæ, esli kaßdaØ verxina orientirovannogo grafa G_A matricy A leßit na nekotorom konture γ ∈ C(A), |γ| > 1. Drugimi slovami, matrica A kvazineprivodima togda i tol~ko togda, kogda kaßdaØ ee neprivodimaØ komponenta porØdka odin nevyroßdena.

Zameqanie 2.3. Esli matrica A kvazineprivodima, to dlØ l¸-

bogo r > 0 nevyroßdennost~ ee diagonal~noæ qasti D_A avtomatiqeski sleduet iz usloviØ diagonal~nogo preobladaniØ (2.5). Deæstvitel~no, pust~ sperva r > 1. DlØ kaßdogo i ∈ ⟨n⟩ my imeem i ∈ γ̄, gde γ ∈ C(A). Esli 2 6 |γ| 6 r, to γ ∈ R_r (A − D_A), i a_{ii} ≠ 0 v silu (2.5), poskol~ku dlØ kaßdogo j ∈ γ̄, my imeem r^′_j(A) > 0. Esli |γ| > r, to verxina i leßit na prostom puti π = (i = i_1, . . . , i_r, i_{r+1}) dliny r, i r^′_{ij} (A) > 0, j = 1, . . . , r + 1, i opØt~, v silu (2.5), my imeem a_{ii} ≠ 0. Esli |γ| = 1, to, oqevidno, neravenstvo a_{ii} ≠ 0 vypolneno ne zavisimo ot r. Nakonec, v tom sluqae, kogda r = 0 i |γ| > 2, my imeem r^′_i(A) > 0, tak qto i ∈

R0(A − DA), i, vvidu (2.5), diagonal~nyæ fflement aii otliqen ot

nulØ.

Zameqanie 2.4. Vvidu neravenstv (2.3), uslovie (2.5) v teore-

me 2.2 ØvlØetsØ promeßutoqnym meßdu usloviem slabogo diagonal~nogo preobladaniØ porØdka r s vesom α, vvedennym v rabote [5], i usloviem slabogo konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ ∏ i∈γ̄ |a_{ii}| > ∏ i∈γ̄ r^′_i(A) dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A),

vvedennym v [8] (sm. takße [5]). Sledovatel~no, s uqetom zameqaniØ 2.3, teorema 2.2 daet uluqxenie teoremy 4.2 v [5] i odnovremenno pozvolØet izbavit~sØ ot “dlinnyh” konturov γ ∈ C(A−D_A) v teoreme Brual~di, kotorye zamenØ¸tsØ na prostye puti fiksirovannoæ dliny r.

ZAPOLNENIE PROBELA 137

Rassmotrim nekotorye special~nye sluqai teoremy 2.2. Pri r = 0 uslovie (2.5) ravnosil~no standartnym usloviØm slabogo diagonal~nogo preobladaniØ |a_{ii}| > r^′_i(A), i = 1, . . ., n, (2.9) i teorema 2.2 svoditsØ k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 2.3. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, udovletvo-

rØet usloviØm (2.9). Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli matrica A imeet strogoe diagonal~noe preobladanie, to ona nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (2.9) ØvlØ¸tsØ ravenstvami i

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A);

(iii) (polnaØ versiØ teoremy Tausski) esli matrica A neprivodima, to ona nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

• libo odno iz neravenstv v (2.9) vypolnØetsØ strogo, • libo n > 2 i dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A − D_A) qislo

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} ne ØvlØetsØ vewestvennym i poloßitel~nym.

Zametim, qto utverßdeniØ (ii) i (iii) vpervye byli poluqeny ı. A. Al~pinym i byli opublikovany kak teoremy 2.4 i 2.5 v rabote [11] (sm. takße [5, teorema 3.1 i sledstvie 3.1]).

Pri r = n, my imeem R_r (A) = C(A), i, kak bylo pokazano v [5], iz teoremy 2.2 vytekaet sledu¸waØ polnaØ versiØ teoremy Brual~di [8], kotoraØ byla ustanovlena dlØ neprivodimyh matric v rabote [2, teorema 6.2] i obobwena na sluqaæ kvazineprivodimyh matric v rabote [5, teorema 6.4].

138 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 2.4. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, – kvazineprivodimaØ

matrica i pust~ ∏ i∈γ̄ |a_{ii}| > ∏ i∈γ̄ r^′_i(A) dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A). (2.10)

Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli C(A−D_A) = ? ili vse neravenstva v (2.10) vypolnØ¸tsØ strogo, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda n > 2 i

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) Π_γ (|A|) = ∏ i∈γ̄ a_{ii} r^′_i(A) dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A). (2.11)

Nakonec, dlØ r = 1 teorema 2.2 s uqetom zameqaniØ 2.3 privodit k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 2.5 [5, teorema 5.1]. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, –

kvazineprivodimaØ matrica i pust~ |a_{ii}|^α|a_{jj}|^{1−α} > r^′_i(A)^αr^′_j(A)^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0. (2.12)

Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) (variant teoremy Ostrovskogo–Braura, uqityva¸wiæ strukturu razreßennosti) esli matrica A diagonal~na ili vse neravenstva v (2.12) ØvlØ¸tsØ strogimi, to A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda odnovremenno vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• n > 2,

• vse neravenstva v (2.12) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, • dlØ kaßdogo kontura γ ∈ C(A − D_A) spravedlivo neravenstvo

ZAPOLNENIE PROBELA 139

(−1)^{|γ|}Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 ;

(iii) esli matrica A neprivodima i n > 2, to A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

• libo po kraæneæ mere odno iz neravenstv v (2.12) ØvlØetsØ strogim, • libo dlØ nekotorogo kontura γ ∈ C(A − D_A) qislo (−1)^{|γ|}Π_γ (A) /∏ i∈γ̄ aii ne ØvlØetsØ vewestvennym i

poloßitel~nym.

Zametim, qto, po sledstvi¸ 5.1 v [3] v primenenii k matrice |D^{−1}_A R|, uslovie |a_{ii}|^α|a_{jj}|^{1−α} = r^′_i(A)^αr^′_j(A)^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0,

neobhodimoe dlØ togo, qtoby neprivodimaØ matrica A, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (2.12), byla vyroßdennoæ, vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda libo r^′_i(A) = |a_{ii}|, i = 1, . . . , n, libo odnovremenno vypolneny sledu¸wie usloviØ:

• α = 1/2;

• ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde pri nekotorom c > 1 S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : r^′_i(A) = c|a_{ii}|}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : r^′_i(A) = c^{−1}|a_{ii}|}; • obe glavnye podmatricy A[S_1] i A[S_2] diagonal~ny.

Naxeæ sledu¸weæ cel~¸ ØvlØetsØ vyvod tak nazyvaemyh smexannyh dostatoqnyh usloviæ nevyroßdennosti, obobwa¸wih usloviØ teoremy 2.2. DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸wee obobwenie teoremy 2.1.

Teorema 2.6 (sr. [6, sledstvie 3.2]). Pust~ A – neotricatel~-

naØ matrica porØdka n > 1, pust~ s > 1 i pust~ D_q , q = 1, . . ., s, – proizvol~nye diagonal~nye matricy porØdka n s poloßitel~- nymi diagonal~nymi fflementami. Esli C(A) ≠ ?, to dlØ l¸bogo

140 L. ı. KOLOTILINA

α, 0 6 α 6 1, proizvol~nyh β_q > 0, q = 1, . . ., s, takih, qto s∑ q=1 β_q = 1,

i l¸bogo p, 0 6 p 6 s, perronovskiæ koren~ matricy A udovletvorØet verhneæ ocenke ρ(A) 6 max π∈Rr (A) {_p ∏ q=1 [ w_{α, r(D}−1_{q ADq )}(π) ]_{βq}^s∏ q=p+1 [ w_{α, c(D}−1_{q ADq )}(π) ]_{βq} } , 0 6 r 6 n. (2.13)

V formulirovke teoremy 2.6 i niße vektor c(B) = r(B^T ) – ffto vektor absol¸tnyh stolbcovyh summ matricy B.

Dokazatel~stvo. DlØ 1 6 r < c(GA) neravenstvo (2.13) bylo

ustanovleno v [6], sm. sledstvie 3.2.

Pri r = 0 formula (2.13) prinimaet vid

ρ(A) 6 max i: r_i (A)>0 {_p ∏ q=1 [ r_i(D^{−1}_q AD_q) ]_{βq}^s∏ q=p+1 [ c_i(D^{−1}_q AD_q ) ]_{βq} }

i legko vyvoditsØ iz sledstviØ 4.2 v [3], esli predvaritel~no pereæti k naibol~xeæ glavnoæ podmatrice matricy A, ne ime- ¸weæ nulevyh strok.

Nakonec, pri r > c(G_A) ocenka (2.13) sovpadaet s qastnym sluqaem smexannoæ konturnoæ ocenki teoremy 3.1 v [4], sootvetstvu¸wim vyboru

Δ_q = { diag (r_1(D^{−1}_q AD_q ), . . . , r_n(D^{−1}_q AD_q )), q 6 p, diag (c_1(D^{−1}_q AD_q ), . . . , c_n(D^{−1}_q AD_q )), q > p + 1.

�

S pomow~¸ teoremy 2.6 my poluqim sledu¸wee dostatoqnoe uslovie nevyroßdennosti, kotoroe predstavlØet soboæ smexannoe obobwenie utverßdeniØ (i) teoremy 2.2 dlØ teh matric A, dlØ kotoryh R_r (A − D_A) ≠ ?.

ZAPOLNENIE PROBELA 141

Teorema 2.7. Pust~ A = DA − R ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ 0 6 r 6 n.

Predpoloßim, qto matrica D_A nevyroßdena. Pust~ s > 1 i pust~ D_q , q = 1, . . ., s, – proizvol~nye nevyroßdennye diagonal~- nye matricy porØdka n. Esli R_r(A − D_A) ≠ ? i pri nekotorom

α, 0 6 α 6 1, nekotoryh β_q > 0, q = 1, . . . , s, takih qto^s ∑ q=1 β_q = 1,

i nekotorom p, 0 6 p 6 s, vypolneno uslovie w_{α, d(|A|)}(π) > p∏ q=1 [ w_{α, r′ (D}−1_{q ADq)}(π) ]_{βq}^s∏ q=p+1 [ w_{α, c′(D}−1_{q ADq)}(π) ]_{βq}

dlØ vseh π ∈ R_r (A − D_A), (2.14)

to matrica A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ. (Qerez c^′ oboznaqaetsØ vektor useqennyh absol¸tnyh stolbcovyh summ matricy.)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku matrica DA nevyroßdena, vvidu

lemmy 2.1(i) i zameqaniØ 2.2, nam dostatoqno pokazat~, qto ρ(|D^{−1}_A R|) < 1. DlØ fftogo zametim, qto uslovie (2.14) ravnosil~- no uslovi¸ p∏ q=1 [ w_{α, r(D}−1_{q |D}−1_{A R|Dq )}(π) ]_{βq}^s∏ q=p+1 [ w_{α, c((D}−1_{A Dq )}−1_{|D}−1_{A R|(D}−1_{A Dq ))}(π) ]_{βq} < 1, π ∈ Rr(A − DA). Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ lix~ zametit~, qto, po teoreme 2.6, iz poslednego usloviØ vytekaet neravenstvo ρ(|D^{−1}_A R|) < 1. � Zameqanie 2.5. Esli matrica A kvazineprivodima, to, kak ne-

trudno ubedit~sØ, nevyroßdennost~ matricy D_A avtomatiqeski sleduet iz usloviØ (2.14).

V svØzi s teoremoæ 2.7 kaßutsØ umestnymi sledu¸wie zameqaniØ. Vo-pervyh, zametim, qto pri p = s = 1 neravenstvo v (2.14) – ffto v toqnosti strogiæ variant neravenstva v (2.5). Dalee, pri r = 0, r = 1 (i α = 1/2) i r > c(G_A) teorema 2.7 s uqetom zameqaniØ 2.5 svoditsØ sootvetstvenno k teoreme 3.2, sledstvi¸ 5.3 i teoreme 6.5 v [5]. Nakonec, pri r 6 g(G_A) i α = 1 teorema 2.7 sovpadaet s teoremoæ 4.3 v [5].

142 L. ı. KOLOTILINA

Teper~ v oboznaqeniØh teoremy 2.7 poloßim s = 2, p = 1, D_1 = D_2 = I_n, β_1 = β, β_2 = 1 − β. V fftom sluqae strogie usloviØ tipa diagonal~nogo preobladaniØ (2.14) zavisØt ot diagonal~nyh fflementov matricy A, a takße ot ee useqennyh stroqnyh i stolbcovyh summ, i teorema 2.7 svoditsØ k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Sledstvie 2.1. Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ 0 6 r 6 n. Pred-

poloßim, qto matrica D_A nevyroßdena i qto R_r (A − D_A) ≠ ?. Esli dlØ nekotoryh α i β, 0 6 α, β 6 1, vypolneno uslovie w_{α, d(|A|)}(π) > [ w_{α, r}′_{(A)}(π) ]_β [ w_{α, c}′_{(A)}(π) ]_{1−β} dlØ vseh π ∈ R_r (A − D_A), (2.15)

to A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

V qastnosti, v tom prosteæxem sluqae, kogda r = 0, sledstvie 2.1 svoditsØ k sledu¸wim horoxo izvestnym smexannym dostatoqnym usloviØm nevyroßdennosti Ostrovskogo [14].

Sledstvie 2.2. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ 0 6 α 6 1.

Esli |a_{ii}| > [r^′_i(A)]^α [c^′_i(A)]^{1−α}, i = 1, . . ., n, to A – nevyroßdennaØ H-matrica.

V zakl¸qenie fftogo paragrafa otmetim, qto nekotorye netrivial~nye sposoby vybora diagonal~nyh masxtabiru¸wih matric D_q , figuriru¸wih v teoreme 2.7, ukazany v [5].

§3. Oblasti lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ

V fftom paragrafe my privodim novye rezul~taty o lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ, usiliva¸wie ranee izvestnye, a dlØ neprivodimyh matric my takße privodim i opisanie sobstvennyh znaqeniæ, ØvlØ¸wihsØ graniqnymi toqkami rassmatrivaemyh oblasteæ lokalizacii.

Pust~ A = D_A − R ∈ C^{n×n} , n > 1, i pust~ λ ∈ C – toqka kompleksnoæ ploskosti. Po opredeleni¸, λ est~ sobstvennoe znaqenie matricy A, t.e. λ ∈ Spec A, togda i tol~ko togda, kogda matrica A_λ = A − λI_n = (D_A − λI_n) − R vyroßdena.

ZAPOLNENIE PROBELA 143

Predpoloßim sperva, qto λ ≠ a_{ii}, i = 1, . . . , n. V fftom sluqae matrica D_{Aλ} = D_A −λI_n nevyroßdena, i, po teoreme 2.2, esli λ ∈ Spec A, to matrica A_λ ne moßet imet~ strogogo diagonal~nogo preobladaniØ v smysle neravenstva (2.5). Takim obrazom, dlØ proizvol~nogo α, 0 6 α 6 1, i nekotorogo puti π ∈ R_r (A − D_A) my neobhodimo imeem w_{α, d(|A−λIn|)}(π) 6 w_{α, r}′_{(A)}(π). (3.1) Teper~ pust~ λ = a_{i0i0} . V fftom sluqae libo a_{i0i0} ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ matricy A, libo naædetsØ takoæ kontur γ ∈ C(A − D_A), qto i_0 ∈ γ̄. V poslednem sluqae dlØ l¸bogo

r > 0 verxina i0 leßit na nekotorom puti π ∈ Rr (A − DA) (koto-

ryæ libo sovpadaet s γ pri |γ| 6 r, libo ØvlØetsØ prostym putem, leßawim na γ pri |γ| > r). DlØ fftogo puti π neravenstvo (3.1) vypolnØetsØ trivial~nym obrazom, poskol~ku ego levaØ qast~ obrawaetsØ v nol~.

Itak, nami ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.1. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1. Togda dlØ l¸bogo

r, 0 6 r 6 n, i proizvol~nogo α, 0 6 α 6 1, spravedlivo vkl¸qenie

Spec A ⊆ ⋃ π∈Rr (A−DA) { z ∈ C : wα, d(|A−zI_n|)(π) 6 wα, r′ (A)(π)^} ∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A}.

(3.2)

Zametim, vo-pervyh, qto dlØ matricy, ne ime¸weæ neprivodimyh komponent porØdka odin, t.e. dlØ slabo neprivodimoæ matricy A, mnoßestvo, stoØwee v pravoæ qasti vkl¸qeniØ (3.2), uprowaetsØ i svoditsØ k ob¨edineni¸ po putØm iz R_r(A − D_A).

Zametim takße, qto, vvidu neravenstv (2.3), spravedlivy vkl¸qeniØ ⋃ π∈Pr (A−DA) { z ∈ C : wα, d(|A−zI_n|)(π) 6 wα, r′(A)(π)^} ⊇ ⋃ π∈Rr (A−DA) { z ∈ C : wα, d(|A−zI_n |)(π) 6 wα, r′(A)(π)^} ⊇ ⋃ γ∈C(A−DA) { z ∈ C : wd(|A−zI_n|)(γ) 6 wr′(A)(γ)^} = ⋃ γ∈C(A−DA) z ∈ C :^∏_{i∈γ̄} |aii − z| 6^∏_{i∈γ̄} r^′_i(A) .

(3.3)

144 L. ı. KOLOTILINA

Takim obrazom, mnoßestvo lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ, figuriru¸wee v teoreme 3.1, vsegda soderßit konturnoe mnoßestvo Brual~di, no, s drugoæ storony, samo soderßitsØ v mnoßestve lokalizacii, otveqa¸wem vsem putØm dliny r. V qastnosti, pri α = 1, mnoßestvo iz teoremy 3.1 ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva P_r(A), figuriru¸wego v teoreme 1.1.

Rassmotrim nekotorye qastnye sluqai teoremy 3.1. Pri r = 0 v sootvetstvii s (1.13) i (1.7) my imeem R0(A − DA) = {i : r^′_i(A) > 0}, tak qto, po teoreme 3.1,

Spec A ⊆ ⋃ i: r^′_i (A)>0 {z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A)} ∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A} = ⋃ i∈⟨n⟩ {z ∈ C : |a_{ii} − z| 6 r^′_i(A)}. (3.4)

Tem samym, pri r = 0 teorema 3.1 svoditsØ k teoreme Gerxgori- na. Pri r = 1 my imeem R1(A − DA) = {(i, j) : i ≠ j i aij ≠ 0}, i teorema 3.1 daet nam vkl¸qenie

Spec A ⊆ ⋃ i≠j: a_{ij} ≠0 { z ∈ C : |aii − z|^α |ajj − z|^{1−α} 6 r^′_i(A)^α r^′_j(A)^{1−α}} ∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A}. (3.5)

�tot rezul~tat sovpadaet s formuloæ (7.12) v [5] i uluqxaet (a takße obobwaet) mnoßestvo lokalizacii Ostrovskogo–Brauffra C(A), sm. §1.

Pri r 6 g(G_A) mnoßestvo R_r (A − D_A) = P_r (A − D_A) sovpadaet s mnoßestvom vseh puteæ dliny r v grafe matricy A − D_A. Sledovatel~no, pri takih znaqeniØh r teorema 3.1 daet obobwenie teoremy 1.1, v kotorom α moßet var~irovat~sØ ot 0 do 1.

ZAPOLNENIE PROBELA 145

Nakonec, pri r > c(G_A) my imeem R_r (A − D_A) = C(A), i vkl¸- qenie (3.2) prinimaet vid

Spec A ⊆ ⋃ γ∈C(A−DA) z ∈ C :^∏_{i∈γ̄} |aii − z| 6^∏_{i∈γ̄} r^′_i(A) ∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A}.

(3.6)

Takim obrazom, pri r > c(G_A) teorema 3.1 obobwaet teoremu Brual~di [8], sm. (1.5), na sluqaæ proizvol~nyh matric.

PolagaØ v teoreme 3.1 α = 1 (tol~ko lix~ dlØ uproweniØ zapisi formuly) i ispol~zuØ opredelenie mnoßestva R_r (A − D_A), my prihodim k sledu¸weæ bolee naglØdnoæ formulirovke.

Sledstvie 3.1. Pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1. Togda dlØ l¸bogo

r, 1 6 r 6 n,

Spec A ⊆ ⋃ γ∈C(A−D_A) |γ|6r z ∈ C :^∏_{i∈γ̄} |aii − z| 6^∏_{i∈γ̄} r^′_i(A) ∪ ⋃ (i_1,...,i_r,i_{r+1})∈SP_r(A−D_A) z ∈ C :^{r∏}_{j=1} |ai_j i_j − z| 6^{r∏}_{j=1} r^′_{ij} (A)

∪ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A}. (3.7) DlØ polnoty izloßeniØ privedem takße mnoßestvo lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ, davaemoe teoremoæ 2.7.

Teorema 3.2. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1. Togda dlØ l¸bogo

r, 0 6 r 6 n, l¸byh s > 1 i p, 0 6 p 6 s, proizvol~nyh nevyroßdennyh diagonal~nyh matric D_q, q = 1, . . . , s, l¸bogo α, 0 6 α 6 1, i proizvol~nyh β_q , q = 1, . . ., s, takih qto^s ∑ q=1 β_q = 1, imeet mesto vkl¸qenie

Spec A ⊆ {a_{ii} : a_{ii} – neprivodimaØ komponenta A} ∪ ⋃ π∈Rr (A−DA) { z ∈ C : wα, d(|A−zI_n|)(π) (3.8) 6^{p∏}_{q=1}^[w_{α, r}′_{(D}−1_{q ADq)}(π)^{]βq s∏}_{q=p+1}^[w_{α, c}′_{(D}−1_{q ADq )}(π)^{]βq }}.

146 L. ı. KOLOTILINA

V zakl¸qenie fftogo paragrafa my privedem opisanie sobstvennyh znaqeniæ neprivodimoæ matricy, kotorye ØvlØ¸tsØ graniqnymi toqkami mnoßestva lokalizacii iz (3.2). �to opisanie legko sleduet iz utverßdeniØ (ii) teoremy 2.2.

Teorema 3.3. Pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, – neprivodimaØ

matrica, pust~ 0 6 α 6 1 i pust~ libo 0 6 r 6 g(G_A), libo c(G_A) 6

r 6 n. Togda toqka λ ∈ C , dlØ kotoroæ neravenstvo w_{α, d(|A−λIn|)}(π) > w_{α, r}′_{(A)}(π) (3.9) vypolnØetsØ pri vseh π ∈ R_r (A − D_A), ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy A togda i tol~ko togda, kogda

(i) pri vseh π ∈ R_r(A − D_A) neravenstvo (3.9) ØvlØetsØ ravenstvom i

(ii) dlØ vseh γ ∈ C(A − D_A) spravedlivo neravenstvo

Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ (λ − a_{ii}) > 0 , gde Π_γ (A) – konturnoe proizvedenie, opredelennoe v §2.

Pri r = 0 teorema 3.3 daet opisanie sobstvennyh znaqeniæ, ØvlØ¸wihsØ graniqnymi toqkami krugov Gerxgorina, vpervye predstavlennoe v [11, teorema 3.2]; pri r = 1 ona opisyvaet sobstvennye znaqeniØ, leßawie na granice ovalov Kassini, associirovannyh s mnoßestvom dug v orientirovannom grafe matricy (otnositel~no bolee toqnoæ formulirovki v fftom sluqae sm. [12, teorema 3.1] i [5, teorema 7.4]), a pri r > c(G_A) teorema 3.3 svoditsØ k opisani¸ sobstvennyh znaqeniæ, ØvlØ¸wihsØ graniqnymi toqkami mnoßestva Brual~di B(A), sm. (1.5). Zametim, qto, kak pokazano v [2, teorema 3.2], v poslednem sluqae usloviØ (i) i (ii) teoremy 3.3 v sovokupnosti mogut byt~ zapisany v sledu¸- wem vide:

Π_γ (A) Π_γ (|A|) = ∏ i∈γ̄ λ − a_{ii} r^′_i(A) dlØ kaßdogo γ ∈ C(A − D_A).

Literatura

1. H. D. Ikramov, NesimmetriqnaØ problema sobstvennyh znaqeniæ. Nauka, M., 1991.

ZAPOLNENIE PROBELA 147

2. L. ı. Kolotilina, O teoreme Brual~di. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 48–63.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 77– 122.

4. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 296 (2003), 60–88.

5. L. ı. Kolotilina, Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, udovletvorØ¸wih usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, formuliruemym v terminah orientirovannyh grafov. — Zap. nauqn. semin. POMI 309 (2004), 40–83.

6. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. III. — Zap. nauqn. semin. POMI 323 (2005), 69–93.

7. A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix. II. — Duke Math. J.

14 (1947), 21–26.

8. R. Brualdi, Matrices, eigenvalues, and directed graphs. — Linear Multilinear

Algebra 11 (1982), 143–165.

9. M. Fiedler, V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. —

Czechoslovak Math. J. 19 (1969), 428–450.

10. R. A. Horn, C. R. Johnson, Matrix Analysis. Cambridge University Press, 1985. 11. L. Yu. Kolotilina, Nonsingularity/singularity criteria for nonstrictly block diagonally dominant matrices. — Linear Algebra Appl. 359 (2003), 133–159.

12. L. Yu. Kolotilina, Generalizations of the Ostrowski–Brauer theorem. — Linear

Algebra Appl. 364 (2003), 65–80.

13. M. Marcus, H. Minc, A Survey of Matrix Theory and Matrix Inequalities. Allyn

and Bacon, Inc., Boston, 1964.

14. A. M. Ostrowsky, Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale.

— Comment. Math. Helv. 10 (1937), 69–96.

15. R. S. Varga, Gers̆gorin and His Circles. (Springer Series Comput. Math. 36)

Springer, 2004.

16. R. S. Varga, A. Krautstengl, On Gers̆gorin-type problems and ovals of Cassini.

— ETNA (Electronic Transactions on Numerical Analysis) 8 (1999), 15–20.

Kolotilina L. Yu. Filling the gap between the Gerschgorin and Brualdi theorems.

The paper presents new diagonal dominance type nonsingularity conditions for n × n matrices formulated in terms of circuits of length not exceeding a fixed number r > 0 and simple paths of length r in the digraph of the matrix. These conditions are intermediate between the diagonal dominance conditions in terms of all paths of length r and Brualdi’s diagonal dominance conditions, involving all the circuits. For r = 0, the new conditions reduce to the standard row diagonal dominance condi-

148 L. ı. KOLOTILINA tions |a_{ii}| > ∑ j≠i |a_{ij}|, i = 1, . . . , n, whereas for r = n they coincide with

the Brualdi circuit conditions. Thus, they connect the classical Lévy– Desplanques theorem and the Brualdi theorem, yielding a family of sufficient nonsingularity conditions. Further, for irreducible matrices satisfying the new diagonal dominance conditions with nonstrict inequalities, the singularity/nonsingularity problem is solved. Also the new sufficient diagonal dominance conditions are extended to the so-called mixed conditions, simultaneously involving the deleted row and column sums of an arbitrary finite set of matrices diagonally conjugated to a given one, which, in the simplest nontrivial case, reduce to the old-known Ostrowski conditions |a_{ii}| > ( ∑ j≠i |a_{ij}|)^α ( ∑ j≠i |a_{ji}|)^{1−α}, i = 1, . . ., n, 0 6 α 6 1. The nonsingularity conditions obtained are used to provide new eigenvalue inclusion sets, depending on r, which, as r varies from 0 to n, serve as a bridge connecting the union of Gerschgorin’s disks with the Brualdi inclusion set.

Postupilo 28 aprelØ 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: liko@pdmi.ras.ru