Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

H. D. Ikramov, V. N. Qugunov

NESKOL^KO ZAMEQANI` O TEPLICEVYH I GANKELEVYH CIRKUL˚NTAH 1. Pust~ Mn(C) – mnoßestvo kompleksnyh n × n-matric. Tepli-

cevoæ nazyvaetsØ matrica T ∈ M_n(C), ime¸waØ vid

T = t_0 t_1 t_2 . . . tn_{−1} t_{−1} t_0 t_1 . . . tn_{−2} t_{−2} t_{−1} t_0 . . . tn_{−3} . . . . . . . . . . . . . . . t_−n_{+1} t_−n_{+2} t_−n_{+3} . . . t_0

, (1)

a gankelevoæ – matrica H ∈ M_n(C) vida

H = h_1 h_2 h_3 . . . hn h_2 h_3 h_4 . . . hn_{+1} h_3 h_4 h_5 . . . hn_{+2} . . . . . . . . . . . . . . . hn hn_{+1} hn_{+2} . . . h_2n_{−1}

. (2)

Tepliceva matrica (1) nazyvaetsØ cirkulØntom, esli t_−i = tn_−i, i = 1, 2, . . . , n − 1. Budem nazyvat~ matricu (2) gankelevym cirkulØntom, esli hn_+i = hi, i = 1, 2, . . . , n − 1. Oqevidno, qto i teplicev, i gankelev cirkulØnty odnoznaqno opredelØ¸tsØ fflementami svoih pervyh strok.

Matrica-perestanovka

Πn = 1 1 . . . 1 1 121

122 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV nazyvaetsØ per¨ediniqnoæ matriceæ. DlØ cirkulØnta T ∈

Mn(C) s pervoæ strokoæ_(

t_0 t_1 t_2 . . . tn_{−1} ) (3) matricy Π_nT i T Π_n sut~ gankelevy cirkulØnty s pervymi strokami ( t_1 t_2 . . . tn_{−1} t_0 ) i ( tn_{−1} tn_{−2} . . . t_1 t_0 ) . VsØkiæ teplicev cirkulØnt ØvlØetsØ normal~noæ matriceæ.

Mnoßestvo T_n vseh cirkulØntov porØdka n zamknuto otnositel~- no umnoßeniØ i, sledovatel~no, moßet rassmatrivat~sØ kak algebra. Bolee togo, ffta algebra kommutativna. Vse ffti zameqatel~nye (i horoxo izvestnye) svoæstva cirkulØntov sut~ sledstviØ sledu¸wego (takße horoxo izvestnogo) fakta: dlØ vsØkogo cirkulØnta T ∈ T_n spravedlivo predstavlenie T = F^∗nDFn, (4) gde F_n – matrica diskretnogo preobrazovaniØ Fur~e, t.e.

Fn = 1 √ n 1 1 1 . . . 1 1 ϵ ϵ^2 . . . ϵn^{−1} 1 ϵ^2 ϵ^4 . . . ϵ^{2(}n^{−1)} . . . . . . . . . . . . . . . 1 ϵn^{−1} ϵ^{2(}n^{−1)} . . . ϵ^(n^{−1)2}

. (5)

Zdes~ ϵ = exp(^{2πi}_n ) est~ pervoobraznyæ koren~ n-æ stepeni iz edinicy. Matrica D v (4) diagonal~naØ, i ee diagonal~nye fflementy svØzany special~nym obrazom s komponentami stroki (3). Poslednee obstoØtel~stvo ne ispol~zuetsØ v dal~neæxem izloßenii.

ZadadimsØ takim voprosom: kakoæ klass matric budet poluqen, esli dlØ proizvol~nyh diagonal~nyh matric D ∈ M_n(C) my zamenim unitarnoe podobie v (4) unitarnoæ kongruffncieæ, sohranØØ F_n v kaqestve transformiru¸weæ matricy? Inymi slovami, trebuetsØ opisat~ matricy vida H = F^⊤n DFn. (6)

NESKOL^KO ZAMEQANI` O CIRKUL˚NTAH 123 Poskol~ku matrica (5) simmetriqna, matricu H moßno zapisat~ i kak H = FnDFn. Otvet na postavlennyæ vopros daetsØ sledu¸wim predloßeniem.

Predloßenie 1. Klass matric vida (6) sovpadaet s klassom Hn

gankelevyh cirkulØntov porØdka n.

Dokazatel~stvo. PolagaØ

D = diag (d_1, d_2, . . . , dn), imeem (H)kl = (FnDFn)kl = n∑ j=1 (Fn)kjdj(Fn)jl

= 1 n n∑ j=1 djϵ^(k^{−1)(}j^{−1)}ϵ^(j^{−1)(}l^{−1)} = 1 n n∑ j=1 djϵ^(j^{−1)(}k^+l^{−2)}. (7)

Takim obrazom, fflementy matricy H zavisØt ot summy k + l, a ne ot indeksov k i l po otdel~nosti. �to oznaqaet, qto H – gankeleva matrica.

Iz vyraßeniØ (7) dlØ fflementov h_{kl} sleduet, qto hi_{+1},n = 1 n n∑ j=1 djϵ^(j^{−1)(}n^+i^{−1)} = 1 n n∑ j=1 djϵ^(j^{−1)(}i^{−1)}

= 1 n n∑ j=1 djϵ^(j^{−1)(1+}i^{−2)} = h_1,i, i = 1, 2, . . . , n − 1.

V fftih vykladkah ispol~zovano ravenstvo ϵ^n = 1. SootnoxeniØ hi_{+1},n = h_1,i, i = 1, 2, . . . , n − 1, oznaqa¸t, qto H – gankelev cirkulØnt.

To obstoØtel~stvo, qto vsØkiæ gankelev cirkulØnt moßet byt~ predstavlen v vide (6), vytekaet iz prostyh razmernostnyh soobraßeniæ. Oqevidno, qto preobrazovanie D −→ FnDFn

124 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV algebry D_n diagonal~nyh n × n matric v lineænoe prostranstvo Hn nevyroßdenno. Pofftomu n = dim Dn = dim FnDnFn. Tak kak dim Hn = n, to lineænye prostranstva F_nD_nF_n i H_n dolßny sovpadat~.

2. Pust~ H – gankelev cirkulØnt porØdka n i H = FnΛFn (8) est~ predstavlenie tipa (6). Kak otmeqeno v razdele 1, matrica ΠnH est~ teplicev cirkulØnt i, sledovatel~no, dopuskaet predstavlenie (4). Kak svØzany meßdu soboæ diagonal~nye matricy Λ i D?

Predloßenie 2. Matricy Λ i D udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

W D = Λ, (9) gde W = diag (1, ϵ, ϵ^2, . . . , ϵn^{−1}). (10) �to utverßdenie osnovano na sledu¸weæ lemme, ustanavliva¸weæ odno iz svoæstv matricy diskretnogo preobrazovaniØ Fur~e.

Lemma. VypolnØ¸tsØ ravenstva

ΠnFn = F^∗nW^{−1} = F^∗nW^∗. (11)

Dokazatel~stvo. Imeem √ n(ΠnFn)kl = √ n(Fn)n_{+1−}k,l = ϵ^(n^−k^{)(}l^{−1)}, √ n(F^∗nW^{−1})kl = √ n (Fn)kl ϵl^{−1} = ϵ^(k^{−1)(}l^{−1)} ϵl^{−1} = ϵ^(l^{−1)}k = ϵ̄^(l^{−1)}k = ϵ^(n^{−1)(}l^{−1)}k = ϵ^−k^(l^{−1)} = ϵ^(n^−k^{)(}l^{−1)}.

Ots¸da sleduet (11).

VozvrawaØs~ k predloßeni¸ 2, imeem ΠnH = ΠnFnΛFn = F^∗nW^{−1}ΛFn = F^∗nDWn, gde D = W^{−1}Λ.

Takim obrazom, sootnoxenie (9) dokazano.

NESKOL^KO ZAMEQANI` O CIRKUL˚NTAH 125

3. Esli D v formule (4) – vewestvennaØ diagonal~naØ matrica,

to cirkulØnt T est~ ffrmitova matrica, a poluqaemye iz nego gankelevy cirkulØnty Π_nT i T Π_n ØvlØ¸tsØ centroffrmitovymi. Napomnim, qto n × n-matrica A nazyvaetsØ centroffrmitovoæ, esli an_{+1−}i,n_{+1−}j = aij, 1 6 i, j 6 n, ili A^∗ = ΠnAΠn. Oqevidno, qto i, naoborot, vsØkiæ centroffrmitov gankelev cirkulØnt H moßet byt~ poluqen iz ffrmitova cirkulØnta T = Π_nH perestanovkoæ strok v obratnom porØdke. Esli H predstavlen v vide (6), a T – v vide (4), to, soglasno predloßeni¸ 2, W D = Λ. Poskol~ku D – vewestvennaØ matrica, diagonal~nye fflementy matricy Λ ime¸t (s toqnost~¸ do kratnogo qisla π) argumenty 0, 2π n , 4π n , . . . , 2(n − 1)π n . 4. I algebra Tn teplicevyh cirkulØntov, i lineænoe prostran-

stvo H_n gankelevyh cirkulØntov ime¸t razmernost~ n. Legko videt~, qto pereseqenie T_n ⋂ Hn odnomerno i sostoit iz vseh kratnyh matricy

Jn = 1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 . . . . . . . . . . . . 1 1 . . . 1 .

Ots¸da sleduet, qto razmernost~ summy L_n = T_n + H_n ravna 2n − 1.

Izvestno (sm. [1]), qto L_n ØvlØetsØ algebroæ. Vproqem, ffto legko sleduet iz skazannogo vyxe. V samom dele, proizvedenie l¸byh dvuh cirkulØntov est~ cirkulØnt. Esli T ∈ T_n, a H ∈ H_n, to T H = T (HΠn)Πn i HT = Πn(ΠnH)T

126 H. D. IKRAMOV, V. N. QUGUNOV sut~ gankelevy cirkulØnty. Nakonec, proizvedenie matric H_1, H_2 ∈ Hn est~ obyqnyæ cirkulØnt, poskol~ku

H_1H_2 = (H_1Πn)(ΠnH_2).

Matricy iz L_n nazyva¸t (T + H)-cirkulØntami. Poprobuem obobwit~ situaci¸, privedxu¸ k algebre L_n, pol~zuØs~ rezul~tatami razdela 1.

Pust~ A – podalgebra v M_n(C), zamknutaØ otnositel~no (pofflementnoæ) operacii soprØßeniØ. Fiksiruem unitarnu¸ matricu Q i rassmotrim mnoßestvo B = Q^∗AQ. Oqevidno, qto B — algebra. Predpoloßim, qto B toße zamknuta otnositel~no pofflementnogo soprØßeniØ. Nakonec, opredelim lineænoe prostranstvo C = Q^⊤AQ. Potrebuem, qtoby i C bylo zamknuto otnositel~no pofflementnogo soprØßeniØ.

Pokaßem, qto summa G = B + C ØvlØetsØ algebroæ. Deæstvitel~no, pust~ B = Q^∗A_1Q ∈ B i C = Q^⊤A_2Q ∈ C. Togda

CB = Q^⊤A_2QQ^∗A_1Q = Q^⊤(A_2A_1)Q ∈ C.

Po predpoloßeni¸, B ∈ B; sledovatel~no, naædetsØ matrica A_3 ∈ A takaØ, qto B = Q^∗A_3Q, otkuda B = Q^⊤A_3Q. Pofftomu BC = Q^⊤A_3QQ^⊤A_2Q = Q^⊤(A_3A_2)Q ∈ C.

Pust~, nakonec, C_1 = Q^⊤A_1Q ∈ C i C_2 = Q^⊤A_2Q ∈ C. Soglasno predpoloßeni¸, C_1 ∈ C, t.e. naædetsØ matrica A_3 ∈ A takaØ, qto

C_1 = Q^⊤A_3Q,

NESKOL^KO ZAMEQANI` O CIRKUL˚NTAH 127 otkuda C_1 = Q^∗A_3Q.

Sledovatel~no,

C_1C_2 = Q^∗A_3QQ^⊤A_2Q = Q^∗(A_3A_2)Q ∈ B.

Itak, G deæstvitel~no ØvlØetsØ algebroæ.

Sformulirovannye vyxe usloviØ vypolneny, v qastnosti, v sluqae, kogda B – algebra kosyh cirkulØntov (sm., naprimer, [2, s. 47]), a C – sootvetstvu¸wee lineænoe podprostranstvo kompleksnyh gankelevyh matric (kosyh gankelevyh cirkulØntov).

Rabota vtorogo avtora byla podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (granty 04-07-90336 i 05-01- 00721) i programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ otdeleniØ matematiqeskih nauk RAN “Vyqislitel~nye i informacionnye problemy rexeniØ bol~xih zadaq” po proektu “Matriqnye metody v integral~nyh i differencial~nyh uravneniØh”.

Literatura 1. E. Bozzo, Algebras of higher dimension for displacement decompositions and com-

putation with Toeplitz plus Hankel matrices. — Linear Algebra Appl. 230 (1995), 120–150.

2. V. V. Voevodin, E. E. Tyrtyxnikov, Vyqislitel~nye processy s tepli-

cevymi matricami. Nauka, M., 1987.

Ikramov Kh. D., Chugunov V. N. Several observations on Toeplitz and Hankel circulants.

An application of the unitary similarity with the discrete Fourier transform to the algebra of diagonal matrices yields the algebra of circulants. It turns out that if, in this construction, the unitary similarity is replaced by the unitary congruence, then the class of the so-called Hankel circulants is obtained. The causes and certain effects of this fact are discussed. Postupilo 27 marta 2006 g.

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su

Institut vyqislitel~noæ matematiki RAN

E-mail: vadim@bach.inm.ras.ru