Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

H. D. Ikramov

O PSEVDOSOBSTVENNYH ZNAQENI˚H I SINGUL˚RNYH QISLAH KOMPLEKSNO` KVADRATNO` MATRICY

1. Vvedenie

GovorØt, qto matricy A, B ∈ M_n(C) psevdopodobny, esli A = SBS�1 dlØ nekotoroæ nevyroßdennoæ matricy_{S ∈ Mn(}C_). Zdes~,

kak obyqno, qerta nad simvolom matricy oboznaqaet vzØtie pokomponentnogo soprØßeniØ. Vaßnym qastnym sluqaem psevdopodobiØ ØvlØetsØ unitarnaØ kongruffnciØ, poluqaemaØ v sluqae, kogda S = U est~ unitarnaØ matrica: A = U BU^T .

Soglasno opredeleni¸ iz [1, razdel 4.6] (neskol~ko izmenennomu v sootvetstvii s naximi celØmi), qislo μ ∈ C i nenulevoæ vektor x ∈ C_n nazyva¸tsØ sootvetstvenno psevdosobstvennym znaqeniem i (associirovannym) psevdosobstvennym vektorom matricy A, esli Ax = μx. (1) Moßno pokazat~ (sm. snova [1, razdel 4.6]), qto μ togda i tol~ko togda ØvlØetsØ psevdosobstvennym znaqeniem matricy A, kogda

|μ|^2 ØvlØetsØ (obyqnym) sobstvennym znaqeniem matricy AA.

Takim obrazom, esli AA ne imeet vewestvennyh neotricatel~- nyh sobstvennyh znaqeniæ, to psevdosobstvennyh znaqeniæ u A ne moßet byt~. Esli ße A imeet psevdosobstvennoe znaqenie μ, to i vsØkoe qislo vida e^{iθ}μ, gde θ ∈ R, takße ØvlØetsØ psevdosobstvennym znaqeniem dlØ A. Stalo byt~, esli A imeet psevdosobstvennye znaqeniØ, to ih vsegda beskoneqno mnogo. PoluqaetsØ, qto, v otliqie ot obyqnyh sobstvennyh znaqeniæ, kotoryh u matricy porØdka n rovno n (s uqetom kratnosteæ), s psevdosobstvennymi znaqeniØmi poprostu neudobno rabotat~.

V razdele 2 nastoØweæ stat~i my prinimaem inoe opredelenie psevdosobstvennyh znaqeniæ. V sootvetstvii s fftim opredeleniem, vsØkaØ matrica porØdka n imeet (s uqetom kratnosteæ) rovno n psevdosobstvennyh znaqeniæ. Pri fftom okazyvaetsØ, qto na 111

112 H. D. IKRAMOV

opredelennye takim obrazom psevdosobstvennye znaqeniØ perenositsØ rØd sootnoxeniæ, svØzyva¸wih (obyqnye) sobstvennye znaqeniØ i (mnogie) matriqnye normy, a takße rØd sootnoxeniæ meßdu sobstvennymi znaqeniØmi i singulØrnymi qislami.

Takie klassiqeskie neravenstva, kak neravenstvo Xura ili neravenstva VeælØ, prevrawa¸tsØ v ravenstva, esli A – normal~naØ matrica. V razdele 3 my pokazyvaem, qto analogiqnyæ fakt po otnoxeni¸ k psevdosobstvennym znaqeniØm imeet mesto dlØ soprØßenno-normal~nyh matric. �tot matriqnyæ klass igraet v teorii unitarnyh kongruffnciæ taku¸ ße rol~, kaku¸ obyqnye normal~nye matricy igra¸t v teorii unitarnogo podobiØ. Est~ i drugie paralleli meßdu svoæstvami fftih dvuh klassov, kotorye takße ukazany v razdele 3.

2. Neravenstva meßdu psevdosobstvennymi znaqeniØmi i singulØrnymi qislami

Sopostavim matrice A ∈ M_n(C) matricy

A_L = AA (2) i A_R = AA. (3)

HotØ v obwem sluqae proizvedeniØ AB i BA ne obØzany byt~ podobnymi matricami, AA vsegda podobna matrice AA (sm. [1, razdel 4.6, zadaqa 9]). Pofftomu v dal~neæxem obsußdenii spektral~nyh svoæstv moßno rassmatrivat~ lix~ odnu iz fftih matric, dlØ opredelennosti, A_L.

Spektr matricy A_L imeet dva sledu¸wih zameqatel~nyh svoæstva.

1. On simmetriqen po otnoxeni¸ k vewestvennoæ osi. Krome togo, sobstvennye znaqeniØ λ i λ ime¸t odinakovu¸ kratnost~.

2. Esli u A_L est~ otricatel~nye sobstvennye znaqeniØ, to oni obØzatel~no ime¸t qetnu¸ algebraiqesku¸ kratnost~.

Dokazatel~stva fftih utverßdeniæ moßno naæti v [1, razdel 4.6, zadaqi 5–7].

Pust~

λ(A_L) = {λ_1, . . . , λ_n} (4)

O PSEVDOSOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 113

est~ spektr matricy A_L. Simvol ρ(A) = max{|λ|, λ ∈ λ(A)} ispol~zuetsØ dlØ oboznaqeniØ spektral~nogo radiusa matri- cy A. Opredelenie 1. Psevdosobstvennymi znaqeniØmi matricy A

nazyva¸tsØ n qisel μ_1, . . . , μ_n, poluqaemyh sledu¸wim obrazom:

• Esli λ_i ∈ λ(A_L) ne leßit na vewestvennoæ otricatel~- noæ poluosi, to sootvetstvu¸wee psevdosobstvennoe znaqenie μ_i opredelØetsØ kak kvadratnyæ koren~ iz λ_i, ime¸- wiæ neotricatel~nu¸ vewestvennu¸ qast~:

μ_i = λ^{12}_i , Re μ_i ≥ 0. (5)

Kratnost~ qisla μ_i polagaetsØ ravnoæ kratnosti λ_i. • S vewestvennym otricatel~nym qislom λ_i ∈ λ(A_L) my svØzyvaem dva soprØßennyh qisto mnimyh psevdosobstvennyh znaqeniØ

μ_i = ±λ^{12}_i . (6)

Kratnost~ kaßdogo iz nih sqitaetsØ ravnoæ polovine kratnosti sobstvennogo znaqeniØ λ_i.

Mnoßestvo cλ(A) = {μ_1, . . . , μ_n} (7) nazyvaetsØ psevdospektrom matricy A.

Suwestvuet ewe odna interpretaciØ psevdosobstvennyh znaqeniæ. Poloßim ^A = [ 0 A A 0 ] . (8)

Predloßenie 1. Esli n×n-matrica A imeet psevdosobstvennye

znaqeniØ μ_1, . . . , μ_n, to λ( ^A) = {μ_1, . . . , μ_n, −μ_1, . . . , −μ_n}. (9) Dokazatel~stvo. Trebuemoe utverßdenie vytekaet iz sledu¸-

wih dvuh nabl¸deniæ: vo-pervyh, ^A^2 = A_R ⊕ A_L, otkuda sleduet,

114 H. D. IKRAMOV

qto vsØkoe sobstvennoe znaqenie matricy ^A ØvlØetsØ kvadratnym kornem iz nekotorogo sobstvennogo znaqeniØ matricy A_L. Vo-vtoryh, harakteristiqeskiæ mnogoqlen φ(λ) matricy ^A imeet vid

φ(λ) = det(λI_{2n} − ^A) = det(λ^2I_n − A_L) = det(λ^2I_n − A_R).

Takim obrazom, esli λ est~ sobstvennoe znaqenie matricy ^A, to −λ takße ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem fftoæ matricy, i oba qisla ime¸t odinakovu¸ kratnost~. �

Do konca dannogo razdela my budem priderßivat~sØ sledu¸- wih soglaxeniæ.

1. SingulØrnye qisla matricy A uporØdoqeny po nevozrastani¸:

σ_1(A) ≥ σ_2(A) ≥ . . . ≥ σ_n(A). (10)

Takim obrazom,

σ_{max}(A) = σ_1(A) = ||A||_2. (11)

2. Psevdosobstvennye znaqeniØ matricy A uporØdoqeny po nevozrastani¸ moduleæ: |μ_1(A)| ≥ |μ_2(A)| ≥ . . . ≥ |μ_n(A)|. (12) 3. Te ße dogovorennosti primenØ¸tsØ k singulØrnym qislam i sobstvennym znaqeniØm matricy ^A:

σ_1( ^A) ≥ σ_2( ^A) ≥ . . . ≥ σ_{2n}( ^A), (13) |λ_1( ^A)| ≥ |λ_2( ^A)| ≥ . . . ≥ |λ_{2n}( ^A)|. (14) V silu (9), imeem |λ_{2i}�_1( ^A)| = |λ_{2i}( ^A)| = |μ_i(A)|, i = 1, 2, . . . , n. (15) Zametim, qto ^A imeet te ße singulØrnye qisla, qto i A ⊕ A, a A imeet te ße singulØrnye qisla, qto i A. Ots¸da sleduet, qto singulØrnymi qislami matricy ^A ØvlØ¸tsØ povtorennye dvaßdy singulØrnye qisla matricy A. Tem samym

σ_{2i}�_1( ^A) = σ_{2i}( ^A) = σ_i(A), i = 1, 2, . . . , n. (16)

Nakonec, opredelim psevdospektral~nyæ radius matricy A sootnoxeniem

cρ(A) = |μ_1(A)|. (17)

O PSEVDOSOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 115

Predloßenie 2. Pust~ || · || – proizvol~naØ absol¸tnaØ matriq-

naØ norma. Togda cρ(A) ≤ ||A||. (18) Dokazatel~stvo. Imeem cρ^2(A) = |μ_1(A)|^2 = ρ(AA) ≤ ||AA|| ≤ ||A|| ||A|| = ||A||^2. � Spektral~naØ norma ne ØvlØetsØ absol¸tnoæ. Tem ne menee neravenstvo (18) spravedlivo i dlØ spektral~noæ normy.

Predloßenie 3. Imeet mesto neravenstvo cρ(A) ≤ ||A||_2. (19) Dokazatel~stvo. DlØ vsØkoæ (mul~tiplikativnoæ) matriqnoæ

normy || · || vypolnØetsØ sootnoxenie ρ( ^A) ≤ || ^A||. Pofftomu |λ_1( ^A)| ≤ σ_1( ^A). Soglasno (11) i (15)–(17), ffto i est~ trebuemoe neravenstvo (19), zapisannoe v neskol~ko inoæ forme. �

Zameqanie. V liqnoæ perepiske R. Horn ukazal avtoru, qto

predloßeniØ 2 i 3 mogut byt~ ob¨edineny i usileny obwim predpoloßeniem o matriqnoæ norme, a imenno ||A|| = ||A||. Deæstvitel~no, dokazatel~stvo predloßeniØ 2 prohodit v fftom bolee obwem sluqae bez kakih-libo izmeneniæ. On ohvatyvaet, v qastnosti, vse unitarno invariantnye normy, a ne tol~ko spektral~nu¸ normu.

Predloßenie 4. Imeet mesto neravenstvo n∑ i=1 |μ_i(A)|^2 ≤ ||A||^2_F . (20) Dokazatel~stvo. PrimenØØ horoxo izvestnoe neravenstvo Xu-

ra k matrice ^A, poluqaem 2n∑ i=1 |λ_i( ^A)|^2 ≤ || ^A||^2_F . (21)

116 H. D. IKRAMOV

Oqevidno, qto || ^A||^2_F = 2||A||^2_F . UqityvaØ (15), vidim, qto (21) ffkvivalentno trebuemomu neravenstvu (20). �

Poskol~ku ||A||^2_F = n∑ i=1 σ^2_i (A),

my moßem rassmatrivat~ (20) kak neravenstvo meßdu psevdosobstvennymi znaqeniØmi matricy A i ee singulØrnymi qislami. S fftoæ toqki zreniØ, sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ obobweniem predloßeniØ 4.

Teorema 1. DlØ proizvol~nogo celogo m v intervale 1 ≤ m ≤ n

i l¸bogo vewestvennogo neotricatel~nogo δ spravedlivo neravenstvo_m ∑ i=1 |μ_i(A)|^δ ≤ m∑ i=1 σ^δ_i (A). (22)

Dokazatel~stvo. PrimenØØ k matrice^^A additivnye neraven-

stva VeælØ (sm. [2, razdel II.4.2]), poluqaem ℓ∑ i=1 |λ_i( ^A)|^δ ≤ ℓ∑ i=1 σ^δ_i ( ^A), 1 ≤ ℓ ≤ 2n. (23) PolagaØ v (23) ℓ = 2m (1 ≤ m ≤ n) i prinimaØ vo vnimanie (15) i (16), prihodim k sootnoxeni¸ (22). �

Zakonqim fftot razdel prostym, no poleznym faktom.

Predloßenie 5. Pust~ A – bloqno-treugol~naØ matrica vida A = [ A_{11} A_{12} 0 A_{22} ] . Togda cλ(A) = cλ(A_{11}) ∪ cλ(A_{22}). (24)

RazumeetsØ, sootnoxenie (24) vypolneno i dlØ nißneæ treugol~noæ matricy. Bolee togo, analogiqnye ravenstva ime¸t mesto dlØ vseh bloqnyh porØdkov (a ne tol~ko 2 × 2 bloqnyh matric).

O PSEVDOSOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 117

3. SoprØßenno-normal~nye matricy

Horoxo izvestna rol~, kotoru¸ v teorii unitarnogo podobiØ igra¸t normal~nye matricy. Ona osnovyvaetsØ na tom, qto imenno normal~nye matricy privodØtsØ k prosteæxeæ – diagonal~noæ – forme posredstvom unitarnyh podobiæ. V teorii unitarnyh kongruffnciæ analogiqnu¸ rol~ igra¸t soprØßennonormal~nye matricy (s.n. matricy).

Opredelenie 2. Matrica A ∈ Mn(C) nazyvaetsØ soprØßenno-

normal~noæ, esli

AA�_{= A}�_{A.} (25)

Po-vidimomu, klass s.n. matric byl vpervye vveden v [3]. Tam ße byla naædena kanoniqeskaØ forma s.n. matric otnositel~no unitarnyh kongruffnciæ.

Teorema 2. VsØkaØ soprØßenno-normal~naØ matrica A ∈ Mn(C)

posredstvom podhodØweæ unitarnoæ kongruffncii moßet byt~ privedena k bloqno-diagonal~nomu vidu s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Bloki porØdka 1 sut~ neotricatel~nye psevdosobstvennye znaqeniØ fftoæ matricy. Bloki porØdka 2 sootvetstvu- ¸t param soprØßennyh kompleksnyh psevdosobstvennyh znaqeniæ μ_j = ρ_j e^{iθj} , μ_j i ime¸t vid [ 0 ρ_j ρ_j e�^{i2θj} 0 ] (26)

ili [ 0 μ_j μ_j 0 ] . (27)

Bloqno-diagonal~naØ matrica, opisannaØ v teoreme 2, nazyvaetsØ kanoniqeskoæ formoæ s.n. matricy A. Vid (26) ee 2 × 2 blokov ispol~zuetsØ v [3], a vid (27) – v [4].

Special~nymi sluqaØmi s.n. matric ØvlØ¸tsØ kompleksnye simmetriqnye, kososimmetriqnye i unitarnye matricy. Iz klassiqeskoæ teoremy Takagi (sm. [1, razdel 4.4]) sleduet, qto singulØrnye qisla simmetriqnoæ matricy sovpada¸t s ee psevdosobstvennymi znaqeniØmi. Psevdosobstvennye znaqeniØ unitarnoæ matricy U, buduqi kvadratnymi kornØmi iz (obyqnyh) sobstvennyh znaqeniæ unitarnoæ matricy U U , ime¸t modul~ 1; v to ße vremØ, i vse singulØrnye qisla U ravny edinice. �to

118 H. D. IKRAMOV

sootnoxenie meßdu psevdosobstvennymi znaqeniØmi i singulØrnymi qislami spravedlivo dlØ vsego klassa s.n. matric.

Predloßenie 6. SingulØrnye qisla soprØßenno-normal~noæ ma-

tricy A sovpada¸t s modulØmi ee psevdosobstvennyh znaqeniæ.

Dokazatel~stvo. Trebuemoe utverßdenie legko vytekaet iz

rassmotreniØ kanoniqeskoæ formy matricy A. Deæstvitel~no, neotricatel~nye psevdosobstvennye znaqeniØ (t.e. 1 × 1 bloki kanoniqeskoæ formy) ØvlØ¸tsØ odnovremenno singulØrnymi qislami. V to ße vremØ, oqevidno, qto singulØrnye qisla matricy (27) – ffto dvaßdy povtorennoe qislo |μ_j|. �

Sledstvie 1. Neravenstva (19), (20) i (22) prevrawa¸tsØ v ra-

venstva, esli A – soprØßenno-normal~naØ matrica.

Zameqanie. V [5] pokazano, qto ravenstvo v (20) vozmoßno tol~-

ko v sluqae soprØßenno-normal~noæ matricy A.

V zakl¸qenie, obsudim ewe odno l¸bopytnoe svoæstvo s.n. matric. Qtoby sformulirovat~ ego, napomnim, qto teplicevym (ili dekartovym) razloßeniem kvadratnoæ kompleksnoæ matricy A nazyvaetsØ ee predstavlenie A = B + C, B = B�, C = −C�. (28) Matricy B i C nazyva¸tsØ sootvetstvenno vewestvennoæ i mnimoæ qastØmi matricy A i opredeleny edinstvennym obrazom: B = 1 2 (A + A�), C = 1 2 (A − A�). Poleznost~ tepliceva razloßeniØ svØzana s tem obstoØtel~- stvom, qto ono soglasovano s unitarnymi podobiØmi v sledu- ¸wem smysle: dlØ vsØkoæ unitarnoæ matricy U matricy U �BU i U �CU ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno vewestvennoæ i mnimoæ qastØmi matricy U �AU ; pri fftom vse tri preobrazovannye matricy sohranØ¸t svoi sobstvennye znaqeniØ.

Analogom tepliceva razloßeniØ v teorii unitarnyh kongruffnciæ ØvlØetsØ predstavlenie matricy A, kotoroe my budem nazyvat~ ee SSS-razloßeniem (ot Symmetric-Skew-Symmetric decom-

position):

A = S + K, (29)

O PSEVDOSOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 119 gde S = 1 2 (A + A^T ) i K = 1 2 (A − A^T ) (30)

sut~ simmetriqnaØ i kososimmetriqnaØ matricy, nazyvaemye sootvetstvenno simmetriqnoæ i kososimmetriqnoæ qastØmi matricy A.

Razloßenie (29), (30) soglasovano s unitarnymi kongruffnciØmi v sledu¸wem smysle: dlØ vsØkoæ unitarnoæ matricy U matricy U^T BU i U^T CU ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno simmetriqnoæ i kososimmetriqnoæ qastØmi matricy U^T AU ; pri fftom vse tri preobrazovannye matricy sohranØ¸t svoi psevdosobstvennye znaqeniØ.

Teorema 3. Pust~ A – soprØßenno-normal~naØ matrica s SSS-

razloßeniem (29), (30). Togda psevdosobstvennye znaqeniØ matricy S (matricy K) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi (mnimymi) qastØmi psevdosobstvennyh znaqeniæ matricy A.

Dokazatel~stvo. I ffto utverßdenie moßno poluqit~, rassma-

trivaØ kanoniqesku¸ formu matricy A. Esli μ – 1 × 1 blok kanoniqeskoæ formy, to ego SSS-razloßeniem, oqevidno, budet

μ = μ + 0.

Pust~ μ_j = x_j + iy_j – kompleksnoe psevdosobstvennoe znaqenie matricy A. Togda SSS-razloßenie matricy (27) imeet vid

S_j + K_j , gde S_j = [ 0 x_j x_j 0 ] (31) i K_j = [ 0 iy_j −iy_j 0 ] . (32)

Psevdosobstvennye znaqeniØ matricy (31) sut~ dvaßdy povtorennoe qislo x_j, a psevdosobstvennye znaqeniØ matricy (32) – ffto qisla iy_j i −iy_j . �

120 H. D. IKRAMOV

Literatura

1. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. Mir, M., 1989. 2. M. Markus, H. Mink, Obzor po teorii matric i matriqnyh neravenstv.

Mir, M., 1972.

3. M. Vujicić, F. Herbut, G. Vujicić, Canonical forms for matrices under unitary congruence transformations I: conjugate-normal matrices. — SIAM J. Appl. Math. 23 (1972), 225–238.

4. E. P. Wigner, Normal form of antiunitary operators. — J. Math. Phys. 1 (1960),

409–413.

5. H. D. Ikramov, Neravenstvo Xura dlØ psevdosobstvennyh znaqeniæ i soprØßenno-normal~nye matricy. — Vestn. MGU. SeriØ “Vyqisl. matematika i kibernetika” No. 1 (1997), 3–6.

Ikramov Kh. D. On the coneigenvalues and singular values of a complex square matrix.

It is shown that the coneigenvalues of a matrix, when properly defined (in a way different from the one commonly used in the literature), obey relations similar to the classical inequalities between the (ordinary) eigenvalues and singular values. Several interesting spectral properties of conjugate-normal matrices are indicated. This matrix class plays the same role in the theory of unitary congruences as the class of normal matrices plays in the theory of unitary similarities.

Postupilo 27 aprelØ 2006 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: ikramov@cs.msu.su