Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

ı. K. Dem~Ønoviq

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV NA NERAVNOMERNO` SETKE

1. Vvedenie

Izvestny ortogonal~nye (v prostranstve L_2(R^1)) i biortogonal~nye vspleski (veævlety) (v tom qisle, splaæn-veævlety) s kompaktnym nositelem na ravnomernoæ setke (sm., naprimer, raboty [1–3]); ih postroenie suwestvenno opiraetsØ na kratnomasxtabyæ analiz i trebuet rexeniØ kratno-masxabnogo uravneniØ, priqem osnovnym apparatom slußit preobrazovanie Fur~e. V rabote [4] vvedeno kalibrovoqnoe sootnoxenie (qastnym ego sluqaem ØvlØetsØ upomØnutoe kratno-masxtabnoe uravnenie) i ispol~zovany approksimacionnye sootnoxeniØ dlØ postroeniØ prostranstv vspleskov, qto zaranee garantiruet nußnye svoæstva priblißeniØ. BlagodarØ razrabotannomu v [4] apparatu psevdosvertki, vse mnoßestvo prostranstv minimal~nyh splaænov na izmel~qa¸wihsØ setkah udaetsØ razbit~ na beskoneqnye cepoqki vloßennyh prostranstv i kaßdu¸ iz upomØnutyh cepoqek predstavit~ v vide prØmoæ summy vspleskovyh prostranstv, a takße postroit~ sootvetstvu¸wie formuly dekompozicii i rekonstrukcii. Pri approksimacii funkciæ s osobennostØmi ves~ma vaßno ispol~zovat~ neravnomernu¸ setku, poskol~ku ffto daet vozmoßnost~ uluqxit~ priblißenie funkciæ bez usloßneniØ vyqisleniæ. Odnako, v fftom sluqae voznika¸t trudnosti pri postroenii vspleskovogo razloßeniØ i sootvetstvu¸wih formul dekompozicii i rekonstrukcii, ibo ni preobrazovanie Fur~e, ni apparat psevdosvertki v fftih usloviØh, po-vidimomu, ne da¸t nußnogo rezul~tata.

V predlagaemoæ rabote ffti trudnosti preodoleva¸tsØ blagodarØ ispol~zovani¸ vvedennyh v stat~e [5] nepreryvno differenciruemyh (voobwe govorØ, nepolinomial~nyh) splaænov (B_φ-splaænov), kotorye opredelØ¸tsØ trehkomponennoæ vektorfunkcieæ φ(t). V dannoæ rabote ustanavlivaetsØ vloßennost~

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 04-01-00692 i 04-01-00026. 84

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 85 prostranstv upomØnutyh splaænov pri proizvol~nom izmel~qenii neravnomernoæ setki, rassmatrivaetsØ prØmoe (vspleskovoe) razloßenie cepoqek vloßennyh prostranstv B_φ-splaænov na posledovatel~nosti izmel~qa¸wihsØ neravnomernyh setok, stroitsØ vspleskovyæ bazis iz funkciæ s kompaktnym nositelem, da¸tsØ sootvetstvu¸wie formuly dekompozicii i rekonstrukcii, a takße predlaga¸tsØ prostye rexeniØ nekotoryh interpolØcionnyh zadaq v prostranstvah B_φ-splaænov. DlØ postroeniØ vspleskovyh razloßeniæ cepoqek vloßennyh prostranstv moßno ispol~zovat~ predlagaemye zdes~ prostranstva stepennyh i ffksponencial~no-trigonometriqeskih splaænov, qastnymi sluqaØmi kotoryh ØvlØ¸tsØ izvestnye polinomial~nye Bsplaæny vtoroæ stepeni i trigonometriqeskie splaæny (vspleskovye razloßeniØ dlØ poslednih poluqeny avtorom ranee, sm. [6]).

2. Pervonaqal~nye oboznaqeniØ

Pust~ Z– mnoßestvo vseh celyh qisel, R^1 – mnoßestvo vseh vewestvennyh qisel, a R^3 – lineænoe prostranstvo vseh trehmernyh vektorov s vewestvennymi komponetami; v dal~neæxem vse vektory predstavlØ¸tsØ v vide vektor-stolbcov. Toqkoæ · oboznaqaetsØ skalØrnoe proizvedenie vektorov (naprimer, a·b – skalØrnoe proizvedenie vektorov a i b), znak × meßdu vektorami oznaqaet ih vektornoe proizvedenie (naprimer, a × b – vektornoe proizvedenie vektorov a i b). Kvadratnu¸ matricu tret~ego porØdka so stolbcami a, b, c ∈ R^3 budem oboznaqat~ (a, b, c), a ee opredelitel~ – simvolom det(a, b, c). Na vewestvennoæ osi R^1 vvedem setku X: . . . < x−2 < x−1 < x0 < x1 < x2 < . . . (2.1) i poloßim lim j→−∞ x_j = a, lim_{j→+∞} x_j = b. (2.2)

Pust~ M^{def}= ∪_{j∈}Z(x_j, x_{j+1}), S_j^{def}= [x_{j−1}, x_{j+2}], J_k^{def}= {k − 1, k, k + 1}, k, j ∈ Z. Rassmotrim trehkomponentnu¸ nepreryvno differenciruemu¸ vektor-funkci¸ φ(t), t ∈ (a, b); pust~ N(t)^{def}= φ(t) × φ^′(t),

φ_j^{def}= φ(x_j ), φ^′_j^{def}= φ^′(x_j), N_j^{def}= N_j (x_j), b_j^{def}= N_j × N_{j+1}. (2.3)

86 ı. K. DEM^˚NOVIQ Predpoloßim, qto {b_j }_{j∈}Z– polnaØ cepoqka vektorov, t.e. det(b_{j−1}, b_j, b_{j+1}) ≠ 0 ∀j ∈ Z. (2.4) Rassmotrim funkcii Ω_j(t), zadannye na M , ravnye nul¸ na mnoßestve M \S_j i udovletvorØ¸wie approksimacionnym sootnoxeniØm ∑ j∈ZbjΩj (t) ≡ φ(t) ∀t ∈ M . Ots¸da po formulam Kramera

poluqaem Ω_j(t) ≡ 0 ∀t ∈ M \S_j, ∀j ∈ Z, (2.5) Ω_j (t) = det(b_{j−2}, b_{j−1}, φ(t)) det(b_{j−2}, b_{j−1}, b_j) pri t ∈ (x_{j−1}, x_j), (2.6)

Ω_j(t) = det(b_{j−1}, φ(t), b_{j+1}) det(b_{j−1}, b_j , b_{j+1}) pri t ∈ (x_j , x_{j+1}), (2.7)

Ω_j(t) = det(φ(t), b_{j+1}, b_{j+2}) det(b_j, b_{j+1}, b_{j+2}) pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}). (2.8)

Funkcii Ω_j(t) nazyvaem koordinatnymi B_φ-splaænami na setke

X. Lineænu¸ oboloqku fftih funkciæ oboznaqim B_φ(X) i budem ee

nazyvat~ prostranstvom B_φ-splaænov vtorogo porØdka na setke X. 3. Nekotorye algebraiqeskie toßdestva Dal~xe budet udobno ispol~zovat~ sledu¸wie dva varianta izvestnoæ formuly dlØ dvoænogo vektornogo proizvedeniØ:

(x × y) × (z × w) = det(x, z, w)y − det(y, z, w)x, (3.1) (x × y) × (z × w) = det(x, y, w)z − det(x, y, z)w ∀x, y, z, w ∈ R^3. (3.2)

Lemma 1. DlØ a, b, c, d, e, f ∈ R^3 spravedlivo toßdestvo

det(a × b, c × d, e × f) = det(a, c, d)det(b, e, f) − det(b, c, d)det(a, e, f). (3.3)

Dokazatel~stvo. RassmatrivaØ opredelitel~ det(a×b, c×d, e×f)

kak smexannoe proizvedenie vektorov a × b, c × d, e × f, zapixem ego v vide skalØrnogo umnoßeniØ vektornogo proizvedeniØ pervyh dvuh iz nih na tretiæ vektor: det(a × b, c × d, e × f) = [(a × b) × (c × d)] · (e × f). Ispol~zuØ formulu (3.1) pri x = a, y = b, z = c, w = d, nahodim sootnoxenie det(a × b, c × d, e × f) = [det(a, c, d)b−det(b, c, d)a)]·(e×f); ots¸da s pomow~¸ predstavleniØ smexannogo proizvedeniØ v vide opredelitelØ, prihodim k ffkvivalentnoæ zapisi (3.3). Lemma dokazana. �

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 87

Lemma 2. DlØ vektorov A, B, C, D ∈ R^3 spravedlivo sootnoxe-

nie det(A × B, B × C, C × D) = det(A, B, C) det(B, C, D).

Dokazatel~stvo. Poloßim v (3.3) a = A, b = c = B, d = e = C,

f = D. Togda det(A × B, B × C, C × D) = det(A, B, C) det(B, C, D) − det(B, B, C) det(A, C, D) = det(A, B, C) det(B, C, D). Lemma dokazana. �

Lemma 3. DlØ vektorov A, B, C, c ∈ R^3 spravedlivo sootnoxe-

nie det(A × B, B × C, c) = det(A, B, C) (B · c).

Dokazatel~stvo. RassmatrivaØ opredelitel~ det(A × B, B × c ×

c^′, c) kak smexannoe proizvedenie vektorov A × B, B × C, c, poluqaem det(A × B, B × C, c) = [(A × B) × (B × C)] · c; i v kvadratnyh skobkah poslednego vyraßeniØ vospol~zuemsØ formuloæ (3.1) pri x = A, y = z = B, w = C; v rezul~tate poluqaem det(A × B, B × C, c) = [det(A, B, C) B − det(B, B, C) A] · c = det(A, B, C) B · c, qto i trebovalos~. Lemma dokazana. �

Lemma 4. DlØ vektorov B, C, D, E, c ∈ R^3, takih qto C · c = 0,

spravedlivo sootnoxenie det(B × C, c, D × E) = det(C, D, E) (B · c).

Dokazatel~stvo. Zametim snaqala, qto det(B × C, c, D × E) =

det(D × E, B × C, c). RassmatrivaØ posledniæ opredelitel~ kak smexannoe proizvedenie vektorov D × E, B × C, c, imeem det(D × E, B × C, c) = [(D × E) × (B × C)] · c; vospol~zuemsØ formuloæ (3.2) pri x = D, y = E, z = B, w = C; v rezul~tate s uqetom usloviØ C · c = 0 poluqaem det(B × C, c, D × E) = [det(D, E, C) B − det(D, E, B) C] · c = det(C, D, E) (B · c). Lemma dokazana. �

Lemma 5. DlØ vektorov B, c, c^′, D ∈ R^3 spravedliva formula det ( B · c^′ B · c D · c^′ D · c ) = det(B, C, D), gde C^{def}= c × c^′.

Dokazatel~stvo. V toßdestve Lagranßa, det ( x · z x · w y · z y · w ) = (x × y) · (z × w), poloßim x = B, y = D, z = c^′, w = c i uqtem ravenstva C = c × c^′, (B × D) · (c^′ × c) = det(B, C, D). �

Lemma 6. DlØ proizvol~nyh vektorov P, Q, R, S, T iz R^3 spraved-

liva formula det(P, Q, R)det(R, S, T) + det(Q, R, S)det(P, R, T) = det(Q, R, T)det(P, R, S).

Dokazatel~stvo fflementarno; ego privodit~ ne budem. �

88 ı. K. DEM^˚NOVIQ

4. Dostatoqnye usloviØ polnoty cepoqki vektorov DlØ kratkosti budem sqitat~, qto interval (a, b) koneqen.

Lemma 7. Pust~ vektor-funkciØ φ(t) trißdy nepreryvno diffe-

renciruema. Esli vronskian det(φ(t), φ^′(t), φ^{′′}(t)) otliqen ot nulØ, to vronskian det(N(t), N^′(t), N^{′′}(t)) toße otliqen ot nulØ.

Dokazatel~stvo. Budem dokazyvat~ ot protivnogo: predpolo-

ßim, qto det(N(t), N^′(t), N^{′′}(t)) = 0. Vvidu sootnoxeniæ N^′ = φ^′ × φ^′ + φ × φ^{′′} = φ × φ^{′′}, N^{′′} = φ^′ × φ^{′′} + φ × φ^{′′′}, naxe predpoloßenie oznaqaet, qto det(φ × φ^′, φ × φ^{′′}, φ^′ × φ^{′′} + φ × φ^{′′′}) = 0, tak qto pri nekotoryh qislah α i β spravedlivo sootnoxenie φ^′ × φ^{′′} + φ × φ^{′′′} = α φ × φ^′ + β φ × φ^{′′}. UmnoßaØ skalØrno na φ poslednee sootnoxenie, poluqaem det(φ, φ^′, φ^{′′}) = 0, qto protivoreqit uslovi¸ lemmy. Lemma dokazana. �

Lemma 8. Pust~ K0 – fiksirovannoe qislo, K0 ≥ 1, a veliqiny τ

i η udovletvorØ¸t uslovi¸

K^{−1}_0 ≤ τ η^{−1} ≤ K_0. (4.1)

Predpoloßim, qto trehkomponentnaØ vektor-funkciØ N(t) dvaßdy nepreryvno differenciruema na otrezke [a, b] i dlØ nekotorogo qisla α > 0 vypolneno neravenstvo

|det(N(t), N^′(t), N^{′′}(t))| ≥ α ∀t ∈ [a, b]; (4.2)

togda suwestvuet poloßitel~noe qislo δ = δ(α, K_0, N) takoe, qto iz usloviØ τ ∈ (0, δ) sleduet sootnoxenie |det(N(t), N(t + τ ), N(t + τ + η))| ≥ α/2 ∀t ∈ [a, b]. (4.3) Dokazatel~stvo baziruetsØ na formule Teælora i na ravno-

mernoæ nepreryvnosti vtoryh proizvodnyh komponent vektorfunkcii N(t) na otrezke [a, b]. Detali dokazatel~stva opuskaem.

�_{Setka (2.1) nazyvaetsØ lokal~no kvaziravnomernoæ, esli su-}

westvuet takoe qislo K_0 ≥ 1, dlØ kotorogo

K^{−1}_0 ≤ (x_{j+1} − x_j)(x_j − x_{j−1})^{−1} ≤ K_0 ∀j ∈ Z. (4.4)

Klass setok (2.1) so svoæstvom (4.4) oboznaqim K(a, b, K_0). Poloßim hX^{def}= sup_{j∈}Z(x_{j+1} − x_j ).

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 89

Teorema 1. Esli vektor-funkciØ φ(t) trißdy nepreryvno diffe-

renciruema na otrezke [a, b] i det(φ(t), φ^′(t), φ^{′′}(t)) ≠ 0 ∀t ∈ [a, b], (4.5) to pri fiksirovannom K_0 ≥ 1 suwestvuet ε > 0, ε = ε(a, b, K_0, φ), takoe, qto dlØ X ∈ K(a, b, K_0) pri hX< ε mnoßestvo {N_j}_{j∈}Z ØvlØetsØ polnoæ cepoqkoæ vektorov.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ (4.5) teoremy soglasno lemme 7 Øs-

no, qto dlØ vektor-funkcii N^{def}= φ × φ^′ vronskian det(N, N^′, N^{′′}) otliqen ot nulØ na otrezke [a, b] i, vvidu ego nepreryvnosti, suwestvuet qislo α > 0, α = α(a, b, N), takoe, qto uslovie (4.2) vypolneno. Voz~mem δ = δ(α, K_0, N), upomØnutoe v lemme 8, i poloßim ε^{def}= δ(α(a, b, N), K_0, N). Oqevidno, qto qislo ε – iskomoe, ibo esli hX< ε i X ∈ K(a, b, K_0), to, oboznaqaØ t = x_{j−1}, τ = x_j − x_{j−1}, η = x_{j+1} − x_j, nahodim, qto τ ≤ hX< ε, a krome togo, vypolneno uslovie (4.1). Takim obrazom, v sootvetstvii s lemmoæ 8 spravedlivo neravenstvo (4.3); s uqetom vvedennyh oboznaqeniæ ffto daet |det(N(x_{j−1}), N(x_j ), N(x_{j+1}))| ≥ α/2 ∀j ∈ Z. Poskol~ku po opredeleni¸ N_j = N(x_j), to iz poslednego sootnoxeniØ sleduet polnota cepoqki {N_j }_{j∈}Z. Teorema dokazana. �

Sledstvie 1. Esli vypolneny usloviØ teoremy 1, to cepoqka

vektorov b_j ØvlØetsØ polnoæ.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto,

po opredeleni¸, b_j = N_j ×N_{j+1}, i vospol~zovat~sØ lemmoæ 2 pri A = N_{j−1}, B = N_j , C = N_{j+1}, D = N_{j+2}. �

Zameqanie 1. Esli vektor-funkciØ φ(t) zadana na intervale

(a^′, b^′), soderßawem otrezok [a, b], i na (a^′, b^′) komponenty fftoæ vektor-funkcii obrazu¸t fundamental~nu¸ sistemu rexeniæ differencial~nogo uravneniØ vida y^{′′′}+a_1(t)y^{′′}+a_2(t)y^′+a_3(t)y = 0 s nepreryvnymi kofffficientami, to uslovie (4.5) vypolneno.

5. Nekotorye svoæstva B_φ-splaænov

Pri fiksirovannom j udobny oboznaqeniØ, v kotoryh ne otmeqaetsØ zavisimost~ ot j; pofftomu poloßim

a^{def}= φ_{j−2}, a^{′ def}= φ^′_{j−2}, b^{def}= φ_{j−1}, b^{′ def}= φ^′_{j−1}, c^{def}= φ_j, c^{′ def}= φ^′_j , (5.1)

90 ı. K. DEM^˚NOVIQ d^{def}= φ_{j+1}, d^{′ def}= φ^′_{j+1}, e^{def}= φ_{j+2}, e^{′ def}= φ^′_{j+2}, f^{def}= φ_{j+3}, f^{′ def}= φ^′_{j+3}, (5.2) A^{def}= N_{j−2} B^{def}= N_{j−1} C^{def}= N_j , D^{def}= N_{j+1}, E^{def}= N_{j+2}, F^{def}= N_{j+3}. (5.3) BlagodarØ sootnoxeniØm (2.3) i oboznaqeniØm (5.3) nahodim b_{j−2} = A×B, b_{j−1} = B×C, b_j = C×D, b_{j+1} = D×E, b_{j+2} = E×F. Teper~ soglasno formulam (2.6)–(2.8) poluqaem

Ω_j (t) = det(A × B, B × C, φ(t)) det(A × B, B × C, C × D) pri t ∈ (x_{j−1}, x_j), (5.4)

Ω_j (t) = det(B × C, φ(t), D × E) det(B × C, C × D, D × E) pri t ∈ (x_j, x_{j+1}), (5.5)

Ω_j(t) = det(φ(t), D × E, E × F) det(C × D, D × E, E × F) pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}). (5.6)

Teorema 2. Spravedlivy formuly

Ω_j(t) = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} pri t ∈ (x_{j−1}, x_j), (5.7)

Ω_j (t) = B · φ(t) det(B, C, D) − det(B, D, E)(C · φ(t)) det(B, C, D)det(C, D, E) pri t ∈ (x_j , x_{j+1}), (5.8) a takße

Ω_j (t) = E · φ(t) det(C, D, E) − det(B, C, E)(D · φ(t)) det(B, C, D)det(C, D, E) pri t ∈ (x_j, x_{j+1}), (5.9) Ω_j(t) = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}); (5.10)

zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ (2.3), (5.1)–(5.3).

Dokazatel~stvo. V sootnoxeniØh (5.4) i (5.6) preobrazuem qi-

sliteli soglasno lemme 3: det(A×B, B×C, φ(t)) = det(A, B, C)(B· φ(t)), det(φ(t), D × E, E × F) = det(D, E, F)(E · φ(t)), a v formule (5.5) qislitel~ preobrazuem po formulam (3.1)–(3.2): poluqaetsØ dva varianta takogo preobrazovaniØ det(B × C, φ(t), D × E) = det(C, D, E)(B · φ(t)) − det(B, D, E)(C · φ(t)), det(B × C, φ(t), D × E) = det(B, C, D)(E · φ(t)) − det(B, C, E)(D · φ(t)). Znamenateli sootnoxeniæ (5.4)–(5.6) preobrazuem soglasno lemme 2: det(A × B, B × C, C × D) = det(A, B, C)det(B, C, D), det(B × C, C × D, D × E) = det(B, C, D)det(C, D, E), det(C × D, D × E, E × F) =

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 91 det(C, D, E)det(D, E, F). ZamenØØ qisliteli i znamenateli v formulah (5.4)–(5.6) v sootvetstvii s fftimi preobrazovaniØmi, poluqaem dokazyvaemoe utverßdenie. �

Pust~ u, v, w, y, t – vewestvennye peremennye. PredpolagaØ, qto det(N(u), N(v), N(w)) ≠ 0 pri a < u < v < w < b, vvedem funkci¸ ω(u, v, w, y, t), zadannu¸ v oblasti D vida D^{def}= {(u, v, w, y, t) | a < u < v < w < y < b, t ∈ (a, v) ∪ (v, w) ∪ (w, x) ∪ (x, y) ∪ (y, b)} formulami ω(u, v, w, y, t) ≡ 0 ∀t ∈ (a, u) ∪ (y, b), (5.11) ω(u, v, w, y, t) ≡ N(u) · φ(t) det(N(u), N(v), N(w)) ∀t ∈ (u, v), (5.12) ω(u, v, w, y, t) ≡ N(u) · φ(t) det(N(u), N(v), N(w)) − det(N(u), N(w), N(y)))N(v) · φ(t) det(N(u), N(v), N(w))det(N(v), N(w), N(y)) ∀t ∈ (v, w), (5.13) ω(u, v, w, y, t) ≡ N(y) · φ(t) det(N(v), N(w), N(y)) ∀t ∈ (w, y). (5.14) V sootvetstvii s oboznaqeniØmi (5.1)–(5.3), (5.11)–(5.14) iz (5.7)–(5.10) imeem Ω_j(t) ≡ ω(x_{j−1}, x_j, x_{j+1}, x_{j+2}, t). (5.15)

Zameqanie 2. SleduØ dokazatel~stvu formuly (5.9) v teoreme 2,

netrudno ustanovit~, qto ω(u, v, w, y, t) ≡ N(y) · φ(t) det(N(v), N(w), N(y)) − det(N(u), N(v), N(y)))N(w) · φ(t) det(N(u), N(v), N(w))det(N(v), N(w), N(y)) ∀t ∈ (v, w). (5.16) Teorema 3. FunkciØ Ω_j (t) moßet byt~ doopredelena v uzlah set-

ki Xtak, qto v rezul~tate poluqitsØ nepreryvno differenciru-

emaØ funkciØ, zadannaØ na intervale (a, b).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy legko poluqit~ neposredstvenno

iz formul (5.7)–(5.10); drugoæ variant dokazatel~stva dan v rabote [5]. �

V dal~neæxem budem sqitat~, qto funkciØ Ω_j(t) i ee proizvodnaØ prodolßeny v uzly setki Xpo nepreryvnosti.

92 ı. K. DEM^˚NOVIQ

Lemma 9. Spravedlivy formuly

Ω_j(x_{j−1}) = d dt Ω_j (x_{j−1}) = 0, Ω_j(x_{j+2}) = d dt Ω_j(x_{j+2}) = 0, (5.17)

Ω_j(x_j) =

B · c det(B, C, D) , d dt Ω_j(x_j) =

B · c^′ det(B, C, D)

, (5.18)

Ω_j (x_{j+1}) =

E · d det(C, D, E) , d dt Ω_j(x_{j+1}) =

E · d^′ det(C, D, E)

, (5.19)

Ω_{j−1}(x_j) =

D · c det(B, C, D) , d dt Ω_{j−1}(x_j) =

D · c^′ det(B, C, D)

, (5.20)

gde ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ (5.1)–(5.3).

Dokazatel~stvo. Spravedlivost~ formul (5.17)–(5.19) vyteka-

et iz sootnoxeniæ (5.7)–(5.10); formuly (5.20) poluqa¸tsØ iz (5.15) zamenoæ j na j − 1 i ispol~zovaniem formul (5.1)–(5.3) i (5.14). �

6. Biortogonal~naØ sistema i interpolØcionnaØ zadaqa V fftom punkte budet postroeno prodolßenie na C^1(a, b) sistemy funkcionalov, biortogonal~noæ k sisteme {Ω_j}_{j∈}Z.

Teorema 4. Sistema lineænyh funkcionalov {Fj}j∈Z, zadannyh na

prostranstve C^1(a, b) formulami

F_j (u)^{def}= det(φ_j , φ_{j+1}, φ^′_{j+1})u^′(x_j) − det(φ^′_j, φ_{j+1}, φ^′_{j+1})u(x_j ), (6.1)

biortogonal~na k sisteme funkciæ {Ω_j 0 }_j 0_∈Z,

F_j (Ω_j0) = δ_{j,j}0, ∀j, j^′ ∈ Z. (6.2)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku pri j ≤ j^′ − 1 i pri j^′ + 2 ≤ j toq-

ka x_j ne ØvlØetsØ vnutrenneæ toqkoæ nositelØ nepreryvno differenciruemoæ funkcii Ω_j 0, to sama funkciØ i ee proizvodnaØ v fftoæ toqke ravny nul¸, i potomu funkcional (6.1) na takoæ funkcii obrawaetsØ v nul~. Sledovatel~no, dlØ dokazatel~stva (6.2) dostatoqno rassmotret~ sluqai j^′ = j i j^′ = j − 1. Funkcional F_j v oboznaqeniØh (2.3), (5.1)–(5.3) moßet byt~ zapisan v vide F_j(u)^{def}= D · ( cu^′(x_j) − c^′u(x_j) ) . Ots¸da pri u = Ω_j s uqetom formul (5.18) poluqaem F_j(Ω_j ) = D · (c Ω 0_j (x_j) − c^′ Ω_j (x_j)) =

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 93 [(D·c)(B·c^′)−(D·c^′)(B·c)][det ( B, C, D ) ]^{−1}. V silu lemmy 5 qislitel~ i znamenatel~ poslednego vyraßeniØ sovpada¸t, i znaqit F_j(Ω_j ) = 1. Esli ße u = Ω_{j−1}, to, ispol~zuØ formuly (5.20), legko nahodim F_j(Ω_{j−1}) = 0. Itak, spravedlivy sootnoxeniØ (6.2). Teorema dokazana. �

Rassmotrim interpolØcionnu¸ zadaqu F_j(~u) = v_j ∀j ∈ Z, ~u ∈ B_φ(X), (6.3) gde {v_j}_{j∈}Z– zadannaØ posledovatel~nost~ qisel (beskoneqnaØ v obe storony).

Teorema 5. V prostranstve Bφ(X) suwestvuet edinstvennoe re-

xenie zadaqi (6.3), i ffto rexenie daetsØ formuloæ ~u(t) = ∑ j∈Z^{vj Ωj(t). (6.4)} Dokazatel~stvo vytekaet iz teoremy 4. � Zameqanie 3. Pri kaßdom fiksirovannom t ∈ (a, b) v summe (6.4)

imeetsØ ne bolee treh nenulevyh slagaemyh.

7. Kalibrovoqnye sootnoxeniØ V fftom punkte ishodnu¸ setku XdopolnØem novym uzlom x, na poluqennoæ takim obrazom setke X_1 vvodim B_φ-splaæny ω_j 0(t) i daem predstavlenie splaænov Ω_j (t) qerez ω_j 0(t).

Itak, pust~ x – upomØnutyæ novyæ uzel, x ∈ (x_k, x_{k+1}); svØßem s fftim uzlom vektor X^{def}= N(x). Pust~ ξ_j – uzly vnov~ poluqennoæ setki:

ξ_j^{def}= x_j pri j ≤ k, ξ_{k+1}^{def}= x, ξ_j^{def}= x_{j−1} pri j ≥ k + 2,

X1^{def}= {ξj | j ∈ Z}. (7.1)

Rassmotrim funkcii ω_i, opredelØemye ravenstvami

ω_i(t)^{def}= ω(ξ_{i−1}, ξ_i, ξ_{i+1}, ξ_{i+2}, t) ∀i ∈ Z. (7.2) Oqevidno, qto dlØ t ∈ (a, b) verny toßdestva

Ω_i(t) ≡ ω_i(t) pri i ≤ k − 2, Ω_i(t) ≡ ω_{i+1}(t) pri i ≥ k + 2. (7.3) Formuly (7.3) dopolnim predstavleniØmi funkciæ Ω_{k−1}, Ω_k i Ω_{k+1} qerez funkcii ω_j.

94 ı. K. DEM^˚NOVIQ

Teorema 6. Spravedlivo toßdestvo

Ω_{k−1}(t) ≡ ω_{k−1}(t) + det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t). (7.4)

Dokazatel~stvo. Poloßim j = k − 1 i rassmotrim posledova-

tel~no qetyre sluqaØ raspoloßeniØ argumenta t: 1) t ∈ (x_{j−1}, x_j), 2) t ∈ (x_j, x_{j+1}), 3) t ∈ (x_{j+1}, x), 4) t ∈ (x, x_{j+2}). Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ (5.3).

1). Pust~ t ∈ (x_{j−1}, x_j). Na rassmatrivaemom promeßutke funkciØ ω_k(t) toßdestvenno ravna nul¸, a funkciØ ω_{k−1}(t) (v silu sootnoxeniæ (5.12), (7.2)) imeet vid ω_{k−1}(t) = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1}; poslednØØ drob~ na rassmatrivaemom promeßutke v sootvetstvii s formuloæ (5.7) predstavlØet soboæ funkci¸ Ω_{k−1}(t). Pervyæ sluqaæ rassmotren.

2) Pust~ teper~ t ∈ (x_j, x_{j+1}). Ispol~zuØ formuly (5.13) i (7.1)–(7.2), nahodim, ω_{k−1}(t) = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} − C · φ(t)det(B, D, X) [det(B, C, D)det(C, D, X)]^{−1}. DlØ funkcii ω_k(t) s pomow~¸ ravenstv (5.12), (7.1)–(7.2) vyvodim ω_k(t) = C · φ(t)[det(C, D, X)]^{−1}. Ots¸da imeem

ω_{k−1}(t) + det(E, D, X)[det(C, D, E)]^{−1}ω_k(t)

= B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1}

− C · φ(t)det(B, D, X)[det(B, C, D)det(C, D, X)]^{−1}

+ C · φ(t)det(E, D, X)[det(C, D, E)det(C, D, X)]^{−1}.

Itak,

ω_{k−1}(t) + det(E, D, X) det(C, D, E) ω_k(t) = B · φ(t) det(B, C, D) + C · φ(t) det(C, X, D) × det(X, D, E)det(B, C, D) − det(B, X, D)det(C, D, E) det(B, C, D)det(C, D, E)

. (7.5)

Qislitel~ posledneæ drobi preobrazuem po lemme 6, polagaØ v neæ P = B, Q = X, R = D, S = E, T = C. V rezul~tate poluqaetsØ sootnoxenie det(B, X, D)det(D, E, C) + det(X, D, E)det(B, D, C) = det(X, D, C)× det(B, D, E), otkuda perestanovkoæ stolbcov prihodim k ravenstvu

det(B, X, D)det(C, D, E) − det(X, D, E)det(B, C, D)

= −det(X, C, D) × det(B, D, E).

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 95 Takim obrazom iz (7.5) poluqaem

ω_{k−1}(t) + det(E, D, X)[det(C, D, E)]^{−1}ω_k(t)

= B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} + C · φ(t) det(X, C, D)det(B, D, E) × [det(C, X, D)det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1} = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} − C · φ(t)det(B, D, E)[det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1};

soglasno formule (5.8) poslednee vyraßenie pri rassmatrivaemyh t predstavlØet soboæ funkci¸ Ω_{k−1}(t). Toßdestvo (7.4) ustanovleno dlØ t ∈ (x_j , x_{j+1}).

3). Pereædem k sluqa¸ t ∈ (x_{j+1}, x). Ispol~zuØ formuly (5.14), (7.1)–(7.3), nahodim ω_{k−1}(t) = X·φ(t)[det(C, D, X)]^{−1}. PrimenØØ formuly (5.16), (7.1)–(7.2), prihodim k ravenstvu ω_k(t) = E · φ(t)[det(D, X, E)]^{−1} − X · φ(t)det(C, D, E) × [det(C, D, X)det(D, X, E)]^{−1}.

Ots¸da nahodim

ω_{k−1}(t) + det(N_k, X, N_{k+1}) × [det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t) = X · φ(t)[det(C, D, X)]^{−1} + det(E, D, X)[det(C, D, E)]^{−1} { E · φ(t)[det(D, X, E)]^{−1} − X · φ(t)det(C, D, E)[det(C, D, X)det(D, X, E)]^{−1} } = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1};

takim obrazom, pri t ∈ (x_{j+1}, x) toßdestvo (7.4) verno.

4). Rassmotrim, nakonec, sluqaæ t ∈ (x, x_{j+2}). Legko videt~, qto v fftom sluqae ω_{k−1}(t) = 0, ω_k(t) = E · φ(t)[det(D, X, E)]^{−1}, i potomu toßdestvo (7.4) oqevidno. Teorema polnost~¸ dokazana. � Teorema 7. Spravedlivo toßdestvo

Ω_k(t) ≡ det(N_{k−1}, N_k, X) det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1}) ω_k(t) + det(X, N_{k+1}, N_{k+2}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2}) ω_{k+1}(t). (7.6)

Dokazatel~stvo. Poloßim j = k i rassmotrim qetyre sluqaØ

raspoloßeniØ argumenta t: 1) t ∈ (x_{j−1}, x_j), 2) t ∈ (x_j, x), 3) t ∈

96 ı. K. DEM^˚NOVIQ (x, x_{j+1}), 4) t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}). Dal~xe ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ (5.3).

1). Pust~ t ∈ (x_{j−1}, x_j). Na fftom promeßutke funkciØ ω_{k+1}(t) toßdestvenno ravna nul¸, a funkciØ ω_k(t) (v silu sootnoxeniæ (5.12), (7.1)–(7.2)) imeet vid ω_k(t) = B·φ(t)[det(B, C, X)]^{−1}. Takim obrazom, pri t ∈ (x_{j−1}, x_j) toßdestvo (7.6) oqevidno.

2). Pust~ teper~ t ∈ (x_j, x). Ispol~zuØ formulu (5.13) i ravenstva (7.1), (7.2), nahodim ω_k(t) = B · φ(t)[det(B, C, X)]^{−1} − C · φ(t)det(B, X, D)[det(B, C, X)det(C, X, D)]^{−1}. DlØ funkcii ω_{k+1}(t) s pomow~¸ ravenstv (5.12), (7.1) i (7.2) vyvodim ω_{k+1}(t) = C · φ(t)[det(C, X, D)]^{−1}. Iz poluqennyh formul imeem det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t) + det(X, N_{k+1}, N_{k+2})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) = det(B, C, X)[det(B, C, D)]^{−1} { B · φ(t)[det(B, C, X)]^{−1} − C · φ(t)det(B, X, D)[det(B, C, X)det(C, X, D)]^{−1} } + det(X, D, E)C · φ(t)[det(C, D, E)det(C, X, D)]^{−1} = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} − C · φ(t)det(B, X, D)[det(B, C, D)det(C, X, D)]^{−1} + C · φ(t)det(X, D, E)[det(C, D, E)det(C, X, D)]^{−1} = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} + C · φ(t)[det(C, X, D)]^{−1} { det(X, D, E)[det(C, D, E)]^{−1} − det(B, X, D)[det(B, C, D)]^{−1} } . Itak,

det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1} × ω_k(t) + det(X, N_{k+1}, N_{k+2})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} + C · φ(t)[det(C, X, D)]^{−1}[det(X, D, E)det(B, C, D) − det(B, X, D)det(C, D, E)][det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1}.

Qislitel~ posledneæ drobi preobrazuem po lemme 6, polagaØ v neæ P = B, Q = X, R = D, S = E, T = C. V rezul~tate poluqaetsØ sootnoxenie det(B, X, D)det(D, E, C) +

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 97 det(X, D, E)det(B, D, C) = det(X, D, C)det(B, D, E), otkuda prihodim k ravenstvu

det(B, X, D)det(C, D, E) − det(X, D, E)det(B, C, D) = −det(X, C, D)det(B, D, E).

VozvrawaØs~ k rassmatrivaemoæ drobi, poluqaem

det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t) + det(X, N_{k+1}, N_{k+2})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1} + C · φ(t) det(X, C, D)det(B, D, E) × [det(C, X, D)det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1} = B · φ(t) × [det(B, C, D)]^{−1} − C · φ(t)det(B, D, E)[det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1};

soglasno formule (5.8) poslednee vyraßenie pri rassmatrivaemyh t predstavlØet soboæ funkci¸ Ω_k(t). Takim obrazom, toßdestvo (7.6) ustanovleno dlØ t ∈ (x_j, x).

3). Pereædem k sluqa¸ t ∈ (x, x_{j+1}). Ispol~zuØ formuly (5.14), (7.1) i (7.2), nahodim ω_k(t) = D · φ(t)[det(C, X, D)]^{−1}. Analogiqno, primenØØ formuly (5.16), (7.1)–(7.2), prihodim k ravenstvu

ω_{k+1}(t) = E · φ(t)[det(X, D, E)]^{−1} − D · φ(t)det(C, X, E)[det(C, X, D)det(X, D, E)] Ots¸da nahodim

det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t) + det(X, N_{k+1}, N_{k+2})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1} × ω_{k+1}(t) = D · φ(t)det(B, C, X)[det(B, C, D)det(C, X, D)]^{−1} + det(X, D, E)[det(C, D, E)]^{−1} { E · φ(t)[det(X, D, E)]^{−1} − D · φ(t)det(C, X, E)[det(C, X, D)det(X, D, E)]^{−1} } = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} + D · φ(t)[det(C, X, D)]^{−1}[det(B, C, X)det(C, D, E) − det(C, X, E)det(B, C, D)][det(C, D, E)det(B, C, D)]^{−1}.

98 ı. K. DEM^˚NOVIQ V lemme 6 polagaem P = B, Q = X, R = C, S = D, T = E; v rezul~tate vyvodim toßdestvo det(B, X, C)det(C, D, E)+ det(X, C, D)det(B, C, E) = det(X, C, E)det(B, C, D). Posle fflementarnyh preobrazovaniæ ots¸da poluqaem

det(B, C, X)det(C, D, E) − det(B, C, D)det(C, X, E) = −det(C, X, D)det(B, C, E).

Ispol~zuØ levu¸ qast~ tol~ko qto poluqennogo toßdestva dlØ naxih preobrazovaniæ, nahodim

det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}ω_k(t)

+ det(X, N_{k+1}, N_{k+2})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t)

= E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} + D · φ(t)[det(B, C, X)det(C, D, E)

− det(C, X, E)det(B, C, D)][det(C, X, D)det(C, D, E)det(B, C, D)]^{−1}

= E · φ(t) × [det(C, D, E)]^{−1}

− D · φ(t) det(B, C, E)[det(C, D, E)det(B, C, D)]^{−1}.

Poskol~ku pravaØ qast~ poslednego ravenstva sovpadaet s pravoæ qast~¸ formuly (5.9), prihodim k vyvodu, qto toßdestvo (7.6) pri t ∈ (x, x_{j+1}) ustanovleno.

4). Rassmotrim sluqaæ t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}). Legko videt~, qto v fftom sluqae ω_k(t) = 0, ω_{k+1}(t) = E · φ(t)det(X, D, E)]^{−1}, i potomu soglasno formule (5.10) pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}) sootnoxenie (7.6) verno. Teorema polnost~¸ dokazana. �

Teorema 8. Spravedlivo toßdestvo

Ω_{k+1}(t) ≡ det(N_k, X, N_{k+1}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2}) ω_{k+1}(t) + ω_{k+2}(t) ∀t ∈ (a, b). (7.7)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim j = k + 1 i rassmotrim posledo-

vatel~no qetyre sluqaØ: 1) t ∈ (x_{j−1}, x), 2) t ∈ (x, x_j), 3) t ∈ (x_j, x_{j+1}), 4) t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}).

1). Pust~ t ∈ (x_{j−1}, x). Soglasno formulam (5.11)–(5.14) i (7.2) na rassmatrivaemom promeßutke funkciØ ω_{k+2}(t) toßdestvenno ravna nul¸, a funkciØ ω_{k+1}(t) s uqetom formul (7.1)–(7.2) moßet

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 99 byt~ zapisana v vide ω_{k+1}(t) = B · φ(t)[det(B, X, C)]^{−1}, otkuda vytekaet spravedlivost~ dokazyvaemoæ formuly pri t ∈ (x_{j−1}, x). Pervyæ sluqaæ rassmotren.

2). Pust~ teper~ t ∈ (x, x_j). S pomow~¸ formul (5.13) i (7.1)–(7.2) nahodim ω_{k+1}(t) = B · φ(t)[det(B, X, C)]^{−1} − X × φ(t)det(B, C, D)[det(B, X, C)det(X, C, D)]^{−1}. DlØ funkcii ω_{k+2}(t) vvidu sootnoxeniæ (5.12), (7.1), (7.2) imeem ω_{k+2}(t) = X × φ(t)[det(X, C, D)]^{−1}. Ots¸da poluqaem

det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) + ω_{k+2}(t) = det(B, X, C)[det(B, C, D)]^{−1} { B · φ(t)[det(B, X, C)]^{−1} − X · φ(t)det(B, C, D)[det(B, X, C)det(X, C, D)]^{−1} } + X · φ(t)[det(X, C, D)]^{−1} = B · φ(t)[det(B, C, D)]^{−1};

soglasno formule (5.7) poslednee vyraßenie pri rassmatrivaemyh t predstavlØet soboæ funkci¸ Ω_j(t). Takim obrazom, toßdestvo (7.7) ustanovleno dlØ t ∈ (x, x_j).

3). Pereædem k sluqa¸ t ∈ (x_j , x_{j+1}). Ispol~zuØ formuly (5.14) i (7.1)–(7.2), nahodim ω_{k+1}(t) = D · φ(t)[det(X, C, D)]^{−1}. Primenenie formul (5.16), (7.1)–(7.2) privodit k ravenstvu ω_{k+2}(t) = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} − D · φ(t)det(X, C, E)[det(X, C, D)det(C, D, E)]^{−1}.

Ots¸da nahodim

det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) + ω_{k+2}(t) = D · φ(t)det(B, X, C)[det(B, C, D)det(X, C, D)]^{−1} + E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} − D · φ(t)det(X, C, E)[det(X, C, D)det(C, D, E)]^{−1} = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} + D · φ(t)[det(B, X, C)det(C, D, E) −det(X, C, E)det(B, C, D)][det(B, C, D)det(C, D, E)det(X, C, D)]^{−1}. Vvidu lemmy 6 imeem

det(B, X, C)det(C, D, E) + det(X, C, D)det(B, C, E) = det(X, C, E)det(B, C, D),

100 ı. K. DEM^˚NOVIQ i znaqit

det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})]^{−1}ω_{k+1}(t) + ω_{k+2}(t) = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1} − D · φ(t)det(B, C, E)[det(B, C, D)det(C, D, E)]^{−1}, qto sovpadaet s pravoæ qast~¸ formuly (5.9). Takim obrazom, toßdestvo (7.7) spravedlivo dlØ t ∈ (x_j, x_{j+1}).

4). Rassmotrim, nakonec, sluqaæ t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}). Legko videt~, qto pri fftom ω_{k+1}(t) = 0, ω_{k+2}(t) = E · φ(t)[det(C, D, E)]^{−1}, i potomu toßdestvo (7.7) na rassmatrivaemom zdes~ promeßutke takße spravedlivo.

Teorema polnost~¸ dokazana. � Dal~xe rassmatriva¸tsØ beskoneqnye rØdy vida ∑ j c_jω_j(t), c_j ∈ R^1, gde summirovanie po j rasprostraneno na vse celye qisla, j ∈ Z. Zametim, qto pri kaßdom fiksirovannom t ∈ (a, b) takoæ rØd soderßit ne bolee treh nenulevyh slagaemyh; pofftomu pri l¸boæ posledovatel~nosti {c_j}_{j∈}Zkofffficientov c_j ∈ R^1 upomØnutyæ rØd shoditsØ (v smysle potoqeqnoæ shodimosti).

Teorema 9. Spravedlivy sootnoxeniØ

Ω_i(t) = ∑ j d_{i,j}ω_j(t) ∀t ∈ (a, b), (7.8) gde dlØ i, j ∈ Zqisla d_{i,j} opredelØ¸tsØ po formulam: d_{i,j} = δ_{i,j} pri j ≤ k − 1, d_{i,j} = δ_{i+1,j} pri j ≥ k + 2, ∀i ∈ Z, (7.9) d_{k−1,k} = det(N_k, X, N_{k+1}) det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1}) , d_{k,k} = det(N_{k−1}, N_k, X) det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})

, (7.10) d_{i,k} = 0 pri ∀i ∈ Z\{k − 1, k}, d_{i,k+1} = 0 pri ∀i ∈ Z\{k, k + 1}, (7.11) d_{k,k+1} = det(X, N_{k+1}, N_{k+2}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})

, d_{k+1,k+1} = det(N_k, X, N_{k+1}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2}) . (7.12)

Dokazatel~stvo neposredstvenno vytekaet iz formul (7.3)–

(7.4), (7.6)–(7.7). �

SootnoxeniØ vida (7.8) nazyva¸tsØ kalibrovoqnymi sootnoxeniØmi, funkcii ω_j nazyva¸tsØ kalibru¸wimi, a funkcii Ω_i – kalibruemymi funkciØmi (sm. [4]).

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 101

PolagaØ ~φ_i^{def}= φ(ξ_i), ~φ^′_i^{def}= φ^′(ξ_i) ∀i ∈ Z, na prostranstve C^1(a, b) zadadim funkcionaly f_j(u)^{def}= det( ~φ_j , ~φ_{j+1}, ~φ^′_{j+1})u^′(ξ_j ) − det( ~φ^′_j, ~φ_{j+1}, ~φ^′_{j+1})u(ξ_j) ∀j ∈ Z. V sootvetstvii s teoremoæ 5, primenennoæ v usloviØh ispol~zovaniØ setki X_1, vidno, qto sistema funkcionalov {f_j}_{j∈}Zbiortogonal~na sisteme {ω_j 0}_j 0_∈Z, t.e. f_j (ω_j 0 ) = δ_{j,j} 0 ∀j, j^′ ∈ Z.

Iz formul (6.1) sleduet, qto

f_j = F_j pri j ≤ k − 1, f_j = F_{j−1} pri j ≥ k + 2. (7.13)

8. Veævletnoe razloßenie. Formuly dekompozicii

V sootvetstvii s opredeleniem, B_φ(X_1) ØvlØetsØ prostranstvom B_φ-splaænov vtorogo porØdka na setke X_1 (sm. sootnoxeniØ (7.1)), B_φ(X_1) = { ~u | ~u^{def}= ∑ j c_j ω_j∀c_j ∈ R^1 }. Soglasno teoreme 9 spravedlivo vkl¸qenie B_φ(X) ⊂ B_φ(X_1). Rassmotrim operator P proektirovaniØ prostranstva B_φ(X_1) na podprostranstvo B_φ(X), zadavaemyæ formuloæ P ~u^{def}= ∑ j F_j(~u) Ω_j ∀~u ∈ B_φ(X_1), i vvedem operator Q = I − P , gde I – toßdestvennyæ operator.

Prostranstvo W^{def}= QB_φ(X_1) nazyvaetsØ prostranstvom vspleskov (veævletov), a prØmoe razloßenie

B_φ(X_1) = B_φ(X)^·+ W, (8.1)

– splaæn-veævletnym razloßeniem prostranstva B_φ(X_1).

V sootvetstvii s formulami (7.8) i (8.1) imeem ~u = ∑ i a_iΩ_i + ∑ i0 bi 0ω_i 0 = ∑ i0 (∑ i a_id_{i,i}0 + b_i0 ) ω_i0, tak qto dlØ qisel c_j = f_j (~u) poluqaem c_j = ∑ i a_id_{i,j} + b_j , j ∈ Z. (8.2) Pust~ izvestny kofffficienty c_k v razloßenii fflementa ~u ∈ B_φ(X_1) po fflementam bazisa ω_i0, a imenno, ~u = ∑ k c_kω_k. Ispol~- zuØ ravenstvo a_i = F_i(~u), iz formul (8.2) imeem

b_j = c_j − ∑ i d_{i,j}a_i = c_j − ∑ i d_{i,j}F_i( ∑ k c_kω_k) = c_j − ∑ i d_{i,j} ∑ k c_kF_i(ω_k). Formuly a_i = ∑ k c_kF_i(ω_k), b_j = c_j − ∑ i d_{i,j} ∑ k c_kF_i(ω_k) nazyva¸tsØ formulami dekompozicii.

102 ı. K. DEM^˚NOVIQ

Lemma 10. Verny sootnoxeniØ: Fj(ω_i) = 0 pri (i, j) /∈ {(i^′, i^′)|i^′ ≤ k − 1} ⋃ {(i^′, i^′ + 1)|i^′ ≥ k + 1} ⋃ {(k, k − 1), (k, k)}, F_j(ω_j) = 1 pri j ≤ k − 1, F_j(ω_{j+1}) = 1 pri j ≥ k + 1, (8.3)

F_k(ω_{k−1}) = det(X, N_k, N_{k+1}) det(N_{k−1}, N_k, X)

, F_k(ω_k) = det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1}) det(N_{k−1}, N_k, X) . (8.4)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem sootnoxeniØ (7.13). Pri j ≤ k − 1

imeem F_j(ω_i) = f_j (ω_i) = δ_{j,i}, i ∈ Z, a pri j ≥ k + 1 poluqaem F_j(ω_i) = f_{j+1}(ω_i) = δ_{j+1,i}, i ∈ Z. OstaetsØ rassmotret~ lix~ veliqiny F_k(ω_i), i ∈ Z. Vvidu nepreryvnoæ differenciruemosti funkciæ ω_i na (a, b) i s uqetom togo, qto supp ω_i = [ξ_{i−1}, ξ_{i+2}], vidim, qto F_k(ω_i) = 0 pri i /∈ {k − 1, k}. Snova ispol~zuØ nepreryvnu¸ differenciruemost~ funkcii ω_{k−1}(t) na (a, b) i primenØØ formuly (5.14), (7.2) na promeßutke [x_k, x], imeem ω_{k−1}(t) = ω(x_{k−2}, x_{k−1}, x_k, x, t) = X · φ(t)[det(N_{k−1}, N_k, X)]^{−1} pri t ∈ [x_k, x]. Soglasno formule (6.1) F_k(u) = N_{k+1} · (φ_ku^′(x_k) − φ^′_ku(x_k)), tak qto iz (7.2) poluqaem F_k(ω_{k−1}) = [(N_{k+1} · φ_k)(X · φ^′_k) − (N_{k+1} · φ^′_k)(X · φ_k)][det(N_{k−1}, N_k, X)]^{−1}; primenØØ zdes~ lemmu 5, vyvodim pervu¸ iz formul (8.4). Analogiqnym obrazom s pomow~¸ formul (5.12), (7.2) pri t ∈ [x_{k−1}, x_k] nahodim ω_k(t) = N_{k−1} · φ(t)[det(N_{k−1}, N_k, X)]^{−1}; primenØØ funkcional F_k k ω_k i ispol~zuØ lemmu 5 prihodim ko vtoroæ iz formul (8.4). Lemma dokazana. �

Teorema 10. DlØ splaæn-veævletnogo razloßeniØ (8.1) prostran-

stva B_φ(X_1) formuly dekompozicii ime¸t vid

a_i = c_i pri i ≤ k − 1, a_i = c_{i+1} pri i ≥ k + 1, (8.5)

a_k = det(X, N_k, N_{k+1}) det(N_{k−1}, N_k, X) c_{k−1} + det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1}) det(N_{k−1}, N_k, X) c_k, (8.6)

b_{k+1} = − det(X, N_{k+1}, N_{k+2}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2})det(N_{k−1}, N_k, X) [ det(X, N_k, N_{k+1})c_{k−1}

+det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})c_k ] +c_{k+1} − det(N_k, X, N_{k+1}) det(N_k, N_{k+1}, N_{k+2}) c_{k+2}, (8.7)

b_j = 0 pri j ≠ k + 1. (8.8)

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 103

Dokazatel~stvo. Ravenstva (8.5) legko sledu¸t iz lemmy 10

(sm. (8.3)). Pri i = k v pervoæ iz formul dekompozicii ostaetsØ lix~ dva slagaemyh: a_k = c_{k−1}F_k(ω_{k−1}) + c_kF_k(ω_k); ispol~zovanie ravenstv (8.4) privodit k sootnoxeni¸ (8.6).

DlØ otyskaniØ b_j vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi (8.2) – (8.4):

b_j = c_j − a_j pri j ≤ k − 1, b_j = c_j − a_{j−1} pri j ≥ k + 2, (8.9) b_k = c_k − a_{k−1}d_{k−1,k} − a_kd_{k,k}, b_{k+1} = c_{k+1} − a_kd_{k,k+1} − a_{k+1}d_{k+1,k+1}. (8.10) Iz (8.5) i (8.9) nahodim b_j = 0 pri j ≤ k − 1 i b_j = 0 pri j ≥ k + 2. PodstavlØØ v pervu¸ iz formul (8.10) naædennye vyxe veliqiny a_{k−1} i a_k i qisla d_{k−1,k} i d_{k,k} iz sootnoxeniæ (7.10), vyvodim

b_k = c_k − a_{k−1}det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}

− a_kdet(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}

= c_k − c_{k−1}det(N_k, X, N_{k+1})[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1}

− det(N_{k−1}, N_k, X)[det(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})]^{−1} × { c_{k−1} × det(X, N_k, N_{k+1})[det(N_{k−1}, N_k, X)]^{−1}

+ c_kdet(N_{k−1}, N_k, N_{k+1})[det(N_{k−1}, N_k, X)]^{−1} } = 0.

Itak, sootnoxeniØ (8.8) ustanovleny. Iz vtoroæ formuly (8.10) poluqaem b_{k+1} = c_{k+1}−d_{k,k+1}[c_{k−1}F_k(ω_{k−1})+c_kF_k(ω_k)]−c_{k+2}d_{k+1,k+1}. Posle podstanovki s¸da znaqeniæ d_{k,k+1}, d_{k+1,k+1}, F_k(ω_{k−1}) i F_k(ω_k) iz (7.12) i (8.4) vyvodim sootnoxenie (8.7). Teorema polnost~¸ dokazana. �

Sledstvie 2. Soglasno formulam (8.7)–(8.8), veævletnym ba-

zisom prostranstva W slußit B_φ-splaæn ω_{k+1}, t.e. W = {b ω_{k+1} | b ∈ R^1}.

9. Formuly rekonstrukcii

Pust~ teper~ izvestny kofffficienty a_i i b v razloßeniØh proekciæ fflementa ~u ∈ B_φ(X_1) na prostranstva B_φ(X) i W : P ~u = ∑ i a_iΩ_i, Q~u = b ω_{k+1}.

V sootvetstvii s formulami (8.2) nahodim kofffficienty c_j ; formuly (8.2) nazyva¸tsØ formulami rekonstrukcii.

104 ı. K. DEM^˚NOVIQ

Teorema 11. DlØ rassmatrivaemogo splaæn-veævletnogo razlo-

ßeniØ (8.1) formuly rekonstrukcii ime¸t vid

c_j = a_j pri j ≤ k − 1, c_j = a_{j−1} pri j ≥ k + 2, (9.1)

c_{k+1} = a_kd_{k,k+1} + a_{k+1}d_{k+1,k+1} + b, c_k = a_{k−1}d_{k−1,k} + a_kd_{k,k}. (9.2)

Dokazatel~stvo. Vvidu ravenstv (7.9) pri j /∈ {k, k + 1} polu-

qaem sootnoxeniØ (9.1). Pri j = k i pri j = k + 1 iz formul (7.9)–(7.12) nahodim (9.2). �

10. O variantah teleskopiqeskih sistem i ob ih veævletnyh razloßeniØh

Rassmotrim beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ {X^S}, s = 0, 1, 2, . . . , vloßennyh setok vida (2.1) so svoæstvom (2.2): X^0 ⊂ X^1 ⊂

X^2 ⊂ . . . , priqem kaßdaØ sledu¸waØ setka otliqaetsØ ot pre-

dyduweæ dobavleniem odnogo uzla, ne sovpada¸wego s uzlami rasxirØemoæ setki. Predpoloßim, qto X^S ∈ K(a, b, K_0), gde K_0 – fiksirovannoe qislo; pust~ ewe vypolneny usloviØ teoremy 1 i pust~ dlØ ukazannogo tam ε spravedlivy neravenstva hX_S < ε, s = 0, 1, 2, . . .. Po teoreme 9 B_φ(X^S) ⊂ B_φ(X^{S+1}), s = 0, 1, 2, . . . (sm. (8.1)

pri X = X^S, X1 = X^{S+1}), tak qto poluqaetsØ sistema posle-

dovatel~no vloßennyh prostranstv (teleskopiqeskaØ sistema): B_φ(X^0) ⊂ B_φ(X^1) ⊂ . . . . OboznaqaØ koordinatnye splaæny prostranstva B_φ(X^S) qerez ω_{i,S}, i ∈ Z, vidim, qto spravedlivy kalibrovoqnye sootnoxeniØ ω_{i,S}(t) = ∑ j d^{(S)}_{i,j} ω_{j,S+1}(t) ∀t ∈ (a, b), (10.1) gde kofffficienty d^{(S)}_{i,j} opredelØ¸tsØ soglasno teoreme 9, v kotoroæ sleduet vzØt~ X = X^S, X_1 = X^{S+1} i proizvesti podhodØwu¸ perenumeraci¸ uzlov. Zametim, qto vvidu upomØnutoæ teoremy v kaßdom iz sootnoxeniæ (10.1) imeetsØ ne bolee dvuh nenulevyh slagaemyh. PrimenØØ k teleskopiqeskoæ sisteme prostranstv predyduwie postroeniØ (sm. (8.1)), poluqaem splaæn-veævletnoe razloßenie vida B_φ(X^{S+1}) = B_φ(X^S)^·+W^S , posledovatel~noe ispol~zovanie kotorogo privodit k razloßeni¸ prostranstva B^∗_φ^{def}= ⋃ S B_φ(X^S) v prØmu¸ summu B^∗_φ = B_φ(X^0)^·+

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 105

W^{0 ·}+ W^{1 ·}+ W^2 . . . i k formulam rekonstrukcii i dekompozicii (sm. teoremy 10 i 11).

Iz posledovatel~nosti qisel 0, 1, 2, 3, . . . vydelim podposledovatel~nost~ s_0 < s_1 < s_2 < . . . < s_p < . . . < s_q < . . . i rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ setok X^{S0} ⊂

X^S1 ⊂ X^S2 ⊂ . . . . Setka X^Sq poluqaetsØ iz setki X^Sp dobavle-

niem s_q − s_p uzlov, tak qto moßno rassmotret~ teleskopiqesku¸ sistemu prostranstv B_φ(X^{Sp} ) ⊂ B_φ(X^{Sp +1}) ⊂ B_φ(X^{Sp +2}) ⊂ . . . ⊂ B_φ(X^{Sq} ). Rekurrentno primenØØ sootnoxenie (10.1) pri s = s_p, s_p + 1, . . . , s_q − 1, nahodim kalibrovoqnye sootnoxeniØ ω_{i,Sp} = ∑ j d^{(Sp,Sq )} i,j ω_{j,Sq} , (10.2) gde funkcii ω_{i,Sp} i ω_{i,Sq} stroØtsØ po formulam (5.15) pri X=

X^{Sp} i pri X = X^{Sq} sootvetstvenno. Netrudno videt~, qto qi-

slo nenulevyh slagaemyh v sootnoxenii (10.2) ne prevoshodit qisla 2^{Sq −Sp} . Pri vyqislenii kofffficientov d^{(Sp ,Sq)}_{i,j} net neobhodimosti v upomØnutom rekurrentnom processe: moßno lix~ primenit~ sistemu funkcionalov, biortogonal~nu¸ k sisteme {ω_{j,Sq} }_{j∈}Z. UpomØnutaØ sistema funkcionalov {F^{Sq}_i }_{i∈}ZopredelØetsØ formulami (6.1) pri X = X^{Sq} , F_i = F^{Sq}_i ; v rezul~tate imeem d^{(Sp,Sq )} i,j = F^{Sq}_i (ω_{j,Sp} ); (10.3) s pomow~¸ biortogonal~nyh sistem v fftom sluqae legko poluqa¸tsØ formuly rekonstrukcii i dekompozicii.

Predpoloßim teper~, qto ob¨edinenie ~X^{def}= ⋃_{+∞} S=0 X^S predsta-

vlØet soboæ setku vida (2.1) so svoæstvom (2.2), priqem meßdu l¸bymi dvumØ sosednimi uzlami setki X^0 imeetsØ lix~ koneqnoe qislo uzlov setki ~X; togda verny vkl¸qeniØ X^0 ⊂ ~X, B_φ(X^0) ⊂ B_φ(~X) i spravedlivy kalibrovoqnye sootnoxeniØ ω_i = ∑ j ~d_{i,j} ~ω_j meßdu koordinatnymi splaænami ω_i i ~ω_j prostranstv

B_φ(X^0) i B_φ(~X) sootvetstvenno (qislo nenulevyh slagaemyh v kaßdom sootnoxenii koneqno). Kak i preßde, biortogonal~nye sistemy k upomØnutym koordinatnym splaænam opredelØ¸tsØ temi ße formulami (6.1) pri X= X^0 i pri X= ~Xsootvetstvenno. V qastnosti, esli { ~F_i}_{i∈}Z– biortogonal~naØ sistema funkcionalov k sisteme splaænov {~ω_j}_{j∈}Z, to analogiqno (10.3) ime-

106 ı. K. DEM^˚NOVIQ em ~d_{i,j} = ~F_i(ω_j). Ukazannye biortogonal~nye sistemy obyqnym obrazom privodØt k formulam rekonstrukcii i dekompozicii.

Otmetim takße, qto provedennye zdes~ postroeniØ pozvolØ- ¸t poluqit~ splaæn-veævletnoe razloßenie na otrezke, soderßawem koneqnoe qislo uzlov, ili na poluotkrytom intervale. Deæstvitel~no, pust~ [c, d] – otrezok, soderßawiæsØ v intervale (a, b). Vvidu svoæstva (2.2), kotoroe vypolneno dlØ l¸boæ iz rassmatrivavxihsØ setok X^S, mnoßestva ^X^{S def}= X^S ⋂ (c, d) ØvlØ- ¸tsØ koneqnymi setkami na [c, d]; suwestvuet k, n ∈ Ztakie, qto ^X^S : xk,S < xk+1,S < . . . < xn,S. Oqevidno, qto ^X^S ∈ ^K(c, d, K0), gde ^K(c, d, K_0) – klass lokal~no-kvaziravnomernyh setok so svoæstvom (4.4) (rassmatrivaemom dlØ teh j, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie uzly prinadleßat setke ^X^S; bolee toqnye formulirovki zdes~ davat~ ne budem). Rassmotrim te funkcii ω_{i,S} , pereseqenie nositeleæ kotoryh s intervalom (c, d) nepusto (t.e. funkcii s indeksami i = k − 2, k − 1, . . . , n); oqevidno, qto dlØ ih postroeniØ mogut potrebovat~sØ razve lix~ uzly mnoßestva ^X^{S ⋃} {xk−2,S, xk−1,S, . . . , xn+1,S, xn+2,S}. SußeniØ funkciæ ωi,S na otrezok [a, b], oqevidno, udovletvorØ¸t kalibrovoqnym sootnoxeniØm (10.1) pri t ∈ [c, d], i, sledovatel~no, sootvetstvu¸- wie lineænye prostranstva B_φ-splaænov na rassmatrivaemom otrezke obrazu¸t teleskopiqesku¸ sistemu. Veævletnoe razloßenie posledneæ obrazuetsØ s pomow~¸ primeneniØ koneqnoæ biortogonal~noæ sistemy funkcionalov (k sisteme funkciæ {ω_{i,S}}_{i=k−2,k−1,...,n}), poluqaemoæ iz sistemy vida (6.1) udaleniem funkcionalov s nomerami i < k − 2 i i > n. DlØ poluotkrytogo intervala rassußdeniØ analogiqny.

11. Stepenn&ye B-splaæny

V fftom punkte rassmotrim sluqaæ, kogda φ(t) = (1, t^α, t^β)^T , gde vewestvennye qisla α i β razliqny i ne ravny nul¸, a 0 /∈ [a, b]. V fftom sluqae det(φ, φ^′, φ^{′′})αβ(β − α)t^{α+β−3} ≠ 0, i znaqit v rassmatrivaemyh usloviØh dlØ dostatoqno melkoæ setki (iz fiksirovannogo klassa lokal~no kvaziravnomernyh setok) B_φ-splaæny suwestvu¸t. Soovetstvu¸wie koordinatnye B_φ-splaæny Ω^{α, β}_j (t) nepreryvno differenciruemy, i supp Ω^{α, β}_j = [x_{j−1}, x_{j+2}].

Soglasno formulam (5.7)–(5.10),

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 107 1) pri t ∈ (x_{j−1}, x_j) poluqaem

Ω^{α, β}_j (t) = ( βx^{β−1}_{j−1} (x^α_{j−1} − t^α) + αx^{α−1}_{j−1} (t^β − x^β_{j−1}) )

× { αβ(β − α)(x_{j−1}x_jx_{j+1})^{α+β−1}[(x^{−β}_j − x^{−β}_{j−1})(x^{−α}_{j+1} − x^{−α}_{j−1}) −(x^{−α}_j − x^{−α}_{j−1})(x^{−β}_{j+1} − x^{−β}_{j−1})] }_{−1} , (11.1)

2) pri t ∈ (x_j, x_{j+1}) vyvodim

Ω^{α, β}_j (t) = { βx^{β−1}_{j−1} (x^α_{j−1} − t^α) + αx^{α−1}_{j−1} (t^β − x^β_{j−1}) − x^{α+β−1}_{j−1} × [ (x^{−β}_{j+1} − x^{−β}_{j−1})(x^{−α}_{j+2} − x^{−α}_{j−1}) − (x^{−α}_{j+1} − x^{−α}_{j−1})(x^{−β}_{j+2} − x^{−β}_{j−1}) ]

× [ βx^{β−1}_j (x^α_j − t^α) + αx^{α−1}_j (t^β − x^β_j ) ][ x^{α+β−1} j [(x^{−β}_{j+1} − x^{−β}_j )(x^{−α}_{j+2} − x^{−α}_j )

−(x^{−α}_{j+1} − x^{−α}_j )(x^{−β}_{j+2} − x^{−β}_j )] ]_{−1}}{ αβ(β − α)(x_{j−1}x_jx_{j+1})^{α+β−1} ×[(x^{−β}_j − x^{−β}_{j−1})(x^{−α}_{j+1} − x^{−α}_{j−1}) − (x^{−α}_j − x^{−α}_{j−1})(x^{−β}_{j+1} − x^{−β}_{j−1})] }_{−1} , (11.2)

3) pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}) nahodim

Ω^{α, β}_j (t) = ( βx^{β−1}_{j+2} (x^α_{j+2} − t^α) + αx^{α−1}_{j+2} (t^β − x^β_{j+2}) )

× { αβ(β − α)(x_jx_{j+1}x_{j+2})^{α+β−1}[(x^{−β}_{j+1} − x^{−β}_j )(x^{−α}_{j+2} − x^{−α}_j )

−(x^{−α}_{j+1} − x^{−α}_j )(x^{−β}_{j+2} − x^{−β}_j )] }_{−1} . (11.3)

Splaæny Ω^{α, β}_j nazyva¸tsØ stepenn&ymi B-splaænami porØdka (α, β); formuly dekompozicii i rekonstrukcii dlØ sootvetstvu- ¸wego im splaæn-veævletnogo razloßeniØ poluqa¸tsØ soglasno teoremam 10 i 11.

Zameqanie 4. Podstanovka α = 1, β = 2 v sootnoxeniØ (11.1)–

(11.3) privodit k izvestnym formulam dlØ polinomial~nyh Bsplaænov vtoroæ stepeni.

108 ı. K. DEM^˚NOVIQ

12. �ksponencial~no-trigonometriqeskie B-splaæny

Pust~ α, β – razliqnye (vewestvennye ili kompleksnye) qisla, otliqnye ot nulØ. Poloßim φ(t) = (1, e^{αt}, e^{βt})^T . Oqevidno, qto v rassmatrivaemom sluqae vronskian det(φ, φ^′, φ^{′′}) otliqen ot nulØ na otrezke [a, b], ibo sistema 1, e^{αt}, e^{βt} – fundamental~naØ sistema rexeniæ differencial~nogo uravneniØ y^{′′′}−(α+β)y^{′′}+αβy^′ = 0 na intervale (−∞, +∞). Pofftomu v naxem sluqae dlØ dostatoqno melkoæ setki iz fiksirovannogo klassa lokal~no kvaziravnomernyh setok koordinatnye B_φ-splaæny suwestvu¸t. Oboznaqim ffti splaæny ~Ω^{α, β}_j . Iz formul (5.7)–(5.10) 1) pri t ∈ (x_{j−1}, x_j) vytekaet predstavlenie

~Ω^{α, β}_j (t) = ( βe^{βxj}�^1 (e^{αxj}�^1 − e^{αt}) + αe^{αxj}�^1 (e^{βt} − e^{βxj}�^1 ) )

× { αβ(β − α)e^{(α+β)(xj}�^{1 +xj +xj+1 )} [ e^{−βxj} (e^{−αxj+1} − e^{−αxj}�^1 ) +e^{−βxj+1} (e^{−αxj}�^1 − e^{−αxj} ) + e^{−βxj}�^1 (e^{−αxj} − e^{−αxj+1} ) ]}_{−1} , (12.1)

2) pri t ∈ (x_j, x_{j+1}) poluqaem

~Ω^{α, β}_j (t) = { βe^{βxj}�^1 (e^{αxj}�^1 − e^{αt}) + αe^{αxj}�^1 (e^{βt} − e^{βxj}�^1 ) −αβ(β − α)e^{(α+β)(xj}�^{1 +xj+1 +xj+2 )} [ e^{−βxj+1} (e^{−αxj+2} − e^{−αxj}�^1 ) +e^{−βxj+2} (e^{−αxj}�^1 − e^{−αxj+1} ) + e^{−βxj}�^1 (e^{−αxj+1} − e^{−αxj+2} ) ]

× [ βe^{βxj} (e^{αxj} − e^{αt}) + αe^{αxj} (e^{βt} − e^{βxj} ) ]

× [ αβ(β − α)e^{(α+β)(xj +xj+1 +xj+2 )} ( e^{−βxj+1} (e^{−αxj+2} − e^{−αxj} ) +e^{−βxj+2} (e^{−αxj} − e^{−αxj+1} ) + e^{−βxj} (e^{−αxj+1} − e^{−αxj+2} ) )]_{−1}}

× { αβ(β − α)e^{(α+β)(xj}�^{1 +xj +xj+1 )} [ (e^{−βxj} (e^{−αxj+1} − e^{−αxj}�^1 ) +e^{−βxj+1} (e^{−αxj}�^1 − e^{−αxj} ) + e^{−βxj}�^1 (e^{−αxj} − e^{−αxj+1} ) ]}_{−1} , (12.2)

LOKAL^NY` BAZIS VSPLESKOV 109 3) pri t ∈ (x_{j+1}, x_{j+2}) nahodim

~Ω^{α, β}_j (t) = [ βe^{βxj+2} (e^{αxj+2} − e^{αt}) + αe^{αxj+2} (e^{βt} − e^{βxj+2} ) ]

× [ αβ(β − α)e^{(α+β)(xj +xj+1 +xj+2 )} ( e^{−βxj+1} (e^{−αxj+2} − −e^{−αxj} ) +e^{−βxj+2} (e^{−αxj} − e^{−αxj+1} ) + e^{−βxj} (e^{−αxj+1} − e^{−αxj+2} ) )]_{−1} . (12.3)

Splaæny, poluqennye po formulam (12.1)–(12.3), nazyva¸tsØ ffksponencial~no-trigonometriqeskimi B-splaænami porØdka (α, β); splaæn-veævletnoe razloßenie, sootvetstvu¸wee fftim splaænam, stroitsØ soglasno formulam (7.8)–(7.12), (8.2)–(8.3), (9.3)– (9.6).

Zameqanie 5. Oboznaqim mnimu¸ edinicu qerez i. Podstanovka

α = i, β = −i v sootnoxeniØ (12.1)–(12.3) privodit k formulam dlØ trigonometriqeskih B-splaænov vtorogo porØdka; poluqa- ¸wiesØ pri fftom splaæny ~Ω^{i,−i}_j posle umnoßeniØ na masxtabiru¸wiæ mnoßitel~ −4i sin^{xj+1−xj}_2 sovpada¸t so splaænami, poluqennymi ranee v rabotah [5,6].

Literatura 1. M. D. Buhmann, Multiquadratic prewavelets on nonequally spaced knots in one

dimension. — Math. Comput. 64 (1995), 1611–1625.

2. I. ˚. Novikov, S. B. Steqkin, Osnovy teorii vspleskov. — Uspehi mat.

nauk 53 (1998), 53–128.

3. S. Malla, Vffævlety v obrabotke signalov. Mir, M., 2005. 4. ı. K. Dem~Ønoviq, O vloßennosti prostranstv minimal~nyh splaænov.

— ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 40 (2000), 1012–1029.

5. I. G. Burova, ı. K. Dem~Ønoviq, O splaænah maksimal~noæ gladkosti.

— Vestnik Sankt-Peterb. univ. Ser. 1, vyp. 4 (2004), 3–11. 6. ı. K. Dem~Ønoviq, Vloßennye prostranstva trigonometriqeskih splaæ-

nov i ih vspleskovoe razloßenie. – Matem. zametki 78, vyp. 5 (2005),

658–675.

Demjanovich Yu. K. A local wavelet basis for an irregular grid. The spaces of B_φ-splines are proved to be embedded for an arbitrary grid refinement; the direct (wavelet) decomposition for chains of embedded spaces of B_φ-splines on a sequence of refined irregular grids is discussed; a wavelet basis of functions with compact supports is constructed; formulas of decomposition and reconstruction are provided. Simple

110 ı. K. DEM^˚NOVIQ solutions of certain interpolation problems in the spaces considered are suggested. Examples of the spline spaces are presented.

Postupilo 5 sentØbrØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ydemj@paloma.spbu.ru