Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

M. Dana, H. D. Ikramov

OB ODNORANGOVYH KORREKCI˚H KOMPLEKSNYH SIMMETRIQNYH MATRIC

1. Vvedenie

V nastoØweæ zametke my rexaem sledu¸wu¸ zadaqu: pust~ izvestno, qto matrica A ∈ M_n(C) ØvlØetsØ odnorangovym vozmuweniem nekotoroæ kompleksnoæ simmetriqnoæ matricy, t.e.

A = X + Y, (1) gde X = XT , rank Y = 1. (2)

Odnako konkretnye matricy X i Y neizvestny. Kak naæti ffti matricy?

Otmetim, qto analogiqnye zadaqi, gde X – ffrmitova libo unitarnaØ matrica, byli rexeny avtorami v [1]. �ti zadaqi byli motivirovany vozmoßnost~¸ obobweniØ metodov tipa soprØßennyh gradientov na malorangovye vozmuweniØ nekotoryh klassov normal~nyh matric (sm. [2]). ShodnaØ vozmoßnost~ imeetsØ dlØ malorangovyh vozmuweniæ kompleksnyh simmetriqnyh matric. Pri fftom v kaqestve metoda-prototipa, q~e obobwenie ßelatel~no postroit~, vystupaet algoritm CSYM (sm. [3]).

2. Rexenie zadaqi

Iz (1) i (2) vytekaet, qto AT = X + Y T i A − AT = Y − Y T . Poskol~ku rank Y = 1, imeem

rank (A − AT ) ≤ 2.

Rassmotrim porozn~ sluqai, sootvetstvu¸wie trem vozmoßnym znaqeniØm (0, 1 i 2) ranga matricy A − A^T . 78

OB ODNORANGOVYH KORREKCI˚H 79

2.1. SimmetriqnaØ matrica A

V fftom sluqae Y – proizvol~naØ simmetriqnaØ matrica ranga 1. Esli Y vybrana, to X opredelØetsØ kak raznost~ X = A − Y. 2.2. rank (A − A^T ) = 1

�tot sluqaæ v deæstvitel~nosti nevozmoßen, poskol~ku kososimmetriqnaØ matrica A − A^T vsegda imeet qetnyæ rang.

2.3. rank (A − A^T ) = 2

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ fakt, svØzannyæ s kompleksnymi kososimmetriqnymi matricami (sm. [4, razdel 4.4, zadaqa 26]): dlØ vsØkoæ kososimmetriqnoæ matricy K ∈ M_n(C) naædetsØ unitarnaØ matrica U , takaØ, qto U KU T = K1 ⊕ · · · ⊕ Ks ⊕ 0 ⊕ · · · ⊕ 0, (3) gde kaßdyæ iz 2 × 2-blokov K_j (1 ≤ j ≤ s) imeet vid Kj = ( 0 aj −aj 0 ) , aj ≠ 0. Rang r matricy (3) raven 2s.

PolagaØ K =^1_2(A − A^T ), naædem unitarnu¸ matricu U , kotoraØ privodit naxu matricu K k bloqno-diagonal~nomu vidu (3). Poskol~ku r = 2, imeem ~K = U KU^T = K_1 ⊕ 0 ⊕ · · · ⊕ 0, (4) gde K1 = ( 0 a −a 0 ) , a ≠ 0. (5)

VvodØ simmetriqnu¸ matricu S =^1_2 (A + A^T ), perepixem (1) v vide S + K = X + Y (6) i primenim unitarnu¸ kongruffnci¸ s matriceæ U k obeim qastØm ravenstva (6): U SU T + U KU T = U XU T + U Y U T . PolagaØ ~S = U SU^T , ~X = U XU^T , ~Y = U Y U^T ,

80 M. DANA, H. D. IKRAMOV poluqaem ~K + ( ~S − ~X) = ~Y . (7) Naxa pervonaqal~naØ zadaqa teper~ svoditsØ k sledu¸weæ:

dlØ kososimmetriqnoæ n × n-matricy ~K, zadannoæ sootnoxeni- Ømi (4) i (5), naæti vse simmetriqnye matricy Z = ~S − ~X, dlØ kotoryh matrica ~Y = ~K + Z (8) imeet rang 1. Pokaßem, qto vsØkaØ matrica Z, udovletvorØ¸waØ fftim usloviØm, dolßna imet~ tot ße bloqno-diagonal~nyæ vid, qto i ~K, t.e. Z = ( z11 z12 z12 z22 ) ⊕ 0 ⊕ · · · ⊕ 0. (9) Poskol~ku rank ( ~K + Z) = 1, dolßno vypolnØt~sØ sootnoxenie | | z^{11} z^{12} + a z12 − a z22 | | = 0, ili z11z22 + a2 = z212. (10)

Spravedlivost~ predstavleniØ (9) dokaßem rassußdeniem ot protivnogo. Predpoloßim, qto v pervyh dvuh strokah matricy Z imeetsØ ewe hotØ by odin nenulevoæ vnediagonal~nyæ fflement pomimo z_{12} i z_{21} = z_{12}. VypolnØØ pri neobhodimosti simmetriqnu¸ perestanovku strok i stolbcov vseh treh matric v (8), moßem sqitat~, qto z = ( z13 z23 ) ≠ 0. (11)

Esli z_{11} ≠ 0, to iz usloviØ

rank ( z11 z13 z12 − a z23 ) = 1 vyvodim, qto ( z13 z23 ) = α ( z11 z12 − a ) (12)

dlØ nekotorogo skalØra α.

OB ODNORANGOVYH KORREKCI˚H 81 PrimenØØ to ße rassußdenie k pervym dvum stolbcam matricy ~K + Z, poluqim

( z_{31} z_{32} ) = ( z_{13} z_{23} ) = β ( z_{11} z_{12} + a ) (13)

dlØ nekotorogo skalØra β.

Sopostavlenie (12) i (13) privodit k ravenstvam α = β i

α(z12 − a) = α(z12 + a). (14)

Poskol~ku a ≠ 0, ravenstvo (14) vozmoßno lix~ pri α = 0, qto, vvidu (12), privodit nas k protivoreqi¸ s predpoloßeniem (11).

Analogiqnoe protivoreqie moßet byt~ poluqeno, esli z_{11} = 0, no z_{22} ≠ 0. V fftom sluqae te ße, qto i vyxe, rassußdeniØ nußno primenØt~ k sootnoxeniØm

rank ( z12 + a z13 z22 z23 ) = 1 i rank ( z12 − a z22 z13 z23 ) = 1.

Pust~ teper~ z_{11} = z_{22} = 0. Soglasno (10), z12 = ±a. Predpoloßim, dlØ opredelennosti, qto z_{12} = a. Togda veduwaØ glavnaØ 2 × 2-podmatrica v ~Y = ~K + Z imeet vid ( 0 2a 0 0 ) , a ≠ 0. Iz usloviØ rank ~Y = 1 vyvodim, qto vse vnediagonal~nye fflementy vtoroæ stroki i pervogo stolbca dolßny byt~ nulevymi. Poskol~ku ~Y moßet otliqat~sØ ot simmetriqnoæ matricy Z tol~ko v qetyreh poziciØh (1,1), (1,2), (2,1) i (2,2), to dolßny byt~ ravny nul¸ i vnediagonal~nye fflementy vo vtorom stolbce i pervoæ stroke, iskl¸qaØ fflement (1,2). �to snova privodit k protivoreqi¸ s predpoloßeniem (11).

Itak, ustanovleno, qto vsØkaØ simmetriqnaØ matrica Z, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

rank ( ~K + Z) = 1, (15)

82 M. DANA, H. D. IKRAMOV dolßna imet~ bloqno-diagonal~nyæ vid Z = ( z11 z12 z12 z22 ) ⊕ Zn�2, gde Z_n�_2 – simmetriqnaØ matrica porØdka n − 2.

Pokaßem, qto esli Z_n�_2 ≠ 0, to uslovie (15) ne moßet byt~ vypolneno. Deæstvitel~no, esli v Z otliqen ot nulØ fflement zkl, gde k, l > 2 i k ≤ l, to ~K + Z soderßit nenulevoæ minor | | z^{11} 0 zk1 zkl | | pri z_{11} ≠ 0, nenulevoæ minor | | z^{22} 0 zk2 zkl | | pri z_{22} ≠ 0, nenulevoæ minor | | z^{12} + a 0 zk2 zkl | | pri z_{12} + a ≠ 0 i, nakonec, nenulevoæ minor | | z^{12} − a 0 zk1 zkl | | pri z_{12} − a ≠ 0. Tem samym obosnovano predstavlenie (9).

Sformuliruem poluqennyæ rezul~tat v terminah ishodnoæ zadaqi. Pust~ A ∈ M_n(C) – matrica, dlØ kotoroæ rank (A − A^T ) = 2. Poloßim K =^1_2 (A − AT ) i naædem predstavlenie (4), (5). DlØ poluqennogo qisla a vyberem proizvol~nu¸ troæku qisel z_{11}, z_{12} i z_{22}, udovletvorØ¸wih ravenstvu (10). �ti qisla opredelØ¸t matricu Z v (9). Teper~ simmetriqnaØ matrica X, rexa¸waØ postavlennu¸ zadaqu, moßet byt~ naædena po formule X = S − U �ZU , gde S = 1 2 (A + AT ). Sootvetstvu¸waØ odnorangovaØ matrica Y opredelØetsØ kak raznost~ Y = A − X.

OB ODNORANGOVYH KORREKCI˚H 83

Zameqanie. Pri z11 = z22 = 0, z12 = a ili z11 = z22 = 0, z12 =

−a odnorangovaØ matrica (8) nil~potentna. �to, odnako, moßet byt~ neverno dlØ sootvetstvu¸weæ matricy Y , poskol~ku ~Y i Y svØzany unitarnoæ kongruffntnost~¸, a ne unitarnym podobiem.

Literatura 1. M. Dana, H. D. Ikramov, O malorangovyh korrekciØh ffrmitovyh i uni-

tarnyh matric. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 44 (2004), 1331–1345.

2. T. Barth, T. Manteuffel, Multiple recursion conjugate gradient algorithms. Part I:

Sufficient conditions. — SIAM J. Matrix Analys. Appl. 21 (2000), 768–796.

3. A. Bunse-Gerstner, R. Stover, On a conjugate gradient-type method for solving

complex symmetric linear systems. — Linear Algebra Appl. 287 (1999), 105–

123.

4. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. Mir, M., 1990.

Dana M., Ikramov Kh. D. On rank-one corrections of complex symmetric matrices.

Let a matrix A ∈ Mn(C) be a rank-one perturbation of a complex symmetric matrix, i.e., A = X + Y for some unknown matrices X and Y such that X = XT and rank Y = 1. The problem of determining the matrices X and Y is solved.

Postupilo 16 ØnvarØ 2005 g.

Universitet Kurdistana, g. Sanandadß, IslamskaØ Respublika Iran

E-mail: mansourdana2001@yahoo.com

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su