Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

M. Dana, H. D. Ikramov

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI`, MATRICY KOTORYH ˚VL˚ıTS˚ MALORANGOVYMI VOZMUWENI˚MI �RMITOVYH MATRIC

1. Vvedenie

Pust~ nußno rexit~ sistemu lineænyh uravneniæ

Ax = b (1)

s normal~noæ n × n-matriceæ A. Normal~nost~ v dannom kontekste oznaqaet vypolnenie usloviØ AA�_{= A}�_{A.} (2)

DlØ razreßennoæ neffrmitovoæ matricy A standartnym vyborom algoritma dlØ rexeniØ sistemy (1) ØvlØetsØ obobwennyæ metod minimal~nyh nevØzok GMRES. Odnako v fftom metode ne udaetsØ ispol~zovat~ specifiku matricy A, vyraßaemu¸ ravenstvom (2): algoritm Arnol~di, leßawiæ v osnove GMRES, privodit normal~nu¸ matricu A k toæ ße forme Hessenberga, qto i matricu obwego vida. V rezul~tate sohranØ¸tsØ dva glavnyh nedostatka, prisuwih GMRES po sravneni¸ s metodami tipa Lancoxa: bol~xoæ rashod pamØti i zavisimost~ koliqestva arifmetiqeskoæ raboty, vypolnØemoæ na otdel~nom xage, ot ego nomera k.

Pri dopolnitel~nom predpoloßenii, qto spektr matricy A prinadleßit algebraiqeskoæ krivoæ Γ nevysokogo porØdka (primerom realistiqeskoæ situacii, gde ffto predpoloßenie vypolneno, mogut slußit~ normal~nye matricy s poqti-vewestvennym spektrom), v [1] predloßen inoæ podhod k rexeni¸ sistemy (1), kotoryæ vkratce sostoit v sledu¸wem. Metody tipa Lancoxa i GMRES iwut priblißennye rexeniØ v krylovskih podprostranstvah vozrasta¸weæ razmernosti, t.e. v lineænyh oboloqkah koneqnyh otrezkov stepennoæ posledovatel~nosti x, Bx, B^2x, . . . . (3) 68

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI` 69 Zdes~ B – ffto ili sama matrica A, ili nekotoraØ matrica, tesno s A svØzannaØ; v kaqestve x obyqno (pri otsutstvii horoxego naqal~nogo priblißeniØ) berut pravu¸ qast~ b sistemy (1) ili poluqennoæ iz nee “predobuslovlennoæ” sistemy.

Metod, predloßennyæ v [1], ØvlØetsØ algoritmom minimal~- nyh nevØzok dlØ obobwennyh krylovskih podprostranstv, natØnutyh na koneqnye otrezki posledovatel~nosti x, Ax, A�x, A^2x, AA�x, A�^2x, A^3x, A^2A�x, . . . . (4) V otliqie ot GMRES, fftot metod, nazyvaemyæ MINRES-N, obladaet fiksirovannoæ dlinoæ rekursii, zavisØweæ ot porØdka m krivoæ Γ. Tak, dlØ sluqaØ m = 2, naibolee podrobno rassmotrennogo v [1], dlina rekursii ravna 6. To ße samoe moßno skazat~ inaqe: vmesto unitarnogo privedeniØ matricy A k forme Hessenberga, neØvno vypolnØemogo v GMRES, A teper~ privoditsØ k special~noæ kompaktnoæ forme, kotoru¸ moßno sqitat~ bloqnotrehdiagonal~noæ ili lentoqnoæ matriceæ s xirinoæ lenty, zavisØweæ ot m. Tem samym ustranØ¸tsØ oba otmeqennyh vyxe nedostatka GMRES.

MINRES-N2 predstavlØet soboæ specializaci¸ metoda MINRES-N dlØ normal~nyh matric so spektrami, leßawimi na krivyh vtorogo porØdka. V [2] bylo pokazano, qto MINRES-N2 primen&im i k sistemam s anormal~nymi matricami, kotorye mogut byt~ opisany sledu¸wim obrazom. Kak izvestno, vsØkaØ kvadratnaØ kompleksnaØ matrica A moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlena v vide A = B + iC, B = B�, C = C�. (5) �rmitovy matricy B = 1 2 (A + A�), C = 1 2i (A − A�) (6)

nazyva¸tsØ sootvetstvenno vewestvennoæ i mnimoæ qastØmi matricy A. Normal~nye matricy A harakterizu¸tsØ tem svoæstvom, qto sootvetstvu¸wie im matricy (6) perestanovoqny. Anormal~nye matricy, podda¸wiesØ obrabotke metodom MINRES-N2, mogut teper~ byt~ opisany usloviem

rank C = 1.

70 M. DANA, H. D. IKRAMOV

Cel~¸ dannoæ stat~i ØvlØetsØ obobwenie fftogo fakta na slu- qaæ rank C = k ¿ 1. (7)

V razdele 2 my pokazyvaem, qto matrica A, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (7), moßet byt~ privedena posredstvom unitarnogo podobiØ k bloqno-trehdiagonal~nomu vidu, gde porØdok kaßdogo diagonal~nogo bloka ne prevoshodit 1 + k. �to oznaqaet, qto sistemu (1) s takoæ matriceæ A moßno rexat~ metodom MINRES- N(1+k), t.e. variantom metoda MINRES-N, pervonaqal~no prednaznaqennym dlØ normal~nyh sistem so spektrami, leßawimi na krivyh porØdka 1 + k. V razdele 3 my obsußdaem primery, v kotoryh proizvoditel~nost~ MINRES-N(1+k) dlØ sistem, podqinØ¸wihsØ uslovi¸ (7), sravnivalas~ s proizvoditel~nost~¸ GMRES.

2. Malorangovye vozmuweniØ ffrmitovyh matric

Rassmotrim matriqnu¸ posledovatel~nost~ I_n, A, A�, . . . , sootvetstvu¸wu¸ vektornoæ posledovatel~nosti (4). UqityvaØ, qto A – anormal~naØ matrica i, sledovatel~no, ne kommutiruet s A�, ffta matriqnaØ posledovatel~nost~ v bolee podrobnoæ zapisi imeet vid I_n, A, A�, A^2, AA�, A�A, A�^2, A^3, A^2A�, AA�A, . . . , A�^3, . . . . (8) Qleny posledovatel~nosti (8), nazyvaemye slovami iz A i A�, poluqa¸tsØ iz odnoqlenov ot dvuh nekommutiru¸wih peremen- nyh 1, x, y, x^2, xy, yx, y^2, x^3, x^2y, xyx, . . . , y^3, . . . podstanovkoæ x → A, y → A�. Esli v slove w(A, A�) simvol A vstreqaetsØ v kaqestve mnoßitelØ i raz, a simvol A� – j raz, to qislo i + j nazyvaetsØ stepen~¸ fftogo slova. Sovokupnost~ 2^m slov odnoæ i toæ ße stepeni m obrazuet m-æ sloæ posledovatel~nosti (8); pri fftom sqitaetsØ, qto ediniqnaØ matrica I_n sostavlØet nulevoæ sloæ.

Oboznaqim qerez L_m lineænu¸ oboloqku matric, vhodØwih v sloi posledovatel~nosti (8) s nomerami 0, 1, 2, . . . , m. Poloßim

ℓ_m = dim L_m (9)

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI` 71 i ω_m = ℓ_m − ℓ_m�_1 (m ≥ 1). (10)

Qislo ω_m nazovem xirinoæ m-go sloØ. Po opredeleni¸, ω_0 = 1. OkazyvaetsØ, qto razmery blokov v bloqno-trehdiagonal~noæ forme, k kotoroæ A moßno privesti posredstvom unitarnogo podobiØ, opredelØ¸tsØ kak raz qislami ω_m (sm. [1, razdel 3]).

Naxa zadaqa – ocenit~ qisla ω_m dlØ matric A, udovletvorØ- ¸wih uslovi¸ (7). S fftoæ cel~¸ zametim, qto ukazannye qisla (ravno kak i qisla ℓ_m ) moßno naæti, ispol~zuØ vmesto (8) posledovatel~nost~ I, B, C, B^2, BC, CB, C^2, B^3, B^2C, BCB, CB^2, BC^2, . . . , C^3, . . . . (11) Ona ffkvivalentna posledovatel~nosti (8) v tom smysle, qto, buduqi razdelena na sloi, generiruet tu ße posledovatel~nost~ podprostranstv L_m. �to utverßdenie est~ nesloßnoe sledstvie razloßeniØ (5).

Teorema 1. Esli n × n-matrica A udovletvorØet uslovi¸ (7), to

ω_m ≤ 1 + k, m ¿ 1. (12)

Dokazatel~stvo. Soglasno opredeleni¸ (10), ωm imeet smysl

priraweniØ razmernosti podprostranstva L_m po sravneni¸ s L_m�_1. Oboznaqim qerez r_m (sootvetstvenno s_m ) sostavlØ¸wu¸ fftogo priraweniØ, poluqennu¸ za sqet matric iz m-go sloØ posledovatel~nosti (11), v vyraßeniØh kotoryh kak slov iz B i C pervym sleva mnoßitelem ØvlØetsØ B (sootvetstvenno C). Oqevidno, ω_m = r_m + s_m . (13)

Pust~ j – maksimal~noe sredi znaqeniæ indeksa m, takih, qto s_m ≠ 0. Togda_jX

m=1 s_m 6 k. (14)

Sloæ m posledovatel~nosti (11) moßet byt~ poluqen umnoßeniem matric iz sloØ m − 1 sleva snaqala na matricu B, a zatem na C. Ots¸da vytekaet, qto

r_m ≤ ω_m�_1 = r_m�_1 + s_m�_1. (15)

72 M. DANA, H. D. IKRAMOV Ispol~zuØ sootnoxeniØ (13)–(15), nahodim

ω_j = r_j + s_j ≤ r_j�_1 + s_j�_1 + s_j ≤ · · · ≤ r_1 + s_1 + · · · + s_m

≤ r_1 + k ≤ 1 + k.

Zdes~ uqteno neravenstvo

r_1 ≤ ω_0 = 1.

Itak, ω_j ≤ 1 + k. Iz teh ße vykladok sleduet, qto ω_m ≤ 1 + k, esli m < j. Pust~ teper~ m > j. Poskol~ku s_m = 0 pri m > j, imeem

r_m = ω_m ≤ ω_m�_1 ≤ · · · ≤ ω_j ≤ 1 + k.

Tem samym ω_m ≤ 1 + k dlØ vseh m, i teorema dokazana.

Ot matriqnoæ posledovatel~nosti (8) vernemsØ k vektornoæ posledovatel~nosti x, Ax, A�x, A^2x, AA�x, A�Ax, A�^2x, A^3x, . . . . (16) Esli k sisteme (1) ne primenØetsØ predobuslovlivanie i ne imeetsØ horoxego naqal~nogo priblißeniØ, to v kaqestve x berut pravu¸ qast~ b. Bazis, v kotorom A priobretaet iskomu¸ bloqno-trehdiagonal~nu¸ formu, poluqaetsØ posredstvom ortonormalizacii posledovatel~nosti (16). Ona provoditsØ analogiqno processu ortonormalizacii v algoritmah Lancoxa i Arnol~di, no ispol~zuet na pervyh xagah matriqno-vektornye proizvedeniØ kak s matriceæ A, tak i s A�. Posle togo kak dostignut sloæ j (sm. dokazatel~stvo teoremy), moßno ispol~zovat~ proizvedeniØ lix~ odnogo tipa (tol~ko s matriceæ A libo tol~ko s A�). Bloqno-trehdiagonal~nu¸ formu_H matricy_A moßno rassmatrivat~ i kak lentoqnu¸ matricu. Iz osobennosteæ processa ortogonalizacii sleduet, qto nißnØØ xirina lenty v H ravna 1 + k, a verhnØØ xirina lenty est~ 1 + 2k. Takim obrazom, H – lentoqnaØ matrica s obweæ xirinoæ lenty 3(1 + k).

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI` 73

3. Qislennye ffksperimenty

V fftom razdele my opisyvaem rezul~taty qislennyh ffksperimentov, v kotoryh metod MINRES-N(1+k) sravnivalsØ s GMRES na sistemah lineænyh uravneniæ s matricami, udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (7). Vse sistemy imeli porØdok 2000, i ih matricy A = B +iC konstruirovalis~ sledu¸wim obrazom: B – ffto vewestvennaØ simmetriqnaØ trehdiagonal~naØ matrica, diagonal~- nye fflementy kotoroæ sut~ psevdosluqaænye qisla, ravnomerno raspredelennye na pare segmentov [-350, -275] i [275, 350], a fflementy pervoæ naddiagonali (i pervoæ poddiagonali) ravnomerno raspredeleny na pare segmentov [-70, -40] i [50, 80]. Matrica C takße byla vewestvennoæ simmetriqnoæ i vybiralas~ v vide

C = u_1u^T_1 + u_2u^T_2 + . . . + u_ku^T_k ,

gde fflementy kaßdogo vektora u_i (1 ≤ i ≤ k) ravnomerno raspredeleny v [-1, 1]. Pravye qasti sistem stroilis~ odnim iz treh sposobov: 1) kak psevdosluqaænye vektory porØdka 2000 s komponentami, ravnomerno raspredelennymi v [0,1]; 2) kak proizvedenie Ae, gde e – vektor porØdka 2000, sostavlennyæ iz edinic; v fftom sluqae rexenie sistemy (1) izvestno i ravno e; 3) kak proizvedenie A�e_i , gde e_i – koordinatnyæ vektor prostranstva

R^{2000} so sluqaæno vybrannym indeksom i.

DlØ ffksperimentov ispol~zovalsØ personal~nyæ komp~¸ter Pentium IV s taktovoæ qastotoæ 256 Mgc. Metod GMRES byl predstavlen biblioteqnoæ proceduroæ gmres sistemy Matlab; dlØ razliqnyh variantov metoda MINRES-N avtorami byli sostavleny special~nye Matlab-procedury. Vyhod iz oboih iteracionnyh metodov proishodil pri vypolnenii usloviØ

‖r_m‖_2 < ε = 10�^8,

gde r_m = b − Ax_m – nevØzka m-go priblißeniØ x_m. Veliqina ‖r_m‖_2 v algoritme MINRES-N2 vyqislØlas~, kak ffto opisano v [1, razdel 6]. Shodnym obrazom dlina nevØzki vyqislØlas~ v ostal~nyh variantah metoda MINRES-N.

Rezul~taty ffksperimentov svedeny v qetyre tablicy, otveqa¸wie sootvetstvenno znaqeniØm k = 2, 3, 4, 5. Stolbcy fftih tablic ime¸t sledu¸wiæ smysl: b ukazyvaet tip pravoæ qasti (sm. vyxe; pri fftom rand oznaqaet psevdosluqaænyæ vektor);

74 M. DANA, H. D. IKRAMOV

cond — qislo obuslovlennosti matricy A; n_1 i t_1 – qislo iteraciæ i vremØ (v sekundah) dlØ MINRES-N(1+k), a n_2 i t_2 da¸t tu ße informaci¸ dlØ GMRES.

Izuqenie tablic privodit k trem osnovnym vyvodam. 1. DlØ dannogo klassa lineænyh sistem metod MINRES-N(1+k) trebuet dlØ svoeæ shodimosti znaqitel~no bol~xego qisla iteraciæ, qem GMRES. Pri fftom otnoxenie n_1/n_2 rastet s rostom k. Kak pravilo,

n_1 n_2 ∈ [k, k + 1], k = 2, 3, 4, 5. 2. NesmotrØ na bol~xee qislo iteraciæ, MINRES-N(1+k) (poqti) vsegda zatraqivaet men~xee vremØ po sravneni¸ s GMRES. Pri fftom dlØ k = 2, 3 razliqie vo vremeni sqeta ves~ma vnuxitel~no: t_1 ≪ t_2.

3. RazliqiØ v tipe pravoæ qasti b ne vedut k razliqiØm v haraktere poluqennyh rezul~tatov.

Ne sleduet dumat~, qto neravenstvo

n_1 > n_2

imeet mesto dlØ l¸boæ lineænoæ sistemy. Naprotiv, dlØ proizvol~noæ (nevyroßdennoæ) matricy A netrudno ukazat~ pravye qasti b, dlØ kotoryh MINRES-N shoditsØ (v smysle qisla iteraciæ) zavedomo bystree, qem GMRES. Predpoloßim, naprimer, qto A�1_{b = g(A, A}�_{)b,} (17)

gde g(x, y) – mnogoqlen nevysokoæ stepeni k ot nekommutiru¸- wih peremennyh x i y, priqem g soderßit hotØ by odin monom, vkl¸qa¸wiæ v sebØ mnoßitel~ y. Togda v toqnoæ arifmetike MINRES-N naædet rexenie sistemy (1), t.e. vektor x_0 = A�^1b, kak tol~ko budet zakonqeno postroenie ortonormirovannogo bazisa v podprostranstve L_k. Metod GMRES, ne ispol~zu¸wiæ informaci¸, predostavlØemu¸ soprØßennoæ matriceæ A�, analogiqnym svoæstvom ne obladaet.

Rassmotrim podrobneæ situaci¸, kogda v (17) g – lineænyæ mnogoqlen ot x i y. V fftom sluqae dlØ nekotoryh skalØrov α, β i γ imeem A�1_{b = αb + βAb + γA}�_{b,} (18)

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI` 75 priqem γ ≠ 0. Zadadim kakie-libo znaqeniØ β_0 i γ_0 dlØ kofffficientov β i γ (s uqetom usloviØ γ_0 ≠ 0) i perepixem (18) v vide (I_n − β_0A^2 − γ_0AA�)b = αAb,

otkuda sleduet, qto v kaqestve neizvestnogo kofffficienta α i iskomoæ pravoæ qasti b moßno vzØt~ proizvol~noe sobstvennoe znaqenie i sootvetstvu¸wiæ sobstvennyæ vektor zadaqi Cx = λAx, gde C = I_n − β_0A^2 − γ_0AA�.

MINRES-N3

b cond n_1 t_1 n_2 t_2 rand 3.8428 129 5.0680 47 12.4370 rand 5.7831 186 6.1090 67 17.2500 Ae 5.3192 276 10.0780 105 27.8750 Ae 2.9437 141 4.2810 52 13.1880

A�_{ei 194.0375 495 24.7970 239 70.3440} A�_{ei 1.6426 45 1.9690 20 5.0940}

MINRES-N4

b cond n_1 t_1 n_2 t_2 rand 5.8923 255 9.6100 70 18.1880 rand 2.5477 155 5.6560 46 11.9220 rand 11.6147 295 11.3590 91 23.8590 Ae 2.8855 215 8.4060 52 13.1880 Ae 3.4661 259 9.7500 69 17.7660

A�_{ei 2.9855 87 3.2970 27 6.9220}

76 M. DANA, H. D. IKRAMOV MINRES-N5

b cond n_1 t_1 n_2 t_2 rand 2.7547 178 5.9690 42 11.2810 rand 5.5076 273 10.6250 72 18.6410 rand 4.4511 328 14.0540 82 21.9690 Ae 2.9520 278 12.0470 63 16.6570 Ae 3.5473 253 10.9720 59 15.4370

A�_{ei 3.6827 118 4.2190 30 8.4370}

MINRES-N6

b cond n_1 t_1 n_2 t_2 rand 4.2080 254 10.6710 57 14.6720 rand 2.7391 266 10.9350 49 12.4530 rand 16.1957 722 49.1410 173 48.4220 Ae 4.0888 452 22.7820 90 23.4840 Ae 3.1573 314 14.2810 59 15.4220

A�_{ei 4.7981 332 14.8120 68 17.5470}

Literatura

1. M. Dana, A. G. Zykov, H. D. Ikramov, Metod minimal~nyh nevØzok dlØ

special~nogo klassa lineænyh sistem s normal~nymi matricami kofffficientov. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz. 45 (2005), 1928-1937.

2. M. Dana, H. D. Ikramov, O rexenii sistem lineænyh uravneniæ, matri-

cy kotoryh ØvlØ¸tsØ malorangovymi vozmuweniØmi ffrmitovyh matric.

— Vestn. MGU. SeriØ “Vyqisl. matematika i kibernetika” No. 1 (2005), 15–22.

Dana M., Ikramov Kh. D. Solving systems of linear equations whose matrices are low-rank perturbations of Hermitian matrices, revisited.

MINRES-N is a minimal residual algorithm originally developed by the authors for solving systems of linear equations with normal coefficient matrices whose spectra lie on algebraic curves of low degree. In a previous publication, the authors showed that a variant of MINRES-N called MINRES-N2 is applicable to nonnormal matrices A for which

rank (A − A�) = 1.

EWE RAZ O REXENII SISTEM LINE`NYH URAVNENI` 77

This fact is extended to nonnormal matrices A such that

rank (A − A�) = k, k ¿ 1.

Postupilo 16 ØnvarØ 2005 g.

Universitet Kurdistana, g. Sanandadß, IslamskaØ Respublika Iran

E-mail: mansourdana2001@yahoo.com

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su