Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

ı. A. Al~pin, L. ı. Kolotilina, N. N. Korneeva

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` NEOTRICATEL^NYH MATRIC I IH PRILOȷENI˚

1. Vvedenie

Pust~ A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1. Vvedem v rassmotrenie absol¸tnye stroqnye summy

r_i(A) = n∑ j=1 |a_{ij}|, i = 1, . . . , n, i oboznaqim ⟨n⟩ = {1, . . ., n}. Kak horoxo izvestno, ‖A‖_∞ = max_{i∈⟨n⟩} r_i(A) – mul~tiplikativnaØ matriqnaØ norma, a dlØ neotricatel~noæ matricy A ee spektral~nyæ radius ρ(A), nazyvaemyæ perronovskim kornem A, udovletvorØet dvustoronnim ocenkam Frobeniu- sa min_{i∈⟨n⟩} r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A). (1.1)

Poskol~ku, oqevidno, dlØ l¸boæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D spravedlivo ravenstvo ρ(D^{−1}AD) = ρ(A), iz (1.1) estestvennym obrazom vytekaet sledu¸waØ zadaqa: naæti takie otliqnye ot ediniqnoæ diagonal~nye matricy D_1 i D_2 s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami, qto max i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}_1 AD_1) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A) (1.2) i min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}_2 AD_2) > min_{i∈⟨n⟩} r_i(A). (1.3) 30

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 31 Kak netrudno ubedit~sØ, v neprivodimom sluqae vsegda suwestvuet diagonal~naØ matrica D s poloßitel~nymi diagonal~- nymi fflementami, dlØ kotoroæ spravedlivy ravenstva max i∈⟨n⟩ r_i(D^{−1}AD) = min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}AD) = ρ(A). (1.4)

Deæstvitel~no, po teoreme Perrona–Frobeniusa, perronovskiæ vektor v = (v_i) matricy A, kotoryæ opredelen odnoznaqno s toqnost~¸ do poloßitel~nogo mnoßitelØ, poloßitelen, a iz ravenstva Av = ρ(A)v legko sleduet, qto sootnoxeniØ (1.4) spravedlivy dlØ matricy

D = D_v = diag (v_1, . . . , v_n).

˚sno, qto vybor D = D_v optimalen s teoretiqeskoæ toqki zreniØ. Odnako, na praktike dlØ ego ispol~zovaniØ trebuetsØ, qtoby perronovskiæ vektor byl izvesten. Pofftomu predstavlØet interes zadaqa poiska menee dorogogo metoda opredeleniØ netrivial~nyh matric D_1 i D_2, udovletvorØ¸wih usloviØm (1.2) i (1.3).

�ta zadaqa tesno svØzana s zadaqeæ poluqeniØ ocenok perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, no ØvlØetsØ bolee obweæ. NeØvno ona uße rassmatrivalas~ v rabote [1], v kotoroæ byl ustanovlen (sm. takße [4]) sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1.1. Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 1, – neotricatel~naØ matri-

ca, ne ime¸waØ nulevyh strok. Poloßim

C(A) = max_{γ∈}C_{(A)} ∏ i∈γ̄ r_i(A) 1/|γ| , c(A) = min_{γ∈}C_{(A)} ∏ i∈γ̄ r_i(A) 1/|γ| (1.5)

i opredelim diagonal~nye matricy D = diag (d_1, . . . , d_n) i G = diag (g_1, . . . , g_n) s pomow~¸ sootnoxeniæ

d_i = max (i=i_1,...,i_k,i_{k+1})∈P(A) k∏ j=1 [r_j(A)/C(A)],

g_i = min (i=i_1,...,i_k,i_{k+1})∈P(A) k∏ j=1 [r_j(A)/c(A)], i = 1, . . . , n. (1.6)

32 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA

Togda min_{i∈⟨n⟩} r_i(A) 6 c(A) 6 min_{i∈⟨n⟩} r_i(G^{−1}AG) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} ri(D^{−1}AD) 6 C(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} ri(A).^{(1.7)} Krome togo, esli matrica A neprivodima, to libo c(A) = ρ(A) = C(A), libo c(A) < ρ(A) < C(A). V teoreme 1.1 i niße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ.

DlØ matricy A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, qerez G_A = (⟨n⟩, E_A) oboznaqaetsØ ee orientirovannyæ graf s mnoßestvom verxin

⟨n⟩ = {1, . . ., n} i mnoßestvom dug E_A = {(i, j) : i, j ∈ ⟨n⟩ i a_{ij} ≠ 0}. Qerez C(A) oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh (prostyh) konturov v grafe G_A. Napomnim, qto konturom dliny k v grafe G_A nazyvaetsØ uporØdoqennaØ posledovatel~nost~ γ = (i_1, . . ., i_k, i_{k+1}), gde vse verxiny i_1, . . ., i_k ∈ ⟨n⟩ razliqny, i_{k+1} = i_1 i dlØ kaßdogo j = 1, . . ., k v G_A suwestvuet duga iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo

{i_1, . . ., i_k} nazyvaetsØ nositelem kontura γ i oboznaqaetsØ qerez

γ̄. Dlina kontura γ oboznaqaetsØ qerez |γ|; |γ| = k. Mnoßestvo puteæ P(A) v grafe G_A opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: P(A) = {(i1, . . . , ik, ik+1) : ai_1i_2 · · · ai_ki_{k+1} ≠ 0, k > 0}, a qerez SP_i(A), i ∈ ⟨n⟩, oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh prostyh puteæ v G_A, vyhodØwih iz verxiny i.

Zametim, qto iz dokazatel~stva, predstavlennogo v [1], sleduet, qto maksimum i minimum v (1.6) moßno brat~ po mnoßestvu

SP_i(A), qto suwestvenno uprowaet postroenie diagonal~nyh ma-

tric D i G.

Kak legko videt~, v tom sluqae, kogda vse diagonal~nye fflementy matricy A otliqny ot nulØ, kraænie pravoe i levoe neravenstva v (1.7) oba ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Pofftomu teorema 1.1 moßet v deæstvitel~nosti uluqxat~ ocenki Frobeniusa (1.1) tol~ko dlØ matric, ime¸wih dostatoqnoe koliqestvo nulevyh diagonal~nyh fflementov.

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 33 V dannoæ rabote rassmatrivaetsØ ewe bolee obwaØ zadaqa, a imenno: dlØ zadannogo koneqnogo mnoßestva n × n matric

Σ = {A^{(x)}}_{x∈X} trebuetsØ naæti takie otliqnye ot ediniqnoæ

nevyroßdennye diagonal~nye matricy D_1 i D_2, qto

max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}_1 A^{(x)}D_1) 6 max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}) (1.8) i min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}_2 A^{(x)}D_2) > min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}). (1.9)

RazumeetsØ, my stremimsØ minimizirovat~ levu¸ qast~ neravenstva (1.8) i maksimizirovat~ levu¸ qast~ neravenstva (1.9).

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom. Osnovnye rezul~taty, kasa¸wiesØ rexeniØ zadaq (1.8) i (1.9), ustanovleny v razdele 2. V razdele 3 rassmatriva¸tsØ nekotorye priloßeniØ rezul~tatov razdela 2. Toqnee govorØ, ustanovleny sovmestnye dvustoronnie ocenki dlØ perronovskih korneæ zadannyh neotricatel~nyh matric, sovmestnye verhnie ocenki dlØ spektral~nyh radiusov zadannyh kompleksnyh matric, usloviØ, dostatoqnye dl togo, qtoby vse vypuklye kombinacii zadannyh matric byli by ustoæqivy po Xuru, a takße ocenki dlØ sovmestnogo i nißnego spektral~nyh radiusov matric iz zadannogo mnoßestva.

2. Osnovnye rezul~taty

V fftom razdele dlØ zadannogo koneqnogo mnoßestva Σ =

{A^{(x)}}_{x∈X} neotricatel~nyh matric porØdka n > 1 vyvodØt-

sØ sovmestnye verhnie i nißnie ocenki dlØ stroqnyh summ

r_i(D^{−1}A^{(x)}D), i ∈ ⟨n⟩, x ∈ X, pri special~nom vybore nevyroß-

dennoæ diagonal~noæ matricy D.

Niße nam ponadobitsØ vspomogatel~naØ matrica

Ā = (ā_{ij} ), ā_{ij} = max_{x∈X} a^{(x)}_{ij} . (2.1)

Prosteæxiæ sposob poluqeniØ verhnih ocenok stroqnyh summ dlØ mnoßestva D^{−1}ΣD sostoit v tom, qtoby pereæti k matrice Ā, opredelennoæ v (2.1), i ograniqit~ sverhu stroqnye summy

D^{−1}ĀD, naprimer, ispol~zuØ ocenku teoremy 1.1 ili drugu¸

verhn¸¸ ocenku, formuliruemu¸ v terminah stroqnyh summ matricy Ā. (Nißnie ocenki moßno poluqit~ analogiqnym obrazom, esli v (2.1) zamenit~ max_{x∈X} na min_{x∈X}.) Tak poluqennye sovmestnye ocenki budut, oqevidno, zaviset~ ot stroqnyh summ matricy

34 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA Ā. Odnako, kak budet pokazano niße, dlØ stroqnyh summ matric

D^{−1}A^{(x)}D moßno poluqit~ i sovmestnye ocenki, kotorye zavisØt

tol~ko ot xablonov razreßennosti i stroqnyh summ ishodnyh matric A^{(x)}. Pervym rezul~tatom takogo roda ØvlØetsØ sledu¸- waØ teorema.

Teorema 2.1. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo ne-

otricatel~nyh matric A^{(x)} = (a^{(x)}_{ij} ) porØdka n > 1 takih, qto matrica Ā ne imeet nulevyh strok, i pust~ 0 6 α 6 1. Togda pri

D = diag (d_1, . . . , d_n), gde d_i = max_{x∈X} r_i(A^{(x)})^{1−α}, i = 1, . . . , n, (2.2)

my imeem max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) 6 max_{i,j: āij >0} {[ max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} (2.3) 6 max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} ri(A^{(x)}). Analogiqno, esli vse matricy A^{(x)}, x ∈ X, ne ime¸t nulevyh strok, to pri

D = diag (d_1, . . . , d_n), gde d_i = min_{x∈X} r_i(A^{(x)})^{1−α}, i = 1, . . ., n, (2.4)

my imeem min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) > min_{i,j: āij >0} {[ min x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} (2.5) > min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} ri(A^{(x)}). Dokazatel~stvo. Zametim sperva, qto iz predpoloßeniØ o tom,

qto matrica Ā ne imeet nulevyh strok, sleduet, qto vse qisla d_i, opredelennye v (2.2), poloßitel~ny, a iz predpoloßeniØ o tom, qto vse matricy A^{(x)}, x ∈ X, soderßat tol~ko nenulevye stroki, vytekaet, qto qisla d_i, opredelennye v (2.4), vse ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi.

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 35 DlØ dokazatel~stva levogo neravenstva v (2.3) my vyvodim:

r_i(D^{−1}A^{(x)}D) = [ max_{x∈X} r_i(A^{(x)}) ]_{−(1−α)} ∑ j: a^{(x)}_{ij} >0 a^{(x)}_{ij} d_j

     6^[max_{x∈X} ri(A^{(x)})^{]−(1−α)} ri(A^{(x)}) max_{j: a(x)ij >0} dj

6 max_{j: a(x)ij >0}^{ri(A^{(x)})^α max_{x∈X} rj(A^{(x)})^{1−α}} , i = 1, . . . , n, x ∈ X.

Iz poluqennyh sootnoxeniæ vyteka¸t neravenstva

max_{x∈X} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) 6 max_{j: āij >0} { max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)})^α max_{x∈X} r_j(A^{(x)})^{1−α} } , i = 1, . . ., n, iz kotoryh levoe neravenstvo v (2.3) sleduet oqevidnym obrazom. Pravoe neravenstvo v (2.3) trivial~no.

Neravenstva (2.5) ustanavliva¸tsØ analogiqno. � Zametim, qto v tom sluqae, kogda vse matricy A^{(x)}, x ∈ X, ime¸t odin i tot ße xablon razreßennosti, ocenki (2.3) i (2.5) prinima¸t bolee prostoæ vid:

max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) 6 max_{i,j: āij >0} {[ max_{x∈X} r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} (2.6) i min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) > min_{i,j: āij >0} {[ min_{x∈X} r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} . (2.7)

V qastnosti, v sluqae odnoæ neotricatel~noæ matricy teorema 2.1 privodit k sledu¸wemu novomu rezul~tatu.

36 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA

Sledstvie 2.1. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1, ne ime¸waØ nulevyh strok, pust~ 0 6 α 6 1 i pust~

D = diag (d_1, . . . , d_n), gde d_i = r_i(A)^{1−α}, i = 1, . . ., n. (2.8)

Togda min i∈⟨n⟩ r_i(A) 6 min i,j: a_{ij} >0 { r_i(A)^α r_j (A)^{1−α} } 6 ri(D^{−1}AD) 6 max_{i,j: aij >0}^{ri(A)^α rj(A)^{1−α}} 6 max_{i∈⟨n⟩} ri(A), i = 1, . . ., n. (2.9)

Sleduet otmetit~, qto v sluqae odnoæ matricy verhnØØ i nißnØØ ocenki poluqeny dlØ odnoæ i toæ ße preobrazu¸weæ diagonal~noæ matricy D, qto, voobwe govorØ, ne tak dlØ obwego sluqaØ nabora matric.

Otmetim takße, qto v sledstvii 2.1 ispol~zu¸tsØ tol~ko stroqnye summy r_i(A), i = 1, . . ., n, i xablon razreßennosti matricy A, a pofftomu ocenki (2.9) spravedlivy dlØ vseh neotricatel~nyh matric, ime¸wih te ße stroqnye summy i xablon razreßennosti, qto i A.

Sledu¸wiæ rezul~tat uluqxaet ocenki (2.3) i (2.5) za sqet bolee sloßnogo vybora soprØga¸wih diagonal~nyh matric D. V to ße samoe vremØ on obobwaet teoremu 1.1 na sluqaæ koneqnyh naborov neotricatel~nyh matric.

Teorema 2.2. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo neot-

ricatel~nyh matric A^{(x)} = (a^{(x)}_{ij} ) porØdka n > 1. Poloßim

C(Σ) = max (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 max x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s ,

c(Σ) = min (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 min x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s . (2.10)

Esli matrica Ā, opredelennaØ v (2.1), ne imeet nulevyh strok, to pri D = diag (d_1, . . . , d_n), gde

d_i = max (i_1,...,i_r,i_{r+1})∈SP_i(Ā) r∏ j=1 max x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 { r_{ij} (A^{(x)})/C(Σ) } , i = 1, . . ., n, (2.11)

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 37 spravedliva verhnØØ ocenka

max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) 6 C(Σ), (2.12)

a esli ni odna iz matric A^{(x)}, x ∈ X, ne imeet nulevyh strok, to pri D = diag (d_1, . . . , d_n), gde

d_i = min (i_1,...,i_r,i_{r+1})∈SP_i(Ā) r∏ j=1 min x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 { r_{ij} (A^{(x)})/c(Σ) } , i = 1, . . ., n, (2.13)

spravedliva nißnØØ ocenka

min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D) > c(Σ). (2.14)

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva ocenki (2.12) rassmotrim

mnoßestvo otmasxtabirovannyh matric Σ^′ = { C(Σ)^{−1}A^{(x)} } . Kak legko ubedit~sØ, dlØ nabora Σ^′ spravedlivo ravenstvo

C(Σ^′) = 1. (2.15)

Iz opredeleniØ matricy D sleduet, qto dlØ kaßdogo x ∈ X i proizvol~nogo i ∈ ⟨n⟩ my imeem: ∑ j C(Σ)^{−1}a^{(x)}_{ij} d_j 6 C(Σ)^{−1}r_i(A^{(x)}) max_{j: a(x)} ij >0 d_j = C(Σ)^{−1}r_i(A^{(x)}) d_{j0} ,

gde j_0 – verxina, dlØ kotoroæ d_{j0} = max_{j: a(x)ij >0} d_j. No togda, uqity-

vaØ ravenstvo (2.15), my poluqaem ∑ j C(Σ)^{−1}a^{(x)}_{ij} d_j 6 d_i, i = 1, . . . , n, x ∈ X, otkuda nemedlenno vytekaet, qto r_i(D^{−1}A^{(x)}D) 6 C(Σ), i = 1, . . . , n, x ∈ X. Tem samym neravenstvo (2.12) dokazano.

Dokazatel~stvo nißneæ ocenki (2.14) provoditsØ analogiqno, no v kaqestve masxtabiru¸wego mnoßitelØ sleduet vzØt~ c(Σ).

�

38 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA Zametim, qto v tom sluqae kogda mnoßestvo sostoit iz edinstvennoæ matricy A, rezul~taty teoremy 2.2 svodØtsØ k rezul~- tatam teoremy 1.1.

Zameqanie 2.1. Kak legko videt~, ocenki (2.12) i (2.14) po kraæ-

neæ mere ne huße, qem ocenki (2.3) i (2.5). �to sleduet iz oqevidnyh sootnoxeniæ min 16i6s { a^α_i a^{1−α}_{i+1} } 6 (a1 · · · as)^{1/s}

= (_s ∏ i=1 a^α_i a^{1−α}_{i+1} )_{1/s} 6 max_16_i6_s^{a^α_i a^{1−α}_{i+1}^} ,

gde my polagaem a_{s+1} = a_1, kotorye spravedlivy dlØ proizvol~- nyh a_i > 0, i = 1, . . . , s, i 0 6 α 6 1. Odnako, vyqislit~ ocenki (2.3) i (2.5) namnogo legqe, qem ocenki (2.12) i (2.14). Zametim takße, qto esli vse matricy A^{(x)}, x ∈ X, ime¸t odin i tot ße xablon razreßennosti, priqem fftot xablon simmetriqen, t.e.

a^{(x)}_{ij} > 0 ⇐⇒ a^{(x)}_{ji} > 0, i ≠ j, x ∈ X, to ocenki (2.12) i (2.14)

sovpada¸t sootvetstvenno s ocenkami (2.6) i (2.7), gde α ∈ [0, 1]. �to utverßdenie sleduet iz togo fakta, qto esli a^{(x)}_{ij} > 0, to

(i, j, i) ∈ C(A^{(x)}) = C(Ā).

3. PriloßeniØ

V fftom razdele predstavleny nekotorye priloßeniØ teorem 2.1 i 2.2.

3.1. Sovmestnye ocenki dlØ perronovskih korneæ

Vvidu ocenok Frobeniusa (1.1), iz teoremy 2.1 nemedlenno sledu¸t sovmestnye dvustoronnie ocenki dlØ perronovskih korneæ neotricatel~nyh matric iz zadannogo koneqnogo nabora, predstavlennye v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3.1. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo neot-

ricatel~nyh matric A^{(x)} = (a^{(x)}_{ij} ) porØdka n > 1, ne ime¸wih nulevyh strok, i pust~ 0 6 α 6 1. Pust~ matrica Ā = (ā_{ij}) opredelena

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 39 v sootvetstvii s (2.1). Togda min i,j: ā_{ij} >0 {[ min x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j (A^{(x)}) ]_{1−α}} 6 ρ(A^{(x)}) 6 max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} , x ∈ X. (3.1)

Krome togo, esli matrica A^{(x)}, x ∈ X, neprivodima, to ravenstvo

ρ(A^{(x)}) = max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} (3.2)

imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh i, j ∈ ⟨n⟩ takih, qto a^{(x)}_{ij} > 0, spravedlivo ravenstvo r_i(A^{(x)})^α r_j(A^{(x)})^{1−α}

= max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j (A^{(x)}) ]_{1−α}} , (3.3)

a ravenstvo ρ(A^{(x)}) = min_{i,j: āij >0} {[ min x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j (A^{(x)}) ]_{1−α}} (3.4)

imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh i, j ∈ ⟨n⟩ takih, qto a^{(x)}_{ij} > 0, spravedlivo ravenstvo r_i(A^{(x)})^α r_j(A^{(x)})^{1−α}

= min i,j: ā_{ij} >0 {[ min x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} . (3.5)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stva trebu¸t tol~ko utverßdeniØ,

kasa¸wiesØ ravenstv (3.2) i (3.4). Predpoloßim, qto matrica

A^{(x)} neprivodima i qto ravenstvo (3.2) imeet mesto. Togda my

imeem

ρ(A^{(x)}) > max i,j: a^{(x)}_{ij} >0 { r_i(A^{(x)})^α r_j(A^{(x)})^{1−α} } . (3.6)

40 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA S drugoæ storony, v silu ocenok Frobeniusa (1.1) i sledstviØ 2.1 (ili ße sledstviØ 5.1 iz raboty [3]), spravedlivo protivopoloßnoe neravenstvo

ρ(A^{(x)}) 6 max i,j: a^{(x)}_{ij} >0 { r_i(A^{(x)})^α r_j(A^{(x)})^{1−α} } , kotoroe, v soqetanii s (3.6), privodit k ravenstvu

ρ(A^{(x)}) = max i,j: a^{(x)}_{ij} >0 { r_i(A^{(x)})^α r_j(A^{(x)})^{1−α} } . (3.7)

No, v silu sledstviØ 5.1 iz stat~i [3], dlØ neprivodimoæ matricy A^{(x)} ravenstvo (3.7) vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda

r_i(A^{(x)})^α r_j (A^{(x)})^{1−α} = ρ(A^{(x)}) dlØ vseh i, j takih, qto a^{(x)}_{ij} > 0.

Poslednie ravenstva v soqetanii s (3.2) dokazyva¸t (3.3).

Obratno, esli dlØ vseh i, j takih, qto a^{(x)}_{ij} > 0 spravedlivo ravenstvo (3.3), to ravenstvo (3.2) nemedlenno vytekaet iz sledstviØ 2.1 i ocenok Frobeniusa (1.1).

Sluqaæ ravenstva (3.4) rassmatrivaetsØ analogiqno. �

Zameqanie 3.1. Poskol~ku verhnØØ ocenka teoremy 2.1 spraved-

liva pri bolee slabom predpoloßenii o tom, qto matrica Ā ne imeet nulevyh strok, verhnØØ ocenka v (3.1) spravedliva pri tom ße predpoloßenii. Krome togo, kak legko ubedit~sØ, ona spravedliva i dlØ proizvol~nogo mnoßestva neotricatel~nyh matric takih, qto matrica Ā imeet glavnu¸ podmatricu bez nulevyh strok. Esli ße takoæ podmatricy ne suwestvuet, to, oqevidno, ρ(Ā) = 0, otkuda sleduet, qto ρ(A^{(x)}) = 0, x ∈ X.

Qto ße kasaetsØ nißneæ ocenki v (3.1), to ee moßno obobwit~ na proizvol~noe mnoßestvo neotricatel~nyh matric takih, qto dlØ nekotorogo nepustogo podmnoßestva S ⊆ ⟨n⟩ ni odna iz glavnyh podmatric A^{(x)}[S] = (a^{(x)}_{ij} )_{i,j∈S} ne imeet nulevyh strok. Vvidu svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ otnositel~no perehoda k glavnym podmatricam, dlØ fftogo dostatoqno pereæti k minimumu po vsem i, j ∈ S takim, qto ā_{ij} > 0.

V sluqae edinstvennoæ neotricatel~noæ matricy A, ne ime- ¸weæ nulevyh strok, teorema 3.1 i sledstvie 5.1 iz raboty [3] da¸t sledu¸wiæ bolee toqnyæ rezul~tat, vpervye poluqennyæ v stat~e [3].

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 41

Sledstvie 3.1. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica po-

rØdka n > 1, ne ime¸waØ nulevyh strok. Togda min i,j: a_{ij} >0 { r_i(A)^α r_j (A)^{1−α} } 6 ρ(A) 6 max_{i,j: aij >0}^{ri(A)^α rj (A)^{1−α}} . (3.8) Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (3.8) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda • libo r_i(A) = ρ(A), i = 1, . . . , n, • libo odnovremenno vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

(i) α = 1/2;

(ii) ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde dlØ nekotorogo ξ > 1 S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : r_i(A) = ξρ(A)}, S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : r_i(A) = ξ^{−1}ρ(A)}; (iii) obe glavnye podmatricy A[S_1] i A[S_2] nulevye;

v protivnom sluqae oba neravenstva v (3.8) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Sovmestnye dvustoronnie ocenki dlØ perronovskih korneæ, predstavlennye niße, legko sledu¸t iz teoremy 2.2 i obobwa- ¸t konturnye ocenki teoremy 1.1 na nabory neotricatel~nyh matric.

Teorema 3.2. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo neot-

ricatel~nyh matric A^{(x)} = (a^{(x)}_{ij} ) porØdka n > 1. Esli matricy A^{(x)}, x ∈ X, ne ime¸t nulevyh strok, to

c(Σ) ≡ min (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 min x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s

6 ρ(A^{(x)}) 6 (3.9)

C(Σ) ≡ max (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 max x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s , x ∈ X, gde matrica Ā opredelena v sootvetstvii s (2.1). Krome togo, esli matrica A^{(x)}, x ∈ X, neprivodima, to ravenstvo

ρ(A^{(x)}) = C(Σ) (3.10)

42 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA

spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda ∏ i∈γ̄ r_i(A^{(x)}) 1/|γ| = C(Σ) dlØ vseh γ ∈ C(A^{(x)}), (3.11)

a ravenstvo ρ(A^{(x)}) = c(Σ) (3.12)

spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda ∏ i∈γ̄ r_i(A^{(x)}) 1/|γ| = c(Σ) dlØ vseh γ ∈ C(A^{(x)}). (3.13)

Dokazatel~stvo. Ocenki (3.9) nemedlenno sledu¸t iz teore-

my 2.2 i ocenok Frobeniusa (1.1). UtverßdeniØ, otnosØwiesØ k ravenstvam (3.10) i (3.12), dokazyva¸tsØ takim ße sposobom, kak i utverßdeniØ, otnosØwiesØ k ravenstvam (3.2) i (3.4) v teoreme 3.1. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto vmesto sledstviØ 5.1 iz raboty [3] nußno vospol~zovat~sØ teoremoæ 1.1. �

Zameqanie 3.2. Zametim, qto verhnØØ ocenka v (3.9) spraved-

liva i v tom sluqae, kogda matrica Ā ne imeet nulevyh strok. Esli ße matrica Ā privodima (v qastnosti, esli ona soderßit nulevye stroki), celesoobrazno snaqala opredelit~ ee neprivodimye komponenty, a zatem primenit~ teoremu 3.2 k sootvetstvu- ¸wim podmatricam matric A^{(x)}, x ∈ X. Zametim takße, qto esli mnoßestvo C(Ā) pusto, to, v silu teoremy 16.3 iz raboty [14], matrica Ā i, sledovatel~no, takße i vse matricy A^{(x)}, x ∈ X, perestanovoqno podobny verhnim treugol~nym matricam s nulevoæ glavnoæ diagonal~¸, tak qto ρ(A^{(x)}) = 0, x ∈ X.

V zakl¸qenie fftogo podrazdela my privedem bloqnye obobweniØ teorem 3.1 i 3.2. �ti obobweniØ osnovany na sledu¸wih dvuhstoronnih ocenkah dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~- noæ matricy, predstavlennoæ v bloqnom vide.

Teorema 3.3 [5]. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica

porØdka n > 1 i pust~ ⟨n⟩ = N⋃ i=1 M_i, 1 6 N 6 n, (3.14)

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 43 – fiksirovannoe razbienie mnoßestva indeksov na nepereseka¸- wiesØ podmnoßestva. Predpoloßim, qto neotricatel~nye matricy Â = (â_{ij})^N_{i,j=1}, Ǎ = (ǎ_{ij})^N_{i,j=1},

udovletvorØ¸t usloviØm â_{ij} > max_{k∈Mi} ∑ l∈M_j a_{kl}, ǎ_{ij} 6 min_{k∈Mi} ∑ l∈M_j a_{kl}, i, j = 1, . . . , N. (3.15) Togda dlØ perronovskogo kornØ matricy A spravedlivy dvustoronnie ocenki ρ(Ǎ) 6 ρ(A) 6 ρ(Â). (3.16)

Pust~ teper~ dano koneqnoe mnoßestvo Σ = {A^{(x)}}_{x∈X} neotricatel~nyh matric porØdka n > 1. Zafiksiruem razbienie (3.14) indeksnogo mnoßestva i opredelim mnoßestva

Σ̂ = {Â^{(x)}}_{x∈X} i Σ̌ = {Ǎ^{(x)}}_{x∈X}

neotricatel~nyh N × N matric po formulam

Â^{(x)} = (â^{(x)}_{ij} ), â^{(x)}_{ij} = max_{k∈Mi} ∑ l∈M_j a^{(x)}_{kl} , i, j = 1, . . . , N, x ∈ X, (3.17) i Ǎ^{(x)} = (ǎ^{(x)}_{ij} ), ǎ^{(x)}_{ij} = min_{k∈M} i ∑ l∈M_j a^{(x)}_{kl} , i, j = 1, . . . , N, x ∈ X. (3.18) Po teoreme 3.3 my imeem

ρ(Ǎ^{(x)}) 6 ρ(A^{(x)}) 6 ρ(Â^{(x)}), x ∈ X. (3.19)

Primeniv verhn¸¸ i nißn¸¸ ocenki teorem 3.1 i 3.2 k mnoßestvam matric Σ̂ i Σ̌ i vospol~zovavxis~ neravenstvami (3.19), my prihodim k obewannym bloqnym obobweniØm dvustoronnih ocenok (3.1) i (3.9), v kotoryh ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

Ā = (ā_{ij} ), gde ā_{ij} = max_{x∈X} â^{(x)}_{ij} , i, j = 1, . . ., N, (3.20)

A = (a_{ij} ), gde a_{ij} = max_{x∈X} ǎ^{(x)}_{ij} , i, j = 1, . . ., N. (3.21)

44 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA

Teorema 3.4. Pust~ {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo neotri-

catel~nyh matric porØdka n > 1 i pust~ fiksirovano nekotoroe razbienie (3.14) mnoßestva indeksov. Pust~ matricy Â^{(x)} i Ǎ^{(x)}, x ∈ X, opredeleny v sootvetstvii s formulami (3.17) i

(3.18). Esli ni odna iz matric Ǎ^{(x)}, x ∈ X, ne imeet nulevyh strok, to min i,j: a_{ij} >0 {[ min x: ǎ^{(x)}_{ij} >0 r_i(Ǎ^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j(Ǎ^{(x)}) ]_{1−α}} 6 ρ(A^{(x)}) 6 max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: â^{(x)}_{ij} >0 r_i(Â^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j(Â^{(x)}) ]_{1−α}} , x ∈ X, (3.22)

gde 0 6 α 6 1, i min (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(A) s∏ j=1 min x: ǎ^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (Ǎ^{(x)}) 1/s 6 ρ(A^{(x)}) 6 max (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 max x: â^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (Â^{(x)}) 1/s , x ∈ X. (3.23)

Zameqanie 3.3. Vvidu zameqaniæ 3.1 i 3.2, verhnie ocenki v

(3.22) i (3.23) spravedlivy pri bolee slabom predpoloßenii, qto matrica Ā, opredelennaØ v (3.20), ne imeet nulevyh strok.

Zameqanie 3.4. Zametim, qto v sluqae toqeqnogo razbieniØ ⟨n⟩ = n⋃ i=1 {i} my oqevidno imeem A^{(x)} = Â^{(x)} = Ǎ^{(x)}, x ∈ X, tak qto v fftom sluqae ocenki (3.22) i (3.23) teoremy 3.4 sovpada¸t sootvetstvenno s ocenkami (3.1) i (3.9) teorem 3.1 i 3.2. S drugoæ storony, v protivopoloßnom kraænem sluqae, kogda N = 1 i M_1 = ⟨n⟩, my imeem

Â^{(x)} = max_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}), Ǎ^{(x)} = min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}), x ∈ X,

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 45 a znaqit ocenki (3.22) i (3.23) svodØtsØ k trivial~nym sledstviØm

min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}) 6 ρ(A^{(x)}) 6 max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}), x ∈ X,

ocenok Frobeniusa.

3.2. Sovmestnye verhnie ocenki dlØ spektral~nyh radiusov kompleksnyh matric

Pust~ A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} . Opredelim neotricatel~nu¸ matricu

|A| = (|a_{ij}|). Horoxo izvestnaØ lemma Vilandta (sm., napr., [2,

s. 358]) utverßdaet, qto spektral~nyæ radius ρ(A) matricy A udovletvorØet verhneæ ocenke ρ(A) 6 ρ(|A|). (3.24) Sledovatel~no, dlØ zadannogo nabora Σ = {A^{(x)}}_{x∈X} kompleksnyh matric porØdka n > 1 my imeem

max_{x∈X} ρ(A^{(x)}) 6 max_{x∈X} ρ(|A^{(x)}|). (3.25)

Vvidu (3.25), znaqenie max_{x∈X} ρ(A^{(x)}) moßno ograniqit~ sverhu, ispol~zuØ l¸bu¸ iz verhnih sovmestnyh ocenok dlØ perronovskih korneæ matric |A^{(x)}|, x ∈ X, predstavlennyh v razdele 3.1. V qastnosti, primenØØ teoremu 3.4 k mnoßestvu {|A^{(x)}|}_{x∈X} i uqityvaØ zameqanie 3.3, my prihodim k sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3.5. Pust~ {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo kompleks-

nyh matric porØdka n > 1 i pust~ razbienie (3.14) mnoßestva indeksov ⟨n⟩ fiksirovano. Oboznaqim

Â^{(x)} = (â^{(x)}_{ij} ), â^{(x)}_{ij} = max_{k∈M} i ∑ l∈M_j |a^{(x)}_{kl} |, i, j = 1, . . ., N, x ∈ X, (3.26) i predpoloßim, qto matrica

Ā = (ā_{ij}), gde ā_{ij} = max_{x∈X} {â^{(x)}_{ij} }, i, j = 1, . . . , N, (3.27)

ne imeet nulevyh strok. Togda spravedlivy sledu¸wie sovmestnye verhnie ocenki:

max_{x∈X} ρ(A^{(x)}) 6 max_{i,j: āij >0} {[ max x: â^{(x)}_{ij} >0 r_i(Â^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j (Â^{(x)}) ]_{1−α}} (3.28)

46 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA i max_{x∈X} ρ(A^{(x)}) 6 max (i_1,...,i_s,i_{s+1} )∈C(Ā) s∏ j=1 max x: â^{(x)}_{ij} >0 r_{ij} (Â^{(x)}) 1/s . (3.29)

3.3. Ustoæqivost~ po Xuru vypuklyh kombinaciæ matric

DlØ zadannogo nabora Σ = {A^{(x)}}_{x∈X} kompleksnyh matric porØdka n > 1 ih vypuklymi kombinaciØmi ØvlØ¸tsØ matricy vida ∑ x∈X α^{(x)} A^{(x)}, (3.30)

gde α^{(x)} > 0, x ∈ X, i ∑ x∈X α^{(x)} = 1.

Estestvennym voprosom otnositel~no vypuklyh kombinaciæ ØvlØetsØ sledu¸wiæ. Pri kakih usloviØh na mnoßestvo Σ vse matricy vida (3.30) ustoæqivy po Xuru? Napomnim, qto matrica nazyvaetsØ ustoæqivoæ po Xuru, esli ee spektral~nyæ radius strogo men~xe edinicy. �tot vopros rassmatrivalsØ v rabote [12], gde ustoæqivost~ po Xuru vseh vypuklyh kombinaciæ zadannyh k > 2 matric byla oharakterizovana v terminah tak nazyvaemyh bloqnyh R-matric. Ranee zadaqa ob ustoæqivosti po Xuru dlØ vypuklyh kombinaciæ dvuh i treh matric rassmatrivalas~ sootvetstvenno v rabotah [18] i [11].

SleduØ rabote [15], my rassmotrim bolee obwee mnoßestvo matric, stroki kotoryh ØvlØ¸tsØ nezavisimymi vypuklymi kombinaciØmi sootvetstvu¸wih strok matric iz Σ. Toqnee govorØ, my rassmotrim mnoßestvo

R(Σ) = { C : C = ∑ x∈X T^{(x)}A^{(x)} } , (3.31)

gde T^{(x)} = diag (t^{(x)}_1 , . . . , t^{(x)}n ), t^{(x)}_i > 0, i = 1, . . ., n, x ∈ X, i ∑ x∈X T^{(x)} = I_n (3.32)

(I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n).

DlØ proizvol~noæ diagonal~noæ matricy D s poloßitel~- nymi diagonal~nymi fflementami, ispol~zuØ lemmu Vilandta,

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 47 ocenki Frobeniusa (1.1) i uslovie (3.32), my vyvodim: ρ ( ∑ x∈X T^{(x)}A^{(x)} ) = ρ ( ∑ x∈X T^{(x)}D^{−1}A^{(x)}D )

6 max_{i∈⟨n⟩} ri ( ∑ x∈X T^{(x)}D^{−1}A^{(x)}D )

        6 max_{i∈⟨n⟩}^∑_{x∈X} t^{(x)}_i ri(D^{−1}A^{(x)}D)

6 max_{i∈⟨n⟩} max_{x∈X} ri(D^{−1}A^{(x)}D).

(3.33)

Vvidu (3.33), primenenie teorem 2.1 i 2.2 nemedlenno privodit k sledu¸wim usloviØm, dostatoqnym dlØ togo, qtoby vse matricy iz R(Σ) byli ustoæqivy po Xuru.

Teorema 3.6. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo kom-

pleksnyh matric porØdka n > 1. Poloßim Ā = (ā_{ij} ), ā_{ij} = max_{x∈X} |a^{(x)}_{ij} |, i, j = 1, . . ., n, (3.34) i predpoloßim, qto matrica Ā ne imeet nulevyh strok. Esli pri nekotorom α, 0 6 α 6 1, vypolneno uslovie max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: a^{(x)}_{ij} ≠0

r_i(A^{(x)})} ]_α [ max_{x∈X} r_j(A^{(x)})} ]_{1−α}} < 1 (3.35)

ili spravedlivo neravenstvo

max (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 max x: a^{(x)}_{ij ij+1} ≠0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s < 1, (3.36)

to kaßdaØ matrica iz mnoßestva R(Σ) ØvlØetsØ ustoæqivoæ po Xuru.

3.4. Ocenki dlØ sovmestnogo i nißnego spektral~nyh radiusov nabora matric

Pust~ Σ = {A^{(x)} ∈ C^{n×n} }_{x∈X} – mnoßestvo matric. Sovmestnyæ spektral~nyæ radius ρ̄(Σ) byl vveden v rabote [17] s pomow~¸ formuly

ρ̄(Σ) = lim sup k→∞ sup ω∈X^k { ‖A^{(ω)}‖^{1/k} } , (3.37)

48 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA gde ‖ · ‖ – (submul~tiplikativnaØ) matriqnaØ norma i dlØ ω =

x_1 . . . x_k my ispol~zuem oboznaqenie A^{(ω)} = A^{(x1 )} · · · A^{(xk)}. �le-

menty mnoßestva X prinØto nazyvat~ bukvami, a koneqnye posledovatel~nosti bukv – slovami. Mnoßestvo vseh slov dliny k oboznaqaetsØ qerez X^k.

Kak bylo pokazano v rabote [9], sovmestnyæ spektral~nyæ radius ne zavisit ot matriqnoæ normy, ispol~zuemoæ v (3.37), i spravedlivy ravenstva [16]

ρ̄(Σ) = lim inf_{k→∞} sup_{ω∈Xk} { ‖A^{(ω)}‖^{1/k} } = lim_{k→∞} sup_{ω∈Xk} { ‖A^{(ω)}‖^{1/k} } . (3.38)

ZamenØØ v (3.37) normu na spektral~nyæ radius, my prihodim k tak nazyvaemomu obobwennomu spektral~nomu radiusu mnoßestva matric Σ,

ρ(Σ) = lim sup k→∞ sup ω∈X^k {ρ(A^{(ω)})^{1/k}}, (3.39)

vvedennomu v rabote [9]. Kak bylo predpoloßeno v rabote [9] i dokazano v rabote [6] (sm. takße [10] i [20]), dlØ koneqnogo (ili ograniqennogo) mnoßestva vewestvennyh matric sovmestnyæ spektral~nyæ radius raven obobwennomu spektral~nomu radiusu, t.e.

ρ(Σ) = ρ̄(Σ), (3.40)

otkuda sleduet (sm. [10]), qto ravenstvo (3.40) spravedlivo takße i v kompleksnom sluqae. Zametim, qto iz opredeleniØ (3.39) i ravenstva (3.40) sleduet, qto sovmestnyæ spektral~nyæ radius invarianten otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ. V qastnosti, dlØ l¸boæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D my imeem

ρ̄(Σ) = ρ̄(D^{−1}ΣD). (3.41)

Nißniæ spektral~nyæ radius (nazyvaemyæ takße sovmestnym spektral~nym subradiusom) ρ(Σ) byl opredelen v rabote [13] po formule

ρ(Σ) = lim inf_{k→∞} inf_{ω∈Xk} { ‖A^{(ω)}‖^{1/k} } . (3.42)

Nißniæ spektral~nyæ radius tak ße, kak i sovmestnyæ spektral~nyæ radius, ne zavisit ot matriqnoæ normy, ispol~zuemoæ

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 49 v ego opredelenii (sm. [13]); pri fftom, oqevidno, spravedlivo neravenstvo

ρ(Σ) 6 ρ̄(Σ). (3.43)

V rabote [13] bylo takße pokazano, qto dlØ koneqnogo mnoßestva Σ imeet mesto ravenstvo

ρ(Σ) = lim inf_{k→∞} min_{ω∈Xk} { ρ(A^{(ω)})^{1/k} } , (3.44)

analogiqnoe ravenstvu (3.40), iz kotorogo sleduet, qto nißniæ spektral~nyæ radius invarianten otnositel~no preobrazovaniæ podobiØ. V qastnosti, dlØ l¸boæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D my imeem

ρ(Σ) = ρ(D^{−1}ΣD). (3.45)

Zametim, qto vvidu horoxo izvestnogo ravenstva ρ(A) = lim_{k→∞}{‖A^k‖^{1/k}}, A ∈ C^{n×n} , v tom sluqae, kogda mnoßestvo Σ sostoit iz edinstvennoæ matricy, ime¸t mesto sootnoxeniØ ρ(A) = ρ̄(A) = ρ(A). Takim obrazom, dlØ odnoæ matricy ee sovmestnyæ, obobwennyæ i nißniæ spektral~nyæ radiusy vse sovpada¸t s obyqnym spektral~nym radiusom.

Sovmestnyæ i nißniæ spektral~nye radiusy nabora matric estestvenno voznika¸t v celom rØde situaciæ (sm., napr., [19]), no ih vyqislenie i approksimaciØ ØvlØ¸tsØ sloßnymi zadaqami i trebu¸t dorogostoØwih vyqisleniæ (sm., napr., [19]). Pofftomu predstavlØ¸t interes nißnie i verhnie ocenki dlØ spektral~nyh radiusov. V rabote [9] byli ustanovleny sledu¸wie neravenstva: sup ω∈X^k { ρ(A^{(ω)})^{1/k} } 6 ρ(Σ) 6 ρ̄(Σ) 6 sup_{ω∈Xk}^{‖A^{(ω)}‖^{1/k}} , k > 1.

(3.46) Ukazannye ocenki mogut byt~ vyqisleny dlØ vozrasta¸wih znaqeniæ k i da¸t skol~ ugodno toqnye approksimacii sovmestnogo

50 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA spektral~nogo radiusa. V qastnosti, pri k = 1 dlØ koneqnogo nabora Σ my imeem ocenki

max_{x∈X} {ρ(A^{(x)})} 6 ρ(Σ) = ρ̄(Σ) 6 max_{x∈X} {‖A^{(x)}‖}, (3.47)

spravedlivye dlØ proizvol~noæ matriqnoæ normy.

NaqinaØ s fftogo mesta, na C^{n×n} my fiksiruem stroqnu¸ nor- mu ‖A‖ = ‖A‖_∞ = max_{i∈⟨n⟩} r_i(A) = max_{i∈⟨n⟩} n∑ j=1 |a_{ij}|. (3.48) DlØ fftoæ normy iz (3.41) i pravogo neravenstva v (3.47) sleduet, qto dlØ l¸boæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D imeet mesto ocenka

ρ̄(Σ) 6 max_{x∈X} max_{i∈⟨n⟩} r_i ( D^{−1}A^{(x)}D ) . (3.49)

Vvidu (3.49), verhnie ocenki teorem 2.1 i 2.2 nemedlenno privodØt k sledu¸wim verhnim ocenkam dlØ sovmestnogo spektral~- nogo radiusa nabora matric.

Teorema 3.7. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo ma-

tric A^{(x)} = (a^{(x)}_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 1, i predpoloßim, qto matrica Ā = (ā_{ij}), gde ā_{ij} = max_{x∈X} |a^{(x)}_{ij} |, i, j = 1, . . . , n, ne imeet nulevyh strok. Togda spravedlivy verhnie ocenki

ρ̄(Σ) 6 max i,j: ā_{ij} >0 {[ max x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ max_{x∈X} r_j (A^{(x)}) ]_{1−α}} (3.50) i ρ̄(Σ) 6 max (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 max x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s . (3.51)

Oqevidno, uslovie, qto matrica Ā ne imeet nulevyh strok, vypolneno, esli ona ØvlØetsØ neprivodimoæ. Esli ße matrica Ā privodima, to simmetriqnoæ perestanovkoæ strok i stolbcov ee moßno privesti k verhneæ bloqno treugol~noæ forme, diagonal~nye bloki kotoroæ ØvlØ¸tsØ neprivodimymi komponentami

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 51 matricy Ā. ˚sno, qto tem ße preobrazovaniem podobiØ vse matricy A^{(ω)}, ω ∈ X^k , k > 1, privodØtsØ k toæ ße samoæ bloqno treugol~noæ forme. Pofftomu iz opredeleniØ (3.39) sleduet, qto

ρ(Σ) = max_16_i6_N ρ(Σ[M_i]),

gde M_i ⊆ ⟨n⟩, i = 1, . . . , N , – nepereseka¸wiesØ podmnoßestva mnoßestva indeksov ⟨n⟩, sootvetstvu¸wie neprivodimym komponentam matricy Ā. Zdes~ my ispol~zovali oboznaqenie Σ[M_i] = { A^{(x)}[M_i] } x∈X . Takim obrazom, sluqaæ privodimoæ matricy Ā svoditsØ k neprivodimomu sluqa¸.

DlØ togo, qtoby vyvesti nißnie ocenki dlØ nißnego spektral~nogo radiusa nabora neotricatel~nyh matric, my ustanovim sperva sledu¸wu¸ prostu¸ nißn¸¸ ocenku.

Lemma 3.1. Pust~ Σ =^{A^{(x)}}_{x∈X} – koneqnoe mnoßestvo neotri-

catel~nyh matric. Togda

ρ(Σ) > min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}). (3.52)

Dokazatel~stvo. Pust~ ω = x1 . . . xk. Togda

‖A^{(ω)}‖_∞ = ‖A^{(x1)} · · · A^{(xk)}‖_∞ > min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x1 )} · · · A^{(xk)}). (3.53)

No, poskol~ku dlØ neotricatel~nyh n×n matric B i C my imeem r_i(BC) = (BCe)_i > min_{j∈⟨n⟩} {r_j(C)} (Be)_i = r_i(B) min_{j∈⟨n⟩} {r_j(C)}, i = 1, . . ., n, gde e = [1, . . ., 1]^T , to

min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x1)} · · · A^{(xk)}) > k∏ j=1 min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(xj )}) > [ min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}) ]_k . (3.54) Iz neravenstv (3.53) i (3.54) sleduet, qto

‖A^{(ω)}‖^{1/k}_∞ > min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(A^{(x)}), ω ∈ X^k, k > 1, (3.55)

i ocenka (3.52) nemedlenno vytekaet iz neravenstva (3.55), opredeleniØ (3.42) nißnego spektral~nogo radiusa i ego nezavisimosti ot vybora normy. �

52 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA Vvidu ravenstva (3.45), iz lemmy 3.1 sleduet, qto dlØ proizvol~noæ nevyroßdennoæ diagonal~noæ matricy D imeet mesto sledu¸wiæ nißniæ analog verhneæ ocenki (3.49):

ρ(Σ) > min_{x∈X} min_{i∈⟨n⟩} r_i(D^{−1}A^{(x)}D). (3.56)

Teper~, kak i v sluqae verhneæ ocenki dlØ sovmestnogo spektral~nogo radiusa, nißnie ocenki dlØ nißnego spektral~nogo radiusa mnoßestva neotricatel~nyh matric moßno poluqit~, primenØØ nißnie ocenki teorem 2.1 i 2.2. Tem samym my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 3.8. Pust~ Σ = {A^{(x)}}x∈X – koneqnoe mnoßestvo ne-

otricatel~nyh matric porØdka n > 1. Esli ni odna iz matric A^{(x)}, x ∈ X, ne imeet nulevyh strok, to nißniæ spektral~nyæ radius ρ(Σ) udovletvorØet nißnim ocenkam

ρ(Σ) > min i,j: ā_{ij} >0 {[ min x: a^{(x)}_{ij} >0 r_i(A^{(x)}) ]_α [ min_{x∈X} r_j(A^{(x)}) ]_{1−α}} (3.57) i ρ(Σ) > min (i_1,...,i_s,i_{s+1})∈C(Ā) s∏ j=1 min x: a^{(x)}_{ij ij+1} >0 r_{ij} (A^{(x)}) 1/s . (3.58)

Zdes~ matrica Ā = (ā_{ij}) opredelena, kak v teoreme 3.7.

V zakl¸qenie fftogo podrazdela dlØ polnoty izloßeniØ my rassmotrim al~ternativnyæ podhod k vyvodu verhnih ocenok dlØ sovmestnogo spektral~nogo radiusa mnoßestva kompleksnyh matric i nißnih ocenok dlØ nißnego spektral~nogo radiusa mnoßestva neotricatel~nyh matric.

Pust~ zadano koneqnoe mnoßestvo Σ = {A^{(x)}}_{x∈X} kompleksnyh matric porØdka n > 1. Opredelim neotricatel~nye matricy Ā =

(ā_{ij}) i A = (a_{ij}) s pomow~¸ sootnoxeniæ ā_{ij} = max_{x∈X} |a^{(x)}_{ij} |, a_{ij} = min_{x∈X} |a^{(x)}_{ij} |, i, j = 1, . . . , n. (3.59) Togda iz oqevidnyh pokomponentnyh matriqnyh neravenstv A 6 |A^{(x)}| 6^¯A, x ∈ X,

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 53 sleduet, qto A^k 6 |A^{(x1)}| · · ·|A^{(xk)}| 6 Ā^k, x_1, . . . , x_k ∈ X, k > 1. (3.60) V silu lemmy Vilandta (sm., napr., [2, s. 358]), iz pravogo neravenstva v (3.60) vytekaet, qto

ρ(A^{(ω)})^{1/k} 6 ρ(Ā), ω ∈ X^k, k > 1,

a v silu opredeleniØ (3.39) my imeem

ρ(Σ) 6 ρ(Ā). (3.61)

Zametim, qto ocenka (3.61), vpervye poluqennaØ v rabote [8], uluqxaet ranee predloßennu¸ ocenku [7]

ρ(Σ) 6 ρ ( ∑ x∈X A^{(x)} ) . Analogiqno, dlØ koneqnogo nabora neotricatel~nyh matric Σ, osnovyvaØs~ na ravenstve (3.44), iz levogo neravenstva v (3.60) my vyvodim

ρ(Σ) > ρ(A). (3.62)

Vvidu (3.61) i (3.62), estestvennyæ sposob poluqit~ verhn¸¸ ocenku dlØ ρ̄(Σ) i nißn¸¸ ocenku dlØ ρ(Σ) sostoit v tom, qtoby ispol~zovat~ izvestnye verhnie i nißnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ odnoæ neotricatel~noæ matricy. Tak primenenie sledstviØ 3.1 i teoremy 1.1 privodit nas k ocenkam

ρ̄(Σ) 6 max i,j: ā_{ij} >0 { r_i(Ā)^α r_j(Ā)^{1−α} } ,

ρ̄(Σ) 6 max_{γ∈}C_{(Ā)} ∏ i∈γ̄ r_i(Ā) 1/|γ| ; (3.63)

i ρ(Σ) > min i,j: ā_{ij} >0 { r_i(A)^α r_j(A)^{1−α} } ,

ρ(Σ) > min_{γ∈}C_{(Ā)} ∏ i∈γ̄ r_i(A) 1/|γ| . (3.64)

Ocenki (3.63) spravedlivy dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva kompleksnyh matric, dlØ kotorogo matricy Ā ne imeet nulevyh

54 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA strok, a ocenki (3.64) verny dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva neotricatel~nyh matric takih, qto matrica A ne imeet nulevyh strok.

SravnivaØ ocenki (3.63) i (3.64) s ocenkami teorem 3.7 i 3.8, my legko vidim, qto pervye iz nih ØvlØ¸tsØ sledstviØmi poslednih. K tomu ße ocenki (3.57) i (3.58) primenimy pri neskol~ko bolee slabyh predpoloßeniØh, qem ocenki (3.64).

Bolee togo, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, v nekotoryh sluqaØh ocenki teorem 3.7 i 3.8 luqxe qem daße ocenki (3.61) i (3.62). Deæstvitel~no, pri n > 2 opredelim matricu A = (a_{ij} ), poloßiv a_{ij} = { 1, esli j = i + 1, 1 6 i 6 n − 1 ili i = n , j = 1; 0 v ostal~nyh sluqaØh,

i rassmotrim mnoßestvo Σ = {A, A^2, . . ., A^n}. Kak netrudno ubedit~sØ, vse ocenki (3.50), (3.51), (3.57) i (3.58) primenimy i svodØtsØ k neravenstvam

1 6 ρ(Σ) 6 ρ̄(Σ) 6 1,

iz kotoryh sleduet, qto

ρ(Σ) = ρ̄(Σ) = 1.

Takim obrazom, vse ocenki teorem 3.7 i 3.8 vypolnØ¸tsØ s ravenstvami.

S drugoæ storony, netrudno udostoverit~sØ, qto A = 0, Ā = e e^T , a znaqit ρ(A) = 0, ρ(Ā) = n. Takim obrazom, dlØ rassmatrivaemogo primera nißnØØ ocenka (3.62) vsegda trivial~na, togda kak verhnØØ ocenka (3.61) stanovitsØ s rostom n vse menee i menee toqnoæ.

Literatura

1. ı. A. Al~pin, Granicy dlØ perronova kornØ neotricatel~noæ matricy, uqityva¸wie svoæstva ee grafa. — Matem. zametki 58 (1995), 635–637.

2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M., 1967.

3. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 77–122.

SOVMESTNYE OCENKI DL˚ PERRONOVSKIH KORNE` 55 4. L. ı. Kolotilina, Ocenki i neravenstva dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 296 (2003), 60– 88. 5. V. P. QistØkov, K ocenke perronova kornØ neotricatel~nyh matric. — Dokl. AN SSSR 246 (1979), 548–550.

6. M. A. Berger, Y. Wang, Bounded semigroups of matrices. — Linear Algebra Appl.

166 (1992), 21–27.

7. V. D. Blondel, Yu. Nesterov, Computationally efficient approximations of the joint

spectral radius. — SIAM J. Matrix Anal. Appl. 27 (2005), 256–272.

8. V. D. Blondel, Yu. Nesterov, J. Theys, Computing the joint spectral radius of a set

of matrices. — Proceedings of the 23rd Benelux Meeting on Systems and Control, Helvoirt, The Netherlands, paper FrP06-3, March 17-19, 2004.

9. I. Daubechies, J. C. Lagarias, Sets of matrices all infinite products of which con-

verge. — Linear Algebra Appl. 162 (1992), 227–263.

10. L. Elsner, The generalized spectral-radius theorem: An analytic-geometric proof.

— Linear Algebra Appl. 220 (1995), 151–159.

11. L. Elsner, T. Szulc, Convex combinations of matrices – nonsingularity and Schur

stability. — Proceedings of the First Workshop on Numerical Analysis and Applications, Rousse, Bulgaria, 1996, L. Vulkov, J. Wasniewski, and P. Yalamov (Eds.), Springer-Verlag (1997), pp. 170–175.

12. L. Elsner, T. Szulc, Convex combinations of matrices – nonsingularity and Schur

stability characterizations. — Linear Multilinear Algebra 44 (1998), 301–312.

13. L. Gurwits, Stability of discrete linear inclusion. — Linear Algebra Appl. 231

(1995), 47–85.

14. F. Harary, Graph Theory. Addison–Wesley Publ. Co., 1969.

15. C. R. Johnson, M. J. Tsatsomeros, Convex sets of nonsingular and P-matrices. —

Linear Multilinear Algebra 38 (1995), 233–240.

16. J. C. Lagarias, Y. Wang, The finiteness conjecture for the generalized spectral

radius of a set of matrices. — Linear Algebra Appl. 214 (1995), 17–42.

17. G.-C. Rota, W. G. Strang, A note on the joint spectral radius. — Proc. Konink.

Nederl. Akad. Wetensch. Ser. A, LXIII (1960), 379–381.

18. C. B. Soh, Schur stability of convex combinations of matrices. — Linear Algebra

Appl. 128 (1990), 159–168.

19. J. N. Tsitsiklis, V. D. Blondel, The Lyapunov exponent and joint spectral radius of

pairs of matrices are hard – when not impossible – to compute and to approximate. — Math. Control, Signals, Syst. 10 (1997), 17–42.

20. A. A. Vladimirov, L. Elsner, W.-J. Beyn, Stability and paracontractivity of discrete

linear inclusions. — Linear Algebra Appl. 312 (2000), 125–134.

Al’pin A. Yu., Kolotilina L. Yu., Korneeva N. N. Joint bounds for the Perron roots of nonnegative matrices with applications.

Given a finite set {A^{(x)}}_{x∈X} of nonnegative matrices, we derive joint upper and lower bounds for the row sums of the matrices D^{−1}A^{(x)}D, x ∈ X, where D is a specially chosen nonsingular diagonal matrix. These bounds, depending only on the sparsity patterns of the matrices A^{(x)}

56 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA, N. N. KORNEEVA and their row sums, are used to obtain joint two-sided bounds for the Perron roots of given nonnegative matrices, joint upper bounds for the spectral radii of given complex matrices, bounds for the joint and lower spectral radii of a matrix set, and conditions sufficient for all convex combinations of given matrices to be Schur stable.

Postupilo 29 maØ 2006 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Yuri.Alpin@ksu.ru

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: liko@pdmi.ras.ru